Approximations des EDPs
par la méthode des différences finies
Probleme parabolique et hyperbolique

1 Probleme parabolique

On considere le probleme parabolique de I’équation de la chaleur en une dimen-
sion d’espace avec conditions aux limites de type Dirichelet homogene

((Ou  O%u

o~ 7oa = 0.z €0, 1[, t €]0, T

w(0,t) = u(1,t) =0, vt €]0,T7, (1)
\ u(a:,O) = UO(x)v Vi G]O’ 1[’

Ou u(z,t) représente la température au point = au temps t et uy une fonction
réguliere donnée.

Si up € C'(]0,1[,R) alors il existe une fonction u € C%(]0,1[x]0,T[,R) qui vérifie
(1).

Pour calculer une solution approchée de (1), on se donne une discrétisation en temps
et en espace.

e On se donne un ensemble de points ¢;,7 = 0,1,...M + 1 de |0,T[ et z;,1 =
0,1,...N +1de]0,1[.

e On considére un pas constant h = 5 et k = 5.

e Onposet; = jkpour j =0,... M +1 et x;=1thpouri=0,... N+1

On cherche a calculer les solutions approchées de u(x;,t;), i = 1,...,N et j =
1,... M. Les inconnues discretes sont notés ul,i=1,...,Netj=1,...M avec
uy = uh,, =0 et u) = ug(z;).

1.1 Discrétisation par Euler explicite en temps

Ici, on prend les approximations suivantes

ou w(wi, i) — u(zs, ty)

—<ZZ'1', tj) >~ J

ot k
0%u L) w(wiyr, tjpr) +u(wi1, ty) — 2u(a, t;)
a2 (40 1) = e

On obtient le schéma suivant



(01 J J J J
wp Uy Uy Uy — 2 _ .
k 2 =0 ,Vi=1,....,.Netj=1,....M
u) = uh, =0, Vi=0,....,.M+1
| ud = ug(z;) Vi=0,...,N+1

k
On pose A = —. Pour tout i =1,..., N et j=0,..., M, on écrit le schéma aux
différences finies appelé ”Euler explicite” suivant :
g+l

J J J J
w; = uy — N2 —uiy — Ui+1)

ou encore . . . A
wl ™=l (1 - 20l + My,

La forme matricielle de ce schéma est donnée comme suit :

i 1—2x A 0 0 0. 0 ; [l ]
‘L Ao1=2x0 X 0 0. 0 4 0
U2 0 A 1-2) A 0. 0 Uz

= . , . _ . A
S 0.. 0 0 A 1T—=2) A o 0
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1.2 Discrétisation par schéma implicite a 3 points
Par 'approximation décentrée a gauche

ou -~ u(xi, t]) - U(CL’Z‘, tj_1>

E(%tj) o~ ’

On obtient le schéma suivant

(] Jj—1 J J J
U — U Uiy + Uiy — 2u; _ .
k 72 =0 ,Vi=1,....Netj=1,....M
) uh =l =0, Vj=0,...,M+1
| ud = ug(z;) Vi=0,...,N+1

k
On pose A = ek Pour tout i =1,...,Net 7 =2,..., M + 1, on écrit le schéma dit
"implicite ” suivant :



w7t = 20+ Dl — Ml — il

ou encore, pour tout t =1,..., Net j=1,..., M, on peut écrire :

wl = 2\ + D™ = Mlt) — Mall]

(Les inconnues a l'itération j 4 1 sont reliées entre elles par une relation implicite )
La forme matricielle du schéma

y 2A+1 A 0 0 0. 0 i C ol ]
1 X201 A 0 0. 0 1 0
Uz 0 A 20+1 A 0. 0 Uz
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Consistance-Convergence des schémas

1. Soit w] = wu(z;,t;) la valeur exacte de la solution en w; et en ¢;. L'erreur de
consistance R} en (z;,t;) est la somme des erreurs de consistance en temps et en
espace

R! = R/ + R]
Avec
(erreur de consistance en temps)

~oowdtt =l ou
Ry = 2 - E(%ﬁj)
(erreur de consistance en espace)
]gj Uy — Uiy — 2u _ 82U( L)
L h? g2

Supposons que la solution u du probleme (1) est de C? par rapport & la variable ¢ et
C* par rapport a la variable x. Les schémas explicites et implicites sont consistants
d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace, c’est-a-dire, il existe C' € R, indépendant
que de u tel que A

|R)| < C(k + h?)



—_

5 le schéma explicite converge en ||||oo, donc il est
ce qui impose un choix de k plus petit.

2. Sous la condition A =

<.—v-3‘|;5~

nécessaire de choisir h pet

3. Soit e/ I'erreur de convergence définie par

eg:u(xi,tj)—uj pour tout i =1,..., N

)

Si |||l — 0, quand h, k — 0, le schéma implicite est convergent.

1.3 Schéma de Crank-Nicolson (schéma semi implicite)

Le schéma de Crank-Nicolson est une combinaison des schémas explicite et im-
plicite, par sommation en faisant la moyenne des 2 égalités. Pour tout i = 1,..., N
et 7=0,... M, on obtient

TR R T B et A
]{7 2h2 2h2 B
Soit encore
uiﬂ =u] — h2 (2u — u 1 Ugﬂ) - _2(2U§H - Uf+11 uzill) =0,
Vi=1,...,Netj=0,....,M
up = upay =0, Vj=0,....M+1

e Le schéma numérique de Crank-Nicolson est consistant d’ordre 2 en temps et
espace.

e Le schéma de Crank-Nicolson est inconditionnellement stable et il est tres
largement utilisé.

2 Probleme hyperbolique

On considere le probleme hyperbolique de I’'équation de transport

( Ou ou

o o = 0¥ €0, 1], t €0, 7]

u(0,t) = u(l,t) =0, Vt€]o,T], (2)
L u(z,0) = up(z), vV €]0, 1],

ou la vitesse de transport ¢ € R et la condition initiale ug : R — R sont données.



2.1 Schémas explicites

Nous allons établir différents schémas explicites. On approche la dérivée en temps

ou N (@, tjp) — w(wg, t;)
E(%;t]) - k

En posant r = Cﬁ' Pour la dérivée en espace on a plusieurs cas :

Schéma explicite décentré amont : On prend 'approximation

ou u(zy, t;) — ul(wi1,t))
or (x,,tj) - h

Nous aurons
It g

u; i T(Ui - ug—l)

Schéma explicite décentré aval :

o L) — t
a_u(xiatj) ~ u<xl+17 ]) u(x“ J)
T h
Nous aurons
- . ) ‘
ul ™ =] — (i, —u)

Schéma explicite centré :

@(az L) ~ Uiy, ty) — u(wio, t)
ox V0 2h
Nous aurons ,
- . .
™ =l = Dl )

2.2 Schémas implicites

Nous pouvons établir différents schémas implicites, en approchant toujours la dérivée
en temps comme suit

au -~ u(xi, t]) - u(x,», tj_1>
oy (Tint) = k

Exercice : Ecrire le schéma implicite décentré amont, décentré aval, et centré du
probleme (2).



