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 الفصل 4: المعادلات التفاضلية من الدرجة اثانية

Les équations différentielles du deuxième (second) ordre 

ثانيةت التفاضلية من الدرجة الالمعادلا  -1-I 

، Rنحو  Dتطبيق من  fو  RxRجزء غير خال من الجداء الديكارتي  Dليكن : تعريف

نسمي حلا لهذه . ثانيةبمعادلة تفاضلية من الدرجة ال y’’=f(x,y,y’):  نسمي المعادلة

 Iعلى مرتين تقاق قابلة للاش f :I→Rكل دالة من الدرجة الثانية السابقة المعادلة التفاضلية 

  من اجل كل:بحيث

xϵI ;(x,y(x)) ϵD :y"(x)=f(x,y(x),y’(x)). 

الخطية ثانيةمن الدرجة الالمعادلة التفاضلية  -2-I  

Equation différentielle de deuxième ordre linéaire 

 :، نسمي المعادلة التفاضلية التاليةRنحو  Iدوال مستمرة من  اربعة a,b,c,dلتكن : تعريف

a(x)y"(x)+b(x)y’(x)+c(x)y(x)=d(x)………(E) 

 Iمعرفة من  fنسمي حلا لهذه المعادلة كل دالة . خطية ثانيةبمعادلة تفاضلية من الدرجة ال

  xϵIمن اجل كل  :بحيثمرتين وقابلة للاشتقاق  Rالى 

a(x)f"(x)+b(x)f’(x)+c(x)y(x)=d(x). 

فان  ( xϵI d(x)=0: من اجل كل اي) Iعلى ( المعدومة)هي الدالة الصفرية  dاذا كانت *

 .متجانسة ثانيةمعادلة تفاضلية من الدرجة السمى تصبح ت (E)المعادلة 

متجانسة مرفقة للمعادلة التفاضلية من الدرجة  ثانيةمعادلة تفاضلية من الدرجة النسمي *

 :لمعادلةا (E)الخطية   ثانيةال

a(x)y"(x)+b(x)y’(x)+c(x)y(x)=0………(E0). 



 .بدون الطرف الثانيخطية ضا معادلة تفاضلية وتسمى اي

فان المعادلة التفاضلية من الدرجة الاولى الخطية   Iلا تنعدم على  aاذا كانت الدالة : ملاحظة

(E) يمكن كتابتها كالتالي: 

Y"(x)=α(x)y’(x)+β(x)y(x)+λ(x). 

 .Iدالتين مستمرتين على  αو β,λحيث ان 

-II ثانية ذات معاملات ثابتةلدرجة الحل المعادلات التفاضلية من ا 

Résolution des équations différentielles de second ordre à 

coefficients constants  

-II1  المتجانسةحل المعادلات التفاضلية 

Résolution des équations différentielles homogènes 

لمعادلة التفاضلية الخطية من ا (E0)لنعتبر و ( aǂ0)ثلاث أعداد مركبة مع  a,b,cلتكن 

 :المتجانسة التالية ثانيةالدرجة ال

ay"(x)+by’(x)+cy(x)=0,…….(E0) 

ψr :ψr(x)=e   الدالة   rϵCمن اجل  :1 نظرية
rt

 لمعادلة التفاضلية المتجانسةلا لح تكون 

(E0)  إذا وفقط إذا كان:                           ar
2
+br+c=0 

  (E0) تسمى بالمعادلة المميزة للمعادلة المتجانسة هذه المعادلة الاخيرة

(l’équation caractéristique de (E0)) 

 :البرهان

ψr  للمعادلة  حلا(E0)  يعني 

a ψr"(x)+b ψr’(x)+c ψr(x)=0, 

 ومنه

a r
2
 ψr(x)+br ψr(x)+c ψr(x)=0, 

 وبالتالي



ψr(x)(a r
2
 +br +c )=0,  

ψr(x)=eوبما أن 
x
ǂ0, فإن 

a r
2
 +br +c=0. 

 (cas complexe)الحل في الحالة العقدية  -1

 : 1 نظرية

a r)إذا قبلت المعادلة المميزة  ,1
2
 +br +c=0 ) جذرين مختلفينr’  وr’’   فإن حلول

 :تعطى ب (E0)من الدرجة الثانية المتجانسة المعادلة التفاضلية الخطية 

x→λ1e
r’x

+ λ2e
r’’x

, λ1, λ2ϵC. 

a r)إذا قبلت المعادلة المميزة , 2
2
 +br +c=0 ) جذرا مضاعفاr0  فإن حلول المعادلة

 :تعطى ب (E0)من الدرجة الثانية المتجانسة التفاضلية الخطية 

x→ e
r0x

 (λ1+ λ2x), λ1, λ2ϵC. 

 ( réelcas) حقيقيةالحل في الحالة ال-2

 :لتكن المعادلة التفاضلية الخطية من الدرجة الثانية المتجانسة :2 نظرية

ay"(x)+by’(x)+cy(x)=0,…….(E0) 

 .أعداد حقيقية a,b,cنفرض أن 

a r)إذا قبلت المعادلة المميزة  ,1
2
 +br +c=0 ) مختلفين حقيقين جذرينr’  وr’’   فإن حلول

 :تعطى ب (E0)من الدرجة الثانية المتجانسة المعادلة التفاضلية الخطية 

x→λ1e
r’x

+ λ2e
r’’x

, λ1, λ2ϵR. 

a r)إذا قبلت المعادلة المميزة , 2
2
 +br +c=0 ) جذرا حقيقيا مضاعفاr0  فإن حلول المعادلة

 :تعطى ب (E0)من الدرجة الثانية المتجانسة التفاضلية الخطية 

x→ e
r0x

 (λ1+ λ2x), λ1, λ2ϵR. 

a r)إذا قبلت المعادلة المميزة  ,3
2
 +br +c=0 ) جذرين مركبين مترافقينα±βi  فإن حلول

 :تعطى ب (E0)من الدرجة الثانية  المتجانسةالمعادلة التفاضلية الخطية 

x→λ1e
αx

cosβx+ λ2e
αx

sinβx, λ1, λ2ϵR. 



 

 :التاليةالمتجانسة الخطية من الدرجة الثانية التفاضلية  حل المعادلة  :1مثال

y’’(x)+4y’(x)-5y(x)=0,…..(E0). 

 المعادلة المميزة المرفقة لها تعطى ب

r
2
+4r-5=0, 

التفاضلية الخطية المعادلة  2التالي حسب النظرية وب( 5-)و  1تقبل جذرين مختلفين وهما 

 تقبل حلول من الشكل (E0)من الدرجة الثانية المتجانسة 

y(x)= λ1e
x
+ λ2e

-5x
, λ1, λ2ϵR.  

 :التاليةالمتجانسة الخطية من الدرجة الثانية التفاضلية  حل المعادلة  :2مثال

y’’(x)-2y’(x)+y(x)=0,…..(E0). 

 قة لها تعطى بالمعادلة المميزة المرف

r
2
-2r+1=0, 

من المتجانسة التفاضلية الخطية المعادلة  2وبالتالي حسب النظرية كجذرا مضاعفا  1تقبل 

 تقبل حلول من الشكل (E0)الدرجة الثانية 

Y(x)=e
x
 (λ1+ λ2x), λ1, λ2ϵR. 

 :التاليةالمتجانسة من الدرجة الثانية  الخطيةالتفاضلية  حل المعادلة  :3مثال

y’’(x)+2y’(x)+2y(x)=0,…..(E0). 

 المعادلة المميزة المرفقة لها تعطى ب

r
2
+2r+2=0, 

المعادلة  2وبالتالي حسب النظرية  (i-1-)و  (i+1-)تقبل جذرين مركبين مترافقين 

 تقبل حلول من الشكل (E0)من الدرجة الثانية المتجانسة التفاضلية الخطية 

y(x)=e
-x

 (λ1cosx+ λ2sinx), λ1, λ2ϵR. 

 



-2-II   مع الطرف الثاني الثانيةالخطية من الدرجة حل المعادلات التفاضلية 

Résolution des équations différentielles de deuxième ordre 

linéaires avec seconde membre 

و نعتبر المعادلة التفاضلية الخطية R نحو  Iمستمرة على  ةدال dأعداد مركبة و  a,b,cلتكن 

 :التالية نيةثامن الدرجة ال

ay’’(x)+by’(x)+cy(x)=d(x),…….(E) 

المرفقة  (E0)من الدرجة الثانية المتجانسة التفاضلية الخطية المعادلة مما سبق وجدنا حلول 

 (E)يكفي أن نجد حلا خاصا ل (E)وبالتالي لإيجاد حلول المعادلة  (E)للمعادلة التفاضلية 

 )d est une fonction polynôme(تكون دالة كثير حدود  dالحالة لما الدالة  .1

على  (E)ثانية التفاضلية الخطية من الدرجة الفي هذه الحالة على حل خاص للمعادلة نبحث 

هو  ay’’+by’+cyفإن  pϵR كثير حدود ذو درجة  yنلاحظ أنه إذا كان . شكل كثير حدود

 كثير حدود 

 cǂ0.إذا كان  pمن الدرجة  - أ

 c=0,bǂ0.إذا كان  p-1من الدرجة  - ب

 c=b=0.إذا كان  p-2من الدرجة   - ت

 فالمعادلة التفاضلية التالية nكثير حدود من الدرحة  Pإذا كان  : 1 قضية

ay’’(x)+by’(x)+cy(x)=P(x),…….(E) 

 تقبل حل خاص في شكل كثير حدود من الدرجة

* n  إذا كان.cǂ0 

 * n+1  إذا كان.c=0,bǂ0 

* n+2  إذا كان.c=b=0 

CϵP(x),mتعطى ب    dالحالة لما الدالة . 2
mx

d(x)=e 

d(x)=eبالشكل  dإذا كان الطرف الثاني 
mx

φ(x) فنضعy(x)=e
mx

Z(x)   والمعادلة

 التفاضلية 

ay’’(x)+by’(x)+cy(x)=e
mx

 φ(x),…….(E) 



 تصبح بعد التبسيط 

aZ’’(x)+(2am+b)Z’(x)+(am
2
+bm+ c)Z(x)= φ(x),…….(E’) 

 .كثير حدود φ(x)أن   باعتبار (’E) يكفي أن نجد حلا خاصا ل (E)ولإيجاد حل خاص ل 

يمكن إيجاد حل خاص  nكثير حدود من الدرجة  Pعددا مركبا و  mإذا كان  : 2 قضية

 للمعادلة التفاضلية 

ay’’(x)+by’(x)+cy(x)=e
mx

 P(x),…….(E) 

φ(x)  y(x)=eمن الشكل
mx

 : هو كثير حدود φ(x)أين    

  من الدرجةn  إذا كانm مميزةليس جذرا للمعادلة ال 

Ar
2
+br+c=0 . 

  من الدرجةn+1  إذا كانm جذرا بسيطا للمعادلة المميزة 

Ar
2
+br+c=0 . 

  من الدرجةn+2  إذا كانm جذرا مضاعفا للمعادلة المميزة 

Ar
2
+br+c=0 . 

 :لتكن المعادلة التفاضلية التالية .4مثال 

y’’(x)-4y’(x)+3y(x)=e
-x

 (2x+1),…….(E) 

 :وهي (E)التفاضلية المتجانسة المرفقة ل  نبحث عن الحل العام للمعادلة

y’’(x)-4y’(x)+3y(x)=0,…….(E0) 

 :وبالتالي المعادلة المميزة المرفقة هي

r
2
-4r+3=0, 

 :تعطى بالدوال التالية (E0)وبالتالي حلول المعادلة المتجانسة  3و  1تقبل جذرين مختلفين 

y(x)=λ1e
x
+  λ2e

3x
, λ1, λ2ϵR. 

 (E)لمعادلة التفاضلية الآن نبحث عن حل خاص ل



r  : ليس جذرا للمعادلة المميزة m=-1بما أن 
2
-4r+3=0  فإننا في هذه الحالة نبحث

 :من الشكل  (E)عن حل خاص ل 

f0(x)=(ac+b)e
-x

. 

 :وبالتالي P(x)=2x+1حدود المن نفس درجة كثير    φ(x)=ax+b أي

f0(x)=(ax+b)e
-x

 

f0’(x)=-a e
-x

 -(ax+b)e
-x

=(a-b-ax) e
-x

. 

f0’’(x)=-a e
-x

 -(a-b-ax)e
-x

=(-2a+b+ax) e
-x

. 

 :نجد (E)نعوض في المعادلة التفاضلية 

 (-2a+b+ax) e
-x

-4 (a-b-ax) e
-x

+3(ax+b) e
-x

=(2x+1) e
-x

. 

 وبالتالي

 (-6a+8b+8ax) e
-x

=(2x+1) e
-x

. 

 :وبالمطابقة نجد

-6a+8b=1→8b=1+6a=1+6/4=2/5→b=5/16. 

8a+0b=2→a=1/4. 

f0(x)=(x/4+5/16)eهو  (E)ل ومنه الحل الخاص 
-x

 

وينتج مما سبق أن الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية من الدرجة الثانية مع الطرف الثاني 

(E)  هو 

y(x)=(x/4+5/16)e
-x

+ λ1e
x
+  λ2e

3x
, λ1, λ2ϵR. 

 :لتكن المعادلة التفاضلية التالية. 5مثال 

y’’(x)-4y’(x)+3y(x)=e
x
 (2x+1),…….(E) 

 :وهي (E)لحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة المرفقة ل نبحث عن ا

y’’(x)-4y’(x)+3y(x)=0,…….(E0) 

 :وبالتالي المعادلة المميزة المرفقة هي

r
2
-4r+3=0, 



 :تعطى بالدوال التالية (E0)وبالتالي حلول المعادلة المتجانسة  3و  1تقبل جذرين مختلفين 

y(x)=λ1e
x
+  λ2e

3x
, λ1, λ2ϵR. 

 (E)نبحث عن حل خاص للمعادلة التفاضلية الآن 

r  : جذرا للمعادلة المميزة m=1بما أن 
2
-4r+3=0  فإننا في هذه الحالة نبحث عن

 :من الشكل  (E)حل خاص ل 

f0(x)=(ax
2
+bx)e

x
. 

φ(x)=ax أي
2
+bx    من درجة كثير الحدودP(x)=2x+1  زائدة واحد( أيn+1  )

 :وبالتالي

f0(x)=(ax
2
+bx)e

x
 

f0’(x)=(2ax+b)e
x
+ (ax

2
+bx)e

x
=(ax

2
+(2a+b)x+b)e

x
. 

f0’’(x)=(2ax+2a+b)e
x
+ (ax

2
+(2a+b)x+b)e

x
 

=(ax
2
+(4a+b)x+2a+2b)e

x
. 

 :نجد (E)نعوض في المعادلة التفاضلية 

 (ax
2
+(4a+b)x+2a+2b)e

x
-4(ax

2
+(2a+b)x+b)e

x
+ (ax

2
+bx)e

x
 

=(2x+1) e
x
. 

 ومنه 

 (-4ax+2a-2b)e
x
=(2x+1) e

x
. 

 :وبالمطابقة نجد

-4a=2→a=-1/2. 

2a-2b=1→2b=2a-1=-1-1=-2→b=-1. 

f0(x)=((-1/2)xهو  (E)ومنه الحل الخاص ل 
2
-x)e

x
 

وينتج مما سبق أن الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية من الدرجة الثانية مع الطرف الثاني 

(E)  هو 

y(x)= )=((-1/2)x
2
-x)e

x
+ λ1e

x
+  λ2e

3x
, λ1, λ2ϵR. 



 

 :لة التفاضلية التاليةلتكن المعاد. 6المثال 

y’’(x)-2y’(x)+ y(x)=e
x
 (x-1),…….(E) 

 :وهي (E)نبحث عن الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة المرفقة ل 

y’’(x)-2y’(x)+ y(x)=0,…….(E0) 

 :وبالتالي المعادلة المميزة المرفقة هي

r
2
-2r+1=0, 

 :تعطى بالدوال التالية (E0)نسة وبالتالي حلول المعادلة المتجا 1تقبل جذرا مضاعفا وهو 

y(x)=(λ1+  λ2 x)e
x
, λ1, λ2ϵR. 

 (E)الآن نبحث عن حل خاص للمعادلة التفاضلية 

r  : جذرا مضاعفا للمعادلة المميزة m=1بما أن 
2
-2r+1=0  فإننا في هذه الحالة

 :من الشكل  (E)نبحث عن حل خاص ل 

f0(x)=(ax
3
+bx

2
)e

x
. 

φ(x)=ax أي
3
+bx

2
(  n+2أي ) إثنانزائدة  P(x)= x-1الحدود  من درجة كثير   

 :وبالتالي

f0(x)=(ax
3
+bx

2
)e

x
. 

f0’(x)=(3ax
2
+2bx)e

x
+ (ax

3
+bx

2
)e

x
=(ax

3
+(3a+b)x

2
+2bx)e

x
. 

f0’’(x)=(3ax
2
+2(3a+b)x+2b)e

x
+ (ax

3
+(3a+b)x

2
+2bx)e

x
 

=(ax
3
+(6a+b)x

2
+(6a+4b)x+2b)e

x
. 

 :نجد (E)نعوض في المعادلة التفاضلية 

 (ax
3
+(6a+b)x

2
+(6a+4b)x+2b)e

x
 -2(ax

3
+(3a+b)x

2
+2bx)e

x
 + 

(ax
3
+bx

2
)e

x
 

=(x-1) e
x
. 

 ومنه 



 (6ax+2b)e
x
=(x-1) e

x
. 

 :وبالمطابقة نجد

6a=1→a=1/6. 

2b=-1→b=-1/2. 

f0(x)=((1/6)xهو  (E)ومنه الحل الخاص ل 
3
-x

2
/2)e

x
 

وينتج مما سبق أن الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية من الدرجة الثانية مع الطرف الثاني 

(E) و ه 

y(x)= ((1/6)x
3
-x

2
/2)e

x
+( λ1+  λ2 x)e

x
, λ1, λ2ϵR. 

 (principe de superposition) مبدأ التراكب 2.1

 :يعتمد مبدأ التراكب على مايلي

 :حلا للمعادلة التفاضلية f1إذا كانت الدالة 

ay’’(x)+by’(x)+cy(x)=d1(x), 

 :حلا للمعادلة التفاضلية f2كانت الدالة و 

ay’’(x)+by’(x)+cy(x)=d2(x), 

 :حلا للمعادلة التفاضلية هي λ1f1+ λ2f2  فإن الدالة

ay’’(x)+by’(x)+cy(x)= λ1d1(x)+ λ2d2(x), λ1, λ2ϵR. 

 :حلول المعادلة التفاضلية التالية Rأوجد على  . 7مثال 

y’’(x)-4y’(x)+3y(x)=(2x+1)sh(x),…….(E) 

 :ولقد وجدنا في مثالين سابقين أن المعادلة التفاضلية

y’’(x)-4y’(x)+3y(x)=(2x+1)e
x
, 

 : تقبل حلا خاصا من الشكل

f1(x)=(-x
2
/2-x)e

x
, 

 :والمعادلة التفاضلية



y’’(x)-4y’(x)+3y(x)=(2x+1)e
-x

, 

 :تقبل حلا خاصا من الشكل

f2(x)=(x/4-(5/16))e
-x

, 

 :وبالتالي نستنتج أن المعادلة التفاضلية

y’’(x)-4y’(x)+3y(x)=(2x+1)sh(x), sh(x)=(e
x
-e

-x
)/2. 

 :تقبل حلا خاصا من الشكل

f0(x)=(1/2)f1(x)-(1/2)f2(x)=((-x
2
)/4-(x/2)e

x
-(x/8+(5/32))e

-x
. 

 لمرفقة للمعادلة ووجدنا أن الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة ا

y’’(x)-4y’(x)+3y(x)=0,…..(E0) 

 تقبل حلول من الشكل 

y(x)= λ1e
x
+ λ2e

3x
, λ1, λ2ϵR. 

 :هو (E)وبالتالي الحل العام للمعادلة التفاضلية 

y(x)= ((-x
2
)/4-(x/2)e

x
-(x/8+(5/32))e

-x
+ λ1e

x
+ λ2e

3x
, λ1, λ2ϵR. 

 :الحالة لما الدالة  تعطى ب.3

d(x)=e
ux

(cos(vx)P(x)+sin(vx)Q(x)). 

eهما عبارتين خطيتين لكل من   sin(vx)و  cos(vx)بما أن 
ivx

eو  
-ivx

 فباستعمال  

 :معادلة تفاضلية من الدرجة الثانية مع الطرف الثاني من الشكليمكننا حل مبدأ التراكب 

e
(u+iv)x

 P(x)   حيثP(x) كثير حدود. 

 :حل المعادلة التفاضلية التالية .8مثال 

y’’(x)-4y’(x)+3y(x)=xe
x
cosx,…..(E) 

 :نبحث في البداية على حلول المعادلة التفاضلية التالية

y’’(x)-4y’(x)+3y(x)=xe
(1+i)x

,…..(E1) 

 :وهي (E1)نبحث عن الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة المرفقة ل 



y’’(x)-4y’(x)+ 3y(x)=0,…….(E’0) 

 :وبالتالي المعادلة المميزة المرفقة هي

r
2
-4r+3=0, 

 :تعطى بالدوال التالية (E’0)نسة وبالتالي حلول المعادلة المتجا 3و  1 مختلفين ينتقبل جذر

y(x)= λ1e
x
+ λ2e

3x
, λ1, λ2ϵR. 

 (E1)الآن نبحث عن حل خاص للمعادلة التفاضلية 

r  : للمعادلة المميزةجذرا ليس  m=i+1بما أن 
2
-4r+3=0  فإننا في هذه الحالة نبحث

 :من الشكل  (E1)عن حل خاص ل 

f1(x)=(ax+b)e
(1+i)x

. 

 :نجد و

 f1(x)=((-1/5+2i/5)x-(14/25+2i/25))e
(1+i)x

. 

 :يعطى ب (E)وبالتالي حسب مبدأ التراكب فإن الحل الخاص للمعادلة التفاضلية 

f0(x)=(1/2)( f1(x)+ f1(x))=Re(f1)(x). 

 :أي

f0(x)=(-x/5-14/25)e
x
cosx-(2x/5-2/25)e

x
sinx. 

 مع العلم أن

e
(1+i)x

=e
x
+e

ix
=e

x
(cosx+isinx). 

وينتج مما سبق أن الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية من الدرجة الثانية مع الطرف الثاني 

(E) و ه 

y(x)= (-x/5-14/25)e
x
cosx-(2x/5-2/25)e

x
sinx+ λ1e

x
+ λ2e

3x
, λ1, λ2ϵR. 

 


