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Travaux Dirigés n°2 et 3

Exercice 01
Considérons le moment d’un électron autour d’un point fixe O origine du triade Oxyz, le moment

cinétique L estdonnépar L=T AP,
Quelle sont les composantes Ly, Ly, L, du vecteur L sur les axes O, Oy, 0z ?
Montrer que le laplacien A commute avec L .

1
2
3. Montrer que la solution de 1’équation %% =mi¢ donne des fonctions ¢((0)= ke'™? .
4

A partir des :

" =1/ —sinp2- O |- [ =1/sinpL— 0. [,=ho
Lx—%( sm(pae+cot6*c05¢a¢J, Lx_%(smq)ag COtHCOSCDa(/)j, L. ==

e Retrouver ces expressions en coordonnées cartésiennes.

Exercice 02
On donne I’expression de I’orbitale 2S d’un systéme hydrogénoide :
1 n’
Y, (r)=N(2-k.Zr)exp(-k.Zrr) k=——et a, =
25 (1) ( ) p( ) 24, 0 meeg

1- Déterminer le facteur de normalisation N

2- Donner I’expression de la densité de probabilité de présence volumique ainsi que de la densité de
probabilité de présence radiale (7).

3- Calculer le rayon le plus probable

4- Calculer le rayon de la sphere nodale

Ondonne'A—ig(rzﬁjjLi Li(siné’i}r 1 &
' r2or\' or) r?|sin@ o6 06 ) sin® 6 o’

dv=r2drsinfd.dp et [0<r<ow, 0<O0<7, 0<@< 27 |

0 n!
Na—aof Jo
J, rerdr=—"5,
a

Exercice 03

Soit la fonction d’onde hybride sp? suivante : Wspz =¥, — 2‘[/2p + 4‘1’2p

1. Normaliser cette fonction a ’unité

2. Vérifier que la fonction hybride est bien solution de I’équation de Schrodinger hydrogénoide.
3. Lafonction hybride est-elle fonction propre des opérateurs L? et L, ?

4. Quelle est la valeur moyenne de 1’énergie E, de L2 et L. dans 1’état hybride ?



Exercice 04
L’équation radiale de I’atome d’hydrogéne dans 1’état stationnaire, s’écrie comme suit :
d2R (141)
G ) ZdR" (Zm En + 10+ R,(r) =0
drz2 r L h? r2 '
Ou n et | sont des nombres entiers posmfs
1. Exprimer la probabilité de présence de 1’électron en fonction de R, (r).

-r

oo

2. Une des solutions de I’équation radiale s’écrit : R, (F) =A—e’
8,

i.  Déterminer I, ao et Ep.

ii.  Calculer A. On donne : J; rre-ardr= L

ams eqge,y e 57 : r
iii.  Tracer la probabilité de présence de I’électron en fonction de EY s
aO

Exercice 05
On considere un atome d’hydrogéne dans 1’état stationnaire suivant :

r h?
Y (N=N ex;{—g} a,=

mee?

1. Déduire les nombres quantiques n, | et m, caractérisant 1’état ¥, considéré.
2
2. Ecrire I’équation de Schrodinger de I’électron de 1’atome d’hydrogene ou V(r)=— .

3. Déterminer les valeurs propres du systeme dans cet état.

n!
4. Déterminer le facteur de normalisation N, on donne : I rre-ardr= a“+1 .

o

Quelle est la probabilité de présence de 1’électron de I’atome d’hydrogéne entre r=ao et r=3ao ?

6. Etudier et tracer la courbe de la densité de probabilité de présence radiale de I’atome d’hydrogéne
(D(r) =€) en fonction de r. En déduire la position probable de I’atome d’hydrogéne.

On donne :

© |
[rrerdr=
0

dv=r2drsinfd.dp et [0<r<w, 0<O<7, 0<@< 27

e

n+l’
(04

or) r?|sing o0 060 ) sin*0 o¢°

k "
10(,8) 1| 1 o6(. 0o 1 0 bonear g N X (cr)
A=—— (rz—}r—r l:— —(S|n0—j+ _ —}et . r'e”dr=———e rE o



Corrigé Type de Travaux Dirigés n°2 et 3

Exercice 02
On donne I’expression de I’orbitale 2S d’un systéme hydrogénoide :
hZ
—N(2— _kr _Z _
¥, (r)=N(2 k.r)exp( A) k = o et a, = e

1. Je détermine le facteur de normalisation N

On applique la conditionde normalisation : j|¥’(r,9, )’ AV(r,0,p)=1etdV(r,0,¢)=r?sin0.drdo.dyp
E

+oo7 27 +oorr 27

=N’ “ﬂ&”zS(r)‘z.rZ.sinQ.drda.d(p:l: NZHI (2—kr).exp(-k.r)r?.sing.drdg.dp =1

000 000
=N 2+JEO.(Z —k.r)’.exp(- k.r)rz.dr]r'sin 6’.d¢92fdg0 =1
Lesdeljxintégralessontdonnéescgmme: 0
]isine.dez[- cosf]y =—(-1-1)=2
0

2
Idgo =[p)" =27
0

= 47.N? I(Z —k.r) . exp(-kr)ridr=1=4z.N? j(4r2 —akr® +k2r* Jexp(- k.r)dr =
0

o * * ) * *Q%k )%
= 47.N? [(ar — akr® + K?r* Jexp(- kr)dr = 47z.N? 4*2k L grps3 k24 Lzt 3k52 L
0
:47;.N2[%_%+ij} 12 32N K
k3
=N=,—
327

2. Je donne I’expression de la densité de probabilité de présence volumique ainsi que de la densité de

probabilité de présence radiale (r).

e Densité de probabilité de présence volumique

3

dpP N 2
i 7, (r) = E'(Z_ kr).exp(-k.r)

e Densité de probabilité de présence radiale

D(r)—dP—47zr 17, ( )' :47rr2k—3(2—kr)2 exp(—k.r)= K 2(2 k.r)’.exp(-k.r)
dr # EY” 2 ' 8 '



3. Calcul le rayon le plus probable

k® k®
D(r)= ((jj—l: =471’ [P, (r)|2 = 47”2'E'(2_ k.r)’.exp(~k.r)= E.(4r2 —akr® +k7r* Jexp(— kr)
3 2 3, 2,4 _
dD(r):O:k_.d.(4r ak.r® + kr* Jexp( k.r):0
dr 8 dr

3
= kE.[(Sr —12kr? +4k2r® ) —k.(4r? — akr® + k2r* )Jexp(— kr) =0

3

= Z.r{(z - k.r)..(Z —3K.r + g rzﬂ exp(-k.r)=0
2 3++5 3-5

Cing solutionspossibles:r, =0,r, = r, = 5 = 5 et r, =+

rp =0etr, :Esontdessolutionsdes minima D(r) =0

3445 ; 3-45
2

3 5 ¢

et r, =-oosontdessolutionsdes maxima

4. Calcul le rayon de la sphere nodale

OID—(r):OavecD(r):O:> r, _2
dr k

Exercice 03

Soit la fonction d’onde hybride sp? suivante : lPSpZ =¥, — 25”2p + 4‘]’2p

1. Normalisation cette fonction a 1’unité

2
On applique la conditionde normalisation: ﬂ&”sp dv =1

Onpose:¥ . = N(&U25 —2&”2% +4‘P2p1)

= N°(1+4+16)=1= N -1 o218

J21

2. Vérifier que la fonction hybride est bien solution de I’équation de Schrodinger hydrogénoide.
HY . =E¥ . = HAy_ ANy, -2v, +av, |
= H.N (H Y, —2H 'TZpO +4H 'qup,l ): N (E25 Y, — 2E2p0 'TZpO + 4E2p,1 'qup,l )

Mais d'un problemeou cas d'hydrogenoide,ona:E,, = E,, =E,, =E =-34eV

o 2p,;
= H.&I’sz = H.N(EZS Y —2E2po .?’zpo +4E2pi1 .?’Zpl)z EZ.&USD2
Wspz est bien fonctionpropre de H
3. La fonction hybride est-elle fonction propre des opérateurs L2 et Lz ?
On utilise la méme démarche que pour la question 4



Ona:[2¥ =1(1+1)p*¥
LW, = N*0*W, —2N*27° *¥, +4N*21°*¥,  #consty

sp

La fonction.¥ _, n'est pas fonctionpropre de lopérateur [2
sp

Ona:L,¥ =ma¥
LY ,=N*0*¥, —2N*0*¥  +4N*(—h)¥  =const?_,
sp 2p, 2p, sp

La fonction.&”sz n'est pas fonctionpropre de lopérateur I:Z

4. Les valeurs moyennes de I’énergie E, de L? et L, dans I’état hybride ?

L? =jav*2.£2.sv LdV et<¥’ )
4 sp sp Sp

l[’spz > =1 (laconditionest vérifiee dans la questionl)

E2=J'[N*SU; —2N*P . +AN*Y) j(—ZN*ZhZ*al’ +4N *2n% * )N
S Po 2p, 2p, 2p
E

L2 =4AN?*2h% +16N % *2h% = 40N 2 7?
— L2 = 40N 2 A?

Méme calcul pour L, , on trouve:
L, =-16N°7

Exercice 04
L’équation radiale de I’atome d’hydrogéne dans 1’état stationnaire, s’écrie comme Sulit :
d2R,,(r e 1(1+1)
ol ): 2an,|(r)=[2_m e | R,(r) =0
drz r dr L h? r) r2 :
Ou n et | sont des nombres entiers positifs
1. Jexprime la probabilité de présence de 1’¢lectron en fonction de Rm(r)

On écrit que la probabilité de présence de 1’€lectron dans tout I’espace est €gale a I'unité

Le potentielcentrale dépend de r = j|‘P(r, 0,0)’ AV (r,0,p)=1etdV(r,6,¢)=r.sin0.drdd.dyp
E

ou:¥,, . (r.0,0)=R,,(r)Y,"(6,0)

On déduit que :T. R,, (r)(z.rz.dr.jf T‘Ylm(e, (p)|2 sing.dadp =1
0 00

On comptetenu de la normalisation de la partie angulaire de la fonctiond' onde:

= |
0
Par définition, on écritla probabilité de présencede I'électronpar unité de longueur :

P(r)=

R, (r)‘z.rz.drzl

R, (r)|2 r’ dou: TP(r).dr =1

0




roo
2. Une des solutions de I’équation radiale s’écrit : R, (I’) =A—e’®

a'0
2.1 Détermination de |, ag et En.
On calcul les dérivés, ou :
—r —r
o
dlf A—e* d| re?® .
dR,,(r) a, A LA e
dr dr a, dr a, | 2a,

d2R,(r) A d[l‘zz:l}z% A o
T YT {r—sa,
0 0

En reportant dans I'équation radiale, on trouve :

[{iT'En + 12]]r° +2-1(1+2)]r +{—£+2h'—2n.e2}rl A e =0

4a; a, a,

Cette équation est Vérifiée pour tout valeur de rsi:
2

2 2m ,
-——+—e =0=>a,= 5
a, m.e
m e’
Z'—Zn. n+i2:0:>En=— —
h 43 8.1

2-1(1+1)=0= 1 = —1(éliminée)et| =1

2.2 Calcul A. On donne : fomr“e—afd r=nt

an+l

La constante A est déduit de la normalisation :

-r -r

o A2 4o _
IRnyl(rxz.rz.drzl,et R, (r)= AL g2 = — [rle*dr=1
0 a'O 0 0




. r
2.3 Tragage la probabilité de présence de 1’électron en fonction de — —.

aO
dP 2 A
Ona: dP= ()( dr=D(r)= drzrz.Rnl(r)( —gre
/
A, T
D/ = | 4., q, :__ 4 a,
(r) ~ r'e e T ( a)e
i r=0
2 -
D'(r)=0=——-r*(r-4a, * =0={r=4a,
% I = 400
r=0=D(r)=0

r—+oo=lim__ D(r)=0

Cette fonctions'annule en maxima pour r = 4a,

Tableau de variation :

r 0 44, +00
D/(r) + -
8.83a]
D(r)
0
0
La courbe :
D0

v




Exercice 05

On considere un atome d’hydrogéne dans 1’état stationnaire suivant :

72

r

?,(r)=N eXp[_ _} Q = 2
a, m,e

1. Déduire les nombres quantiques n, | et m, caractérisant 1’état W, considéré.
Ona:ne N",0<l<n-let-l<m<+l
Y. (r)=%¥,, .(r)=n=11=0(s) et-m=0
e2
2. Ecrire I’équation de Schrodinger de 1’¢électron de 1’atome d’hydrogene ou V(r)=— -
On a dans le potentielcentral (\V(r) en fonctionde r) et | = 0 (on prend uniquement la partie radiale)
. . h? 106 o e’
= HY,(r)=E Y, (()/H=-——A(r)+V(r)A==—|r*— |etV —
D=0, () F = a8 =5 2 2 Jarv(r) =
B L - (RO T (P =
o 2mrdr dr) r | " nbm
3. Déterminer les valeurs propres du systeme dans cet état.
. 1 d d) e’
Ona:H.Y,(r)=| ———=—| r’— |-—— [¥.(r)E¥,,.(r)
2mrodr\ dr r
. A1 d d) e’ h?
Ona:H.¥,(r r — (WL (r)=———* L, (r)= 11.¥,(r
O ) P )
d(N exp(—rD
1d d 1d a -2 1
1Y, (r)=—= == —|r? = + = P (r
ls() r2 dr[ d j 13() 2 d dr (ao*r agj ls()

(A (r) _ ( —2 1 }”15( )= (af aizjyfls(r) = ;—Zl.alfls(r)/ (r =a,,n=1letz= 1)

0 0

2ma’ a,



, . o * ha- _n!
4. Déterminer le facteur de normalisation N, on donne : _[O rme-ard r__a“+1 .

Le potentielcentrale dépend de r = ﬂ?’(r, 0,0)° dV(r,0,¢0)=1etdV(r,0,p)=r?sin6.drdo.dp
E

ou:¥, (r0.¢)=v,(r)
T 2r

On déduit que : T.‘SVR (r)r.rz.dr.J' Isin Odedp=1
0 00

7 2r

etjjsine.ded¢=4;z
00
On comptetenu de la normalisation de la partie partie de la fonctiond' onde :

:47;*N2+ﬂ‘1’15(r)‘2.r2.dr=1:>47r* NzTrz.exp[—g].dr:l
0 0

0

=4r*N? jrz.exp[—g}dr:Mﬂ*N2 *
0

d, 2 3
a,
1
SN=—1 Sw, ()=

1 r
NV XN Jras eXp[ aoJ

5. la probabilité de présence de I’électron de I’atome d’hydrogene entre r=ao et r=3ao:




Ona: dP= ‘5”15 (r)r.dv(r,e,go)etdv(r,e,go): r’.sing.drd.de

T 2r 7 2r

dP = “Pls(rjz.r?dr.j Isin 0.ddg etj J'sin 0.ddg = 4x
00 00

Donc:dP = 47z.‘¥’15(r)‘2.r2

= r_iaaP = 47[.“}%‘%5 (rrrz.dr

r=a, r=a,

:>P(a0,3a0 47zr.3[a0‘¥’l )‘r dr=N? 4ﬂriaoexp(—?J dr

r=a, r=a,

r=3a,
P(a0 ,3a0)=§ j exp[—?j*rz.dr

0 r=a, 0

4 2 [33] 6° 6 6° [ }21 2t 22
:>P(a0,3a0):—3 - S1e —+—+— |- 7 +—+—
a2l (5 o 1 2 o 1 2
a
= P(a, .38, )= (- 1)1+ 6+18)— e D (1+ 2+ 2)|=5e(?) — 25¢(*) =0,6147

= Pla, 32, Pb = 6147%

. Etude et tragage la courbe de la densité de probabilité de présence radiale de 1’atome d’hydrogene
(D(r) = &) en fonction de r. En déduire la position probable de I’atome d’hydrogéne.

Ona: dP= “}’15 (rxz.dv(r,e,go)etdv(r,e,go): r’.sing.drdd.de

T2 727

D(r)= dP ‘5”15 )‘ 12 [sino.dadpet [ [sino.dede = 4z
00 00

Donc: D(r) = 47z‘¥/13(r)|2.r2 :i*rz*exp(—zJ

a'O aO
/ rZO
Q%
= D’(r):i*{rz*exp(—ﬁﬂ = 82 r(r—ao)*exp(—ﬁJ:O: r=a,
aO aO aO aO
r =+
r=0=D(r)=0

r—+oo=lim__ D(r)=0

Cette fonctions'annule en maximum pour r = a,



Tableau de variation :

' 0 8 +00
D/(r) +
0,5a
D(r)
0
La courbe :
$0()

v

11




