CHAPITRE 11
Compléments sur les Espaces de Banach

La théorie des espaces de Banach est extrémement développée, et leurs pro-
priétés

( théoréme de Baire, Banach-Steinhaus, graphe fermé, caractérisation des
application

linéaires continues, dualité, existence et propriétés des topologies faibles,etc.)
sont bien

connues et développées. Les espaces de Banach sont le cadre fonctionnel
naturel dans

lequel se fait la grande partie de ’analyse fonctionnelle.

I1.1.1.Définition.

On appelle espace de Banach, tout espace vectoriel normé complet pour la
distance

issue de sa norme.

I1.1.2.Exemples.
-C([0,1] =R), [Ifl= sup [|f(2)].
z€[0,1]
+oo

- 17 (N), 1 < p < 400, Pespace des suites (un),, oy telles que Y- |u,|” < +o0,

n=0
+o0 1/p
[[unll, = (Z |un|p> -

n=0

muni de la norme.

- Tout espace vectoriel normé de dimension finie.
- L’espace L. (E, F) des applications linéaires continues d’un e.v.normé E
dans un espace

de Banach F, muni de la norme ||f|| = sup ||f(2)|p-
llzll<1

I1.1.3. Théoréme.
Un espace vectoriel normé E est un espace de Banach si et
seulement si toute
série absolument convergente est convergente dans F.
Preuve.
Supposons que E soit un espace de Banach. Soit > u, une série
absolument
convergente de teme général u,. La suite des sommes partielles

n
Sn - Z Uk
k=0
est une suite de Cauchy
n—+p +oo
[Sntp = Sull = Z U || < [uns1]l +o 00+ [[upipl| < Z (1wl oo 0
k=n+1 k=n+1

FE étant complet la suite S,, est convergente.



Réciproquement, supposons que toute série absolument convergente

soit convergente.
Soit (un), ey une suite de Cauchy. Nous pouvons extraire une
sous-suite vy, = Uy (p)
telle que

1
[vn1 — vn| < on-

La série de terme général (v,11 —v,) est donc absolument
convergente. Comme

n
Sy = 5 (Vb1 — Vk) = Uny1 — o,
k=0

nous en déduisons que la suite extraite (vy), oy est convergente.

Comme (un),,cy

est une suite de Cauchy, il résulte que la suite (uy), oy converge.

1
I1.1.4.Théoréme. (de Baire).
Dans un espace de Banach non vide F,

(1) toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans E est dense
dans E.

0,=E,VneN= ()0, =E,
neN

(ii) toute réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides dans E est
d’intérieur vide dans E.

o
o —_—

ﬁ\n:®7 Vn e N—= UFn:(Z)a
neN

(iii ) si E est réunion dénombrable de fermés de E, 'un au moins de
ces fermés
est d’intérieur non vide dans E.

E= UFn=>3noeN, F,, # 0.

neN

Preuve.
(i)<=(ii). Par passage au complémentaire.
Montrons (i).

Pour montrer que () O,, est dense dans F, il faut montrer que
neN

VYV ouvert non vide de E, VN (ﬂ On> £ (.

neN



Soit donc V' un ouvert non vide de E. Par réccurence, on va constuire une
suite ( Bp)nen

de boules fermées de E telles que

1- Vn € N, B,, est une boule fermée de rayon inférieur a 1/2.

2- Bp COgNV et ¥Vn €N, B7L+1 C On+1 N E\n

L’ouvert Oy est dense dans E, donc Og NV # 0. Or Og NV est ouvert, il
existe donc une

boule ouverte B (zg,7) C Oy N V. Si By est la boule fermée de centre xz et
de rayon

inf(r/2;1) ,on a donc By C Oy N V. Supposons les boules By, B1,e e e, B,

construites
o

et vérifiant (1) et (2). L’ouvert O,,41 est dense dans E, donc Oy,41 N B; est
un ouvert non vide. -

Il existe donc une boule ouverte B (z,7) C O,41 N By,. Si Byt est la boule
fermée de centre x e

est de rayon inf(r/2;1/2"*1)  on a donc Byi1 C Opqq N B, Ainsi Byqq
veérifie (1) et (2).

Par construction, ( B )nen est une suite décroissante de fermés non vides
de E dont le

diametre tend vers 0. De plus F est complet, il existe donc a € E tel que
N Bn,={a}.
neN

Or By C V, donc a € V. D’apres (2), on a aussi B,, C O,, pour tout n, donc

ac 0,

pour tout n. Ainsi a € (] O,. Enfin,a € V N ( N On> )
neN neN

Montrons maintenant (iii).
Supposons par I'absurde que ¥n € N, F, = 0,
alors Yn € N, Cg (F,) = Cg (ﬁ) =Cg(0)=EFE,

donc on peut appliquer (i) aux Cg (F,,): () Cg(F,) =E. Or,

neN
E=JF,=0= C’E<U Fn> = [ Cg(F,) et donc (| Cg(F,) =
_ neN neN neN neN
0=0.

D’ott une contradiction.

I1.1.5. Application.

- R n’est pas dénombrable.

- Tout espace de Banach est de dimension finie ou non dénombrable.



I1.1.6. Théoréme. ( de Banach-Steinhaus).

Soit (E, ||e]| ;) un espace de Banach et (F, | e|/ ) un espace vectoriel normé.
Soit de plus,

A une partie non vide de L. (E, F), telle que:

sup || f (2)]| p < 400, Vz € E.
feA

Alors
sup | fll,, g,y < +00
feA

Preuve.

Soit k € N. Posons W, ={z € E /| Vfe A, |f(2)|p <k}.

Pour g € A, posons ¢, : £ — R, 1z + |[g(2)|. Les applications g et
y+— |yl étant

continues, il en est de méme de ¢,. Comme Wy = ¢ ' ([0,k]), Wj est un
fermé de F. -

Comme |J Wy = E, il résulte du théoréme de Baire qu’il existe un ng € N

k=1
tel que Wy, est

d’intérieur non vide. Soient donc zg € E et 7 > 0 tel que B, (zg) C Why,.
Alors
If (wo +72)|p <mo, Vf €L (E,F), Vz€Bi(0).

(llzo+ 7z —zollp = lrzllg =7 ll2llp <7 = @072 €
B, (.’170) C Wno )
Par conséquent

Wf r2)lle = I @o)ll gl < 1 (r2) + f (o)l = IIf (x0 + r2)[[p <m0

D’ou
sup [[fll,, (5,r) < B+ |7 (@o) e < +oo
feA r
I1.1.7. Application.
- Soit (E, ||| z) un espace de Banach et (F,|/e| ) un espace
vectoriel normé.
Soit (fn),en de Le (E, F') convergeant simplement vers f. Alors
feL.(EF).
- Soit G un e.v.normé, B un sous-ensemble de G. On suppose que
Vf e G, f(B) est borné. Alors B est borné.
I1.1.8.Théoréme. ( de I’application ouverte).
Une application linéaire continue surjective entre espaces de Banach
est ouverte.
La preuve du théoréme repose sur les deux lemmes suivants:

3
I1.1.9.Lemme.



Soit uw une application linéaire continue surjective d’un espace de
Banach F
dans un espace de Banach F'. Alors

36 > 0 tel que Br (0,0) C u(Bg (0,1)).

Preuve.
Posons

F, =u(Bg(0,n)) =u(nBg (0,1)) =nu(Bg (0,1)), n>1.

o0
u étant surjective, |J F, = F et alors, F' étant complet, par le
n=1
théoréme de Baire

o
o —

Ing > 1 tel que F,, = nou (Bg (0,1)) # 0.

Par homothétie on a

u(Bg (0,1)) #0
autrement dit
3Br (yo,7) C u(Bg (0,1))

u(Bg (0,1)) est convexe ( Bg (0,1) convexe et u linéaire), symétrique,
ainsi que son
adhérence et donc —yo € u (Bg (0,1)). Or pour un convexe C, on a
c+Ccac.
D’ou

Br (0,7’) = Br (yo,’f’) — {yo} C u(BE (0,1)) +U(BE (0,1)) C QU(BE (071))

ou encore
1 r -
5Br (0,7) = Br (0.5) € u(Bs (0,1)).

Donc 4§ = 3.

11.1.10.Lemme.
Soit u une application linéaire continue d’un espace de Banach F
dans un espace de Banach F' vérifiant

36 > 0 tel que Br (0,0) C u(Bg (0,r)).

Alors 5
Be (0.5) < u(Be 0.1).



Preuve.
Par hypothése et par homothétie, on a

et 7, = 5.

Posons §,, = 2%
Soit y € Br (0,01), alors y € u(Bg (0,71)), et donc
dz, € Bg (O,Tl) tel que ||y - ’LL(.’L'l)H < ds.

Alors
Yy—u (1‘1) € Br (0,(52) C U(BE (0,7‘2))

et donc
Jzo € Bp (0,72) tel que ||(y —u(z1)) —u(z2)| < d3
et ainsi, on construit une suite (), tel que

zn € BE(0,7) et |ly—u(z1) —u(xe) —0oe—u(z,)| < dpti. (*)

n
Posons s, = Y xi. Alors (Sn),,>; est une suite de Cauchy car
k=1 =
[zn| < 57
FE étant complet, elle converge vers un point x € E. Mais

n oo
|mwzmm Z%gz%:ﬁ
k=1

Donc

lim s,

ol = || tim

= lim |sy||<r et z€ Bg(0,r)
n—-+oo
u étant linéaire continue, en passant a la limite dans ( * ), on obtient:

ly —u(z)]|=0=y=u(x) = Br(0,61) = Bp (0, g) Cu(Bg(0,r)).

Preuve du théoréme.
Soit V' un ouvert de F.
-SiV =0, u(V)=0 est un ouvert de F.
-Si V # 0, alors u (V) # 0. Par hypothése tout y € u (V) est I'image
d’un point



x € V. V étant ouvert,

ABg (z,7) CV et donc u(Bg (z,7)) Cu (V).

Or
u(z)+Br (0, g) € u(x)+u (Bg (0,r)) ou encore Bp (u (), g) C u(Bg (z,1)).
Alors

Yy € uw(V), 3BF (y, g) Cu(V)

d’ou u (V) est un ouvert de F.
Application.
I1.1.11.Corollaire.( Théoréme d’isomorphisme de Banach).
Si une application T est linéaire continue et bijective entre espaces
de Banach,
alors T~ est continue.

5
Preuve.
D’apres le théoréeme de application ouverte, T (Bg (0, 1)) est est un
ouvert de F'.
11 existe donc B (0,7) C T (Bg (0,1)). Comme T est bijective, on a

-1 (EF (0, g)) c T~V (Br (0,)) C By (0,1) C By (0,1)

ce qui implique

77 (Bp (0,1)) = T (BF (0, gi)) - %T‘l (BF (o, g)) c %BE (0,1) € Bg (0, i)
d’ott T~ est bornée sur la boule unité fermée Br (0,1) et donc elle
est continue.
I1.1.12.Théoréme. ( du graphe fermé).
Soit E et F' deux espaces de Banach et T une application linéaire de E vers
F. Alors T
est continue si et seulement si son graphe G (T) est fermé dans E x F.
Preuve.
2 :>’7
Supposons T continue. Soit (z,y) € ExXF tel que nETm (Xn, T (z5)) =

(z,y).
Alors lim z, =z et y= lim T (z,)=T( lim xn> =T (x).

n— 400 n—-+oo n—-+o0o
Donc y=T(z) et (z,y) € G(T), d’ou le graphe G (T) est
fermé dans E x F.
b2 c??



Réciproquement, soit T : E — F linéaire dont le graphe G (T') est
fermé dans F x F.
On a:
- G (T) est un sous-espace vectoriel de E' x F' car T est linéaire.
- E X F est un espace de Banach pour la norme max(|/e|| 5, ||®] ).
- G (T) fermé dans E x F complet est donc un espace de Banach.
Soit g: E — G (T), x — (z,T (x)). Cest une bijection et g :
G(T) — E est la
restriction & G (T') la premiére projection pri. Mais pry est continue,
et donc g1
est linéaire bijective et continue. D’aprés le théoréme d’isomorphisme
de Banach,
( g_l)_1 = g est continue. Or T" = pry o g o pro est la deuxiéme
projection.
Comme pry est continue, 1" est continue.
Application.
I1.1.13.Corollaire.
Une application linéaire T' d’un espace de Banach F dans un espace
de Banach F

est continue si et seulement si pour toute suite (z,,),, oy d’éléments
de F telle que:
- lim =z, ==,
n—-+oo
- lim T(z,) =y,
n—-+oo
ona: y=T(z).
Preuve.
7«<=" évident.
” :”
V(zn, T (zn)) € G(T), (@0, T (zn)) n_>—+>oo (z,T ()| = G(T)
est fermé

et donc T est continue.
I1.2. Dualiteé.
I1.2.1. Définition.
Soit E un espace de Banach sur K ( R ou C ).
On appelle dual ( topologique) de E et on note E’ 'ensemble des
formes linéaires
continues sur F.

6
I1.2.2. Théoreme.
E’ muni de Papplication qui & f € E’ associe || f|| 5 telle que

||fHE/: sup |f<.’1})‘: sup |f(56‘)|=su |f(.’L‘)|

|| g=1 ||| <1 z#0 |zl

est un espace vectoriel normé complet.



11.2.3. Proposition.
L’application (-,-) définie par

() + E'xE — K
(p,z) — (p,x) = ()

est une forme bilinéaire continue. On ’appelle application
de dualité
ou crochet de dualité.
Preuve.
Il est bien clair que c’est une forme bilinéaire sur £/ x E.
Par définition de
la norme de E’, on a

(e, )| = [e(@)] < el Izl g

d’ou la continuité.
I1.2.4. Théoréme. ( Hahn-Banach ).
Soit E un espace vectoriel normé, F' un sous-espace vectoriel de

E et ¢ une
forme linéaire continue sur F' muni de la topologie induite, c-a-dire
telle que
3C > 0,Vz € F, |p(x)| < C||lz] 5 -
Il existe alors un élément » € E’ tel que Q\F = @ et tel que
14|, = el -

I1.2.5. Remarque.
Le théoréme de Hahn-Banach est un théoréme fondamental de
prolongement
de forme linéaire continue définie sur sous-espace vectoriel.
11.2.5. Corollaire.
Soit x un élément non nul d’un espace vectoriel normé E. 1l existe

une forme
linéaire continue ¢ telle que I'on ait
(p,z) = ||zl g et lellg = 1.
Preuve.
Posons F' = Kz et pour tout y = Az € F,p(y) = A||z]|z. On a donc
o(x) =zl g
et pour tout y € Flp(y)| = N zllz = IAallg = Iyllg. don
lell g = 1.

I1.2.7. Définition.
Soit E un espace vectoriel normé et E’ son dual. On appelle
bidual de F, et I'on
note E”, le dual de E’.



11.2.8. Proposition.
Soit J l'application de E dans E” définie par

J:E—E”

x+— J(z)
ou
J(z): ' =K

p— J(z)(p) = (p,7) = p(z).
Alors J est une injection isométrique de E dans E”.
Preuve.

Il est clair que J est linéaire E dans E”. De plus, elle est continue car

[T(@) (@) < llellg 1l g

ce qui montre aussi que ||J(z)||g» < ||z||g . Poir démontrer I'égalité,
on utilise
le corollaire du théoréme de Hahn-Banach: pour x # 0 de F, il existe
@ € E
telle que [J(z) ()| = [lzllg et [lpoll g = 1.
I1.2.9. Définition.
On dit qu’'un espace vectoriel normé E est réflexif si ’application
J est surjective.
(J(E)=E")
11.2.10. Proposition.
Si un espace vectoriel normé est réflexif, alors c¢’est un espace
de Banach.
Preuve.
E est isométrique & son bidual E” qui est un espace de Banach.
I1.2.11. Exemples.
- Tout espace vectoriel normé de dimension finie est réflexif.
- Tout espace de Hilbert est réflexif.
- Les espaces I (N) pour 1 < p < 400 sont réflexifs.
- 11 (N) et 1°° (N) ne sont pas réflexifs.
I1.3. Convergence faible.
I1.3.1. Définition.
Soit (1), ¢y une suite d’éléments d'un espace de Banach £ et z un
élément de E.
On dit que la suite (x,), oy converge faiblement vers x si,

Vo e BN lim p(en) = ()

On note z, — =x.
n—-+o0o

11.3.2. Définition.

10



Une suite (x,),,cy est dite faiblement de Cauchy si la suite (¢(2n)),,cx
est de Cauchy
pour toute ¢ € E’. Un espace vectoriel normé F est dit faiblement
complet si toute
suite de F qui est faiblement de Cauchy converge faiblement dans E.
I1.3.3. Proposition..
La limite faible est unique.

I1.3.4. Théoréme.
Soit (25),cn €t (Yn), ey deux suites d’éléments d’un espace de Banach
Eetxety
deux éléments de E. On a alors:

S Tn T = (%n) ey est bornée et [|z]| < liminf ||z, || .

-, — T—x, — I
n—-+oo n—-+oo

-p, — @dans E'et z, — x= p,(x,) — p(x).
n——+oo n—-+4oo

I1.3.5. Remarque.
En dimension finie, la convergence faible est équivalente la convergence
forte.
I1.4. Topologie faible.
Soit E un espace de Banach et E’ son dual topologique.
I1.4.1. Définition.
On appelle topologie faible sur F et on note o (E, E’), la topologie la
moins fine
rendant continues toutes les formes linéaires de E’.
11.4.2. Remarque.
Si O est un ouvert de C ou de R, f~1(O) est un ouvert pour la
topologie faible de F.
(VfeE).
Les ouverts pour la topologie faible sont les réunions quelconques
d’intersections finies
d’ensembles de type f~!(0) avec O ouvert de R (ou de C ).
L’ensemble {z € E / Vi=T1,n, |f;(z)— fi(zo)| < i, Vfi € E'} est
un voisinage
ouvert de zy pour la topologie faible.
11.4.3. Proposition.
La topologie faible est séparée.
On peut munir E de deux topologies séparées,
- la topologie forte associée & la norme de E.
- la topologie faible o (E, E').
11.4.5. Remarque.

11



Par construction, la topologie faible o (E, E’) est moins fine que la
topologie forte
associée a la norme de F, et donc tout ouvert pour la topologie faible
est un ouvert
pour la topologie forte.
Si une topologie posséde moins d’ouverts, elle posséde, par contre, plus
de compacts.
C’est ce qui montre I'utilité de la topologie faible. Les compacts jouent
un role
important quand on cherche a établir des théorémes d’existences.
1.8.6. Proposition.
En dimension finie, les deux topologies sont les mémes.
I1.5. Convexité uniforme.
I1.5.1. Définition.
Soit E un espace de Banach, on dit que E est uniformément convexe si, pour
tout € > 0
il existe un 4 (€) > 0 tel que pour tout z et y € B (0,1) si ||z — y|| > € alors
= < 1-5(e).
Remarque.
- L’uniforme convexité dépend de la norme.

- Tout espace de Hilbert est uniformément convexe. (Identité du parallélogramme) .

- Les espaces [P pour 1 < p < 400, sont uniformément convexes.

- Les espaces ' et [ ne sont pas uniformément convexes.

Théoréeme. ( Millman-Pettis).

Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.
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