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CHAPITRE 1

I. Rappels Mathématiques sur les nombres complexes
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I. Rappels Mathématiques sur les nombres complexes

I.1. Nombres complexes

1.1.1 Définition

On appelle nombre complexe z toute expression qui s’écrit de la forme suivante :
z=a+ib
Ou a et b sont des nombres réels quelconques et i un nombre imaginaire tel que

2=-1 e i=+v-1.

a est appelé la partie réelle de z et b la partie imaginaire de z.

Notation:a=Re(z) et b=1Im(2).

a+ibest laformealgébrique de z.

Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle (a = 0) est appelé imaginaire pur. Si b =0 on retrouve
un nombre réel.

Exemples :
z=3-2i z=-2i z=1

1.2. Opération dans C

L’ensemble des nombres complexes est noté  C. Les régles de calcul dans C sont les mémes que dans R.

1.2. 1.Egalité de deux nombres complexes

Comme tout nombre complexe z s'écrit de fagon unique z=a +ib, aetb e IR, on en déduit :

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si, ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire.
Z, =12, Si
a;=ay et b, =b,

Conséquence: un nombre complexe est égale a zéro (nulle) z=a+ib = 0 <a=0eth=0.
1.2. 2.Principales opérations sur les nombres complexes
e Addition :

La somme de deux nombres complexes z;= a;+i b; et z,= a,+i b, est un nombre complexe définie par :
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Z= 7; +2p= (a + a)+i (by - by

e Lasoustraction :

La différence de deux nombres complexes z;= a;+i by et z,= a,+i b, est un nombre complexe définie par :

Z= 71-2, =(a1 - a) + i (by - by

o Multiplication

La produit de deux nombres complexes z;= a;+i b; et z,= a,+i b, est un nombre complexe définie par :

Z=2:*2,= (a1 a2 - by by) + i (bia; -a;by)

Cas particulier : zZ°= (a+ib)> =a’-b*+2abi

e Conjugué d’un nombre complexe

Pour tout nombre complexe z = a + ib on associer le nombre complexe z =a— ib appelé conjugué de z
On peut vérifie que :

Z+72=2R et z-z=2Img

e Inverse d'un nombre complexe non nul

Tout nombre complexe admet un inverse :

1 z a b
z zz a*+b®> a’+b?
.y 1 .
Cette propriété permet de mettre — souslaformea+ib (aetb e IR).
z
Exemple :
1 3-4i 3 .4

3+4i (3+4i)(3-4i) 25 25

Opérations sur les complexes conjugueés

e  Pour tout nombre complexe z : (E) =2z (zet z sont conjugués I'un de l'autre)

e zestréel sietseulementsi z=1z.
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ez est imaginaire pur si et seulement si z=—12.
e Siz=a+ib,alors z.z=a%+b%.

On démontre que :
e Pourtousz;etz;deC, zy+zp =21+2»

1
e Pourtout z non nul , ‘l )::.
z z

Conséquences: Pour tout z, z; et z,
° ( —Z

y Z1-2p=21.29.

~
Il
I
N

e Pour relIR, Az=Az

e Pour n e IN, znz(E)n

1.3 - Représentation géométrique des nombres complexes

1.3.1 — Image d’un nombre complexe

A tout nombre complexe z = a + ib on peut associer le point M de coordonnées (a, b) dans le plan muni d'un
repere orthonormé (O ; e, ,e, ).

Onditque: M est I'image du nombre complexe zet zest I'affixe du point M. On note M(z).

A
M (z)
b b
]
]
[}
—} :
A
Sh) I
]
(o) — a
€1

Propriéteés:

o Lesimages du complexe z et de son opposé -z sont symétriques par rapport a l'origine O.
e Lesimages du complexe z et de son conjugué z sont symeétriques par rapport a I'axe des abscisses.
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1.3.2 - Module d’un nombre complexe

Le module d’un nombre complexe z, dont I’image est M, est la distance OM.
Onnote |z| = OM.

. - - -
Posonsz=a+ib,alors OM =a e +be,

Iz1=OM=,/a+b’=\zz

En particulier, sizestréel (z=a)alors | z 1 = J a’=1all
Inégalité triangulaire :

On démontre que pour tous z; et z, de C, |z3+2, | < |zy|+|z2 |
Module d’un produit :
Z, Z; et z, étant des complexes quelcongues, on démontre que :
|z1. 2= |21 ] 22 |-

‘l‘zi

z1 1zl ourz 20
7| 1zl

2| 12, pour z, = 0.

Pourn e Z, etpourz=0,|z"|=|z|".

1.3.2 Argument d’un nombre complexe non nul

Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme : z=|z |(cosO +isin 6 ).
Enposant 1z 1=p,====>z=p(cos6+isin0O).pestlemodule dez et 6 un argument de z.

Pour tout nombre complexe z non nul dont ’image M a pour coordonnées cartésiennes (a ; b) et pour
coordonnées polaires (p ; ¢),ona:

— /a2 2
a=p.cosé , . . p=vat+b
. équivaut a a _ b
b= p.sind cosf =—etsing =—
Yo

Forme algébrique : Z=2a+ib

Forme trigonométrique : 2 = ~(C0S& +1.sin0)
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1.4.- Propriétés

Soit z et z” deux complexesnonnuls:z=|z|(cosO+isin0),z’ =]z |(cos O +isin®).

e Eqalité de deux nombres complexes

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme module et méme argument.

z=2 équivauta(|z| =2 ]eto=0")

e Conjuqués et opposés

Deux complexes non nuls sont conjugués si et seulement si ils ont le méme module et des arguments opposés.
1zl=1z| ot &g (E):—arg(z)

Deux complexes non nuls sont opposeés si et seulement si ils ont le méme module et des arguments de différence
n+2kn (ke 2).

2| =| z| et arg (-z) = arg () + .

e Argument d’un produit

Soit z et z” deux complexes non nuls.

o arg(z.z)=arg(z)+targ(z’)

. arg(%j =—arg (2)

. arg[%j =ag(z)—ag (2"

e arg(z")=n.arg(z),pourtoutn e Z

1.5. Formule de Moivre

Ce dernier résultat peut aussi s’écrire sous la forme dite formule de Moivre :

( cos 0+ i sin 6)" =cos noO+1isinno, pour neZ.

Conseil pratique : Pour les opérations dans C, on utilise
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- la forme algébrique pour les additions et soustractions.
- la forme trigonométrique pour les multiplications, divisions et puissances.

1.6. Forme exponentielle des nombres complexes

Définition
Pour tout réel 6, onpose : e '®=cos® +isin 6.

Propriétés
Soit z et z” deux complexes non nuls. Z =| z | (c0s 0+iSiN 0 ),z’ =z’ |( cos B’+isin 0”).

La notation exponentielle donne : z=1|z| e ®etz’ = |z’ |¢' .

D’ou
vVz.7=|z|.|2| g (o+e)
vi ot 1w
z |z]e” |7

v £_|z|e‘9_|z| i0-i0’
BECE

v "= (]z].e")"=|z|".e'™ , pourneZ

Remarque

> Dans la notation exponentielle, la formule de Moivre s’écrit : ( e @ )n:ei no

1.7. Formules d’Euler

Pour tout réel 0, ona:e'®=cos© +isin O et e '®=cos0O-isino.

Par addition et soustraction membre a membre, on a :

ei 9+ e—ia _ i0_ -0
cos § = —— et sing=2 =%
2 2i
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