Chapitre 11 Calcul tensoriel et notation indicielle

Chapitre I1

Calcul tensoriel et notation indicielle

I-1 Espace et repére
Dans le cadre de ce cours, on se place toujours dans I’espace physique euclidien munie d’un

repére direct et de la base orthonormée (¢,,¢,,é,) .Un vecteur V est représenté par ses composantes

sous la forme suivante : X3
M
Vi _
V=0M = vy =(v1,v2,v3)T 4
V3 3
56 »
(O X2 g
X1 €
I-2 Notation indicielle
I-2-1 Dérivée partielle
W= ou _ v = o*v _ W ’w
ok M ox,0x ’ axpox,

1-2-2 Convention de sommation
n

albl = zalbl :albl +32b2 R +a b
i=1

e

x, ik, e : indice muet

i ko
Sj—ajxl-—ajxk—a

j :indice libre

Exemple : le produit scalaire de deux vecteurs U = (u,u,,u3)" €t V = (v,v5,3)"

U-V=uv, =tV +y vy +y V3 1=1,2,3
Attention : a; +b; # (a,+ b))+ (ay +by)+--+--eee +(a

I-2-3 Symbole de Kronecker
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Exemple : le produit scalaire des vecteurs de la base orthonormée

66 =5, i=1,2,3 i=1,2,3

1-2-4 Symbole de Permutation

0 sii=j,i=kouj=k
gk =+ si(i,j,k) sont dans cet ordre (1,2,3),(3,1,2)ou(2,3,1) (dite permutation pair)
—1 si(i, j, k)sont dans cet ordre (2,1,3),(1,3,2) ou (3,2,1) (dite permutation impair)

&

Exemple : le produit vectoriel de deux vecteurs U = (uy,uy,u)” et V = (v,v5,v5)"

W=UNF  avec w =ay u, v i=1,2,3 =123 k=1,2,3

(i :indice libre, j,k : indices muets)
I-3 Tenseurs

I-3-1 Construction d’un tenseur d’ordre 2
Soient deux vecteur X et Y définis dans I’espace vectoriel R? munit de la base {e1,e2,€3}
sziei et \?zyiei
On définit le produit tensoriel de deux vecteur X et Y par :
U=X®Y=x'y,x'y?,x'y?, x2y!, x2y2, x2y%, x3y!, x3y2, x3y?)
=x'y'e; ®e;

Définition : Un tenseur A est un opérateur (application) linéaire sur R® dont les composantes sont

définis par rapport a une base.

VX,YeR’® AX+Y)=AX) +AY)
VAieR;XeR® AUX)=1AX)

La relation Y=A(X) peut s’écrire

(A) est la matrice associée au tenseur A
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Théoréme : Tous tenseur se décompose, et d’une facon unique, en la somme d’un tenseur

symétrique et d’un tenseur antisymétrique.

A = A+4 symétrique
A:A+A+A_A:A“+A“: 2
2 2 . A-'A : (o
A = > antisymetrique

I-3-2 Changement de base orthonormée

Soient {e;} la base initiale et {fj} une nouvelle base telle que : f; = Pji e;

P : matrice de passage

Si {f;} est une base orthonormée alors (P™') = ('P)

a) Vecteurs

X=x'e,=x'f; = PxX=x
{f;} est une base orthonormée = x=("P)'x=(P")'x=Px
b) Tenseurs
Dans la base initiale Y=A(X)
Dans la nouvelle base Y=A(X) telque A=P)AP™)

I-3-3 Opérateur du produit vectoriel

Soient deux vecteurs n=n.e, et u=u,e;

n, u, n,u; —Nnju, 0 -n3 np
- = _ _ _ = 1) — —
nAuU=|n, |A|U, |=| nju; —n;u; [=(*n)u  avec (*n)=| nj 0 n;

(*n) est la matrice du tenseur produit vectoriel a gauche par n.

I-3-4 Opérateur de projection
n vecteur normal au plan «t

i=1+1" ™
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La projection du vecteur n sur la plan 7 est :
i'=—(*n)*d

-(*n)” est la matrice de I’opérateur projection orthogonale sur le plan &t

La projection du vecteur n sur I’axe d’unitairen est :
i =1+ (+n)’ i
I+(*n)” est la matrice de I’opérateur projection orthogonale sur 1’axe d’unitairen .

Remarque : si le vecteur n est unitaire (|l [=1) alors : [+ (*n)’ = () (1)

Exemple :

On considere une base orthonormée de R; définie par les vecteurs suivant :

f—le+le+le f——ie+le+ie f—Le+Le
1 \/5 1 \/g 2 \/5 3 > 2 \/g 1 6 2 \/g 3 > 3 \/E 2 \/E 3
Soit le vecteur A défini dans la base initiale par : A =4e; + e, + 2e3

a) Déterminer les projections du vecteur A sur les axes d’unitaires f, , f,.et f;.

b) Déterminer la projection du vecteur A sur le plan formé par les vecteurs f.et f,.

Solution :
a) Soient A, A, ,A; les projections du vecteur A respectivement sur les axes f,, f, et fi.

AF[HRYTA= [(£).()]A

) VA 4

A=lexola=|| Vel Vs Vs V) |-

%45
4

W | =
p—
p—
p—

W | =
N 0

1 -2 =2\4 . 10
Kzz[t(fz)(fz)}A:g -2 1 1 |1 :g -5
-2 1 1 2 -5
0 0 0)4 0
A t 1 1
A=[eaelazto 1 i)l
0 -1 1 )2 1
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b) Soit A}, la projection du vecteur A sur le plan formé par les vecteurs fj.et f5.
Le vecteur unitaire f3 est normal au plan formé par les vecteurs fj.et f.

Alzz[‘(*fS)z]A

(e
o
N

KIZ = [_(*f3)2]'A: -

N =N
Il

£
V2
L
V2

N= =
D= o=
[ [VE R Y (3%}

I-3-5 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition : On appelle vecteur propre du tenseur A tous vecteur X non nul tel que A(X) = A(X)

—

A : valeur propre associé a X

Pour déterminer les valeurs propres A; il faut résoudre 1’équation :  det(A-AI)=0

Pour déterminer les vecteurs propres X il faut résoudre I’équation vectorielle : (A —ADX = 0

Exemple

On considére le tenseur A suivant défini dans la base (e , €, , €3) :

57 0 24
A= 0 50 O
24 0 43

Déterminer les valeurs propres et les directions propres du tenseur A.

Solution :

Soient A, , A, et A, les valeurs propres de A et X, , X et Xy, les directions propres correspondants.

Valeurs propres :

57 0 24 1 0 0) 57-4 0 24
dettA-A)=0 = 0 50 0|-40 1 Of=| O 50-4 0 [=0
24 0 43 0 0 1 24 0 43-1

(50-M)[(57- L)(43— 1)-576]=0 = (50-0)(A=1001+1875) =0
A, =50 A,=175 A =25

3
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Directions propres :

Pour 4, =50
57-50 0 24 Y a, 0
(A-MD X, =0 = 0 50-50 0 b, |=|0
24 0 43-50 )\ c, 0
7a,+24c, =0 0
Ob, =0 = X,=|b, | lavaleurdeb, estquelconque
24a,—7¢c, =0 0
X, vecteur unitaire = al +bi +cf =1 b; =1
0
on prend b, = +1 = X, =1
0
Pour A, =75
57-175 0 24 \(a, 0
(A' 7\421) XH:() = O 50'75 0 b2 - 0
24 0 43-75 \ c, 0
—18a, +24c, =0 3
~25b, =0 DAV

24a,-32c,=0 =  b,=0

2
Xy vecteur unitaire = aj+bj+cy =1 aj +(Ej aj =1 = ai = E
4 25
0.8
4 3
On prend : 32=§=0.8 = CZ=§=0.6 = X,=| 0
0.6
Pour A, =25
25-75 0 24 a, 0
(A' 7\431) XIII =0 = 0 25 - 75 O t)3 - O
24 0 25-75 ¢ 0
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De la méme maniére que X;; on trouve Xy,.

Xy peut €tre trouver par la relation suivante : X = X; A X

0 0.8 0.6
Xu=X,AX,=|1[a] 0 |=] O
0 0.6 —-0.8

I-4 Opérateurs différentielles

X, dx,
Soit un point P de coordonnées xi, X2, Xx3.  P| x, ; dP| dx,
X3 dx,

d(x1, X2, X3) : fonction scalaire des coordonnées de P.

u (X, X, X3)
u(x,,X,,X;): fonction vectorielle des coordonnées de P. Ul u,(x,X,,X5)

u;3(x,X;,X3)

1-3-1 Gradient d’une fonction scalaire

o9
0x,
dop =grade.dp = ﬁ(o = a%xz c’est un vecteur
o9
0X 5

I-3-2 Gradient d’une fonction vectorielle

 du, ou, ou, |

0x, 0X, 0X 5

L . ~ |ou ou ou )

du = gradu.dp = gradu=| "2 ox, %Xz 2 ox, c’est un tenseur
ou, ou, ou,

0x, 0X, OX 3 |

I-3-3 Divergence d’une fonction vectorielle

div(u) = tr(gradu) = 8x_p c’est un scalaire

p
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I-3-4 Divergence d’un tenseur

A(x1, X2, X3) : tenseur des coordonnées de P

OA|
0X;
OA}
0X;
oA}

0X;

div(A) =

I-3-5 Laplacien d’une fonction scalaire

c’est un vecteur

Ap =div(grade) = i(a—wJ c’est un scalaire

I-3-6 Laplacien d’une fonction vectorielle

0 | ow

ox. | Ox

Au, 6p aup

Au=|Au, |=| — —2
ox. | Ox

Au, P P

0 | duy

8Xp 8Xp

1-3-7 Rotationnel d’une fonction vectorielle

Ny Ny
0X, O0X;

3 1
ou, _ Ou,
0x, 0X,

I-3-8 Coordonnées cylindriques d’axe Ox;

r dr
Pl @ ; dP| rd@
X3 dx;

ox

Ox

p p

c’est un vecteur

* rot(U) = 2 antisym(grad(i))
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Chapitre 11

a) Gradient d’une fonction scalaire

Ve

G,
d = I‘ad .d = d =| — @
¢ =gradp.dp gradp=| - 7

b) Gradient d’une fonction vectorielle

| 1 1 aul 1
=L C =y,
or r\ o0 0X 4
dii = gradii.dp = gradii = | —= 1 811_2+u1 ou,
or r\ 00 0X 5
Ous  1fdus) Ouy
or r\ 06 0X3 |

c) Divergence d’une fonction vectorielle

div(@) = tr(gradii) = % + l(% +u, j L ous
T

d) Laplacien d’une fonction scalaire
2 2 2
0Cp 10p 1079 ¢

Ap =div(gradp) =—-— —
¢ =div(grade) a2 rar Troe? o

I-4 Théoréme intégrale de Gauss et de Stokes

Soit un volume V de frontiére S sur laquelle est défini en tout point régulier la normale
unitaire extérieure n. Soit la grandeur A continue et dérivable sur V. Le théoréme de divergence de

Gauss (ou de green-Ostogradski) traduit la relation entre I’intégrale de volume est 1’intégrale de

surface :

[[[div(A)dV = [[ A-7idS ou [[A, dV =[[4, -n dS

Soit une surface plane S de normale n et de contour C. Soit t le vecteur tangent sur ce

contour. Le théoréme de Stokes permet de passer de I’intégrale de surface a I’intégrale de contour et

inversement :

([, rot(A)-iidS = | A7dC ou [[,6, A, -ndS=] AzdC
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ds = idS

e, -
T
NG >
O 7
e X2
X

(b)

Fig. xx
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