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�א��#ن� �b� �#א.�t'Yא� mد��N'Yא� k�����Fא� �א��وאل kPאDد� kא��;� A �H
�KX�#$Nא��#ن�א���
	b��b�SWI��l�<���k)�'Yא��&�P,��א�)�0�Xb$#؛�|�w,ن
���|�w,ن �א���;��#$0، �א��#ن k��& � �b� �Bو#Nb� �����א2 ��'$Yא� �Hن�b+&�م

b��
��j�P�#&a<���kא 	6���b�X('?��א��#ن�א�NYدW.�ذא.�א�S�'$Y.�א2
Kk��@� �@�b�����b�3�#$0�Xb�(א� 


wوH� ��א�+# �� ��<���l��#�1א�'N�1�#و�,� �U#א������ �̀ �2��X��;dא
�k�4�<�Axא�ن�� ��cع �b� �PDد� ���� Kk�����א�S�'$Y.�א2 �وDא� � �H�X�s
א�

WX�#��t'b�.وאل�ذא���k�S

��kא�@l�+'א�� �
� �

( , ) ( , ) .
f f

df x y dx x y dy
x y

∂ ∂= +
∂ ∂

� �

��,و ��,ن �א�+# �������و �!� �����א2 �אcW'��ق �bD� �א�h'Pم Xb� ل
��PDو� �H3��.�S�'$Yא� �ذא. k��
l�+'א�� .Wد�NYא� �-�ل m#SHsb� X4l

1K Clairaut  Alexis-Claude��W���3و�����K���� #B����0����03�����U��b����1713����������&;�.��bو�Q�D���;
317����U���b�1765��.�S�'��$Yא�א�b�h'��Pא�X�sوא�����א���dא�X��b�����N��K.�����l��#��;א�#��S@�b��̀ �Kא!��'

K#و�,�% ���[I��k�����א2

2K Leonhard Euler�W�3و����،O�!�b��U#���P���<���l��D�15�����#B,�1707����.��b�3;��زل�و
3�18�14'�P�1783�D��P�� ��;ڤ����KE��PوDF�������0E,�K.���l��#�3א��k4hl�kH#<

��������b#אج�א�DدI�3���G+א������I����#��K.��
��אdو��@�����' I�^��<���l��#א��D�|,��� �;�f(x)��k�Sא����
F1734�Eو e��`'�D��|�
���i�Ds��2�-1 و���PdF1727�Eس�א���N�;א���F1777�Eوπد�����N
�����پ�
F1755E�KKKw(H��!w|و

3K  Marie Jean Antoine de Condorcet�W����3و�����K���� #B���<����l��Dو�����
�B�17�
�14'�P1743�3�.�bس��29;#���4ن�وD�b�1794����3�k�;���KX�DW�Dאc'&#�;������40א������

Kk�� #+א��mD�(א����)�,و���
��Pא������L�$);و�.W�4'-Wא�-?���وא� �
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��0�kم�������� ��D،�1770א2 �̀ |�w,ن��!sא�אP�w�d#�0ن��؛�0�1786م��4
�;�H������ �Ydא���<���l��#א����
�Xb�4ل�N'P6���<�0دI�AS9�K�H#<��b5�

1841K�� �
`'<����k+?;�[وdא�k�<#א��Xb�k����دDא�kPא�NYدW.�ذא.�א�S�'$Y.�א2


�3�j�P�k-�ود��0مb�c�1770K� �
�א��2م� g� �@�b� 3� �,B#ز. .6@$b� �و,�bم #$0� Xb�(א�� �א��#ن 3
�k� �(א�� k�<#א��Xb�k�����אY#و ��k&#.�א�S�'$Y.�א2 k�#a و� "��$'
�� k
א���;

Yא� �א��Fل kد��Nb� kPאDد� �)0� �אF#א�mDو;��?�ص D�$' א� kد��Nbو� ،m��'&
��D�B��P6P6د��bא��Dو��' �H�^'
��6Kא� �

k� �(א��k����
�S�'$4.�א2������-�kB���Yא�m��bא*�א���
���Nد���GBא
2

( )
i j

f
a

x x

∂
∂ ∂

و 
2

( )
j i

f
a

x x

∂
∂ ∂

�K�;�H�����N
�� �

4K Adrien-Marie Legendreو������K����� #B���<�����l��D�W��318�14'���P�1752���Q�D����;
�3����&;�.���b�����1833 +���10و�K�����3�"#��$ ����
�k،�و���?
��,������40-���ل�א����وאل�א�(�̀ ���Hن�,!��

�?،��3א�����0dאم����
b�����@'א��O������Fא�X�D�����9�?0(�����אن��A����x�.א�����S
5�k�����6��18111817و��
1819Kو

5K Carl Gustav Jacobi����3و�����K�� ��Y,���<����l��D�W�10����141804د������'�P��;אم ��.��bو
3�16�U#+�B�1851���������3��4��P�W�Sk�b�!�.�B��$'Hא�����{k�+
'��Xد����b�3��t'�cא�K^�1;

�!#&$ �m#SHsb��y�~���k�#a �1841Kא�0dאد�Kאc'&#�;��3����40א���دא.�א����? �

6K Joseph Fourier �3و����K��� #B���<���l��D�W�21س����D��b1768���w��H�; ��3�.��b16و�
U�b�1830�KQ�D��;��W�U���,�V
0�ms<�P8����
Nא��Q�D�;�kPDس���Dڤد����,��;�K6س�;Wو�f� אD


��ن�0
�K#?b�V $#��0دא�;� �k
��3��D�$ن��,���
�د�mא�'�(��.��N'Yא�kPD�Y�;�Q�D�'��;
Kk���.�א�?#�kBوא�'	�����l��#א���3� �7א��Xb���b�!

7K Hermann Amandus Schwarz�3و������K�Uو��������<�����l��D�W�52�����+ �1843 
��3�.����bو�Ek������Fא������ ���;F��Dو�����b#&;30�14B���� �1921����̀ ;����K^�1دDس�א�@������������4

.���l��#א� K.6b�@'�3א���')���'��¡�D�'א�����¢+'��Kאس�cwB�w��<�Ax 
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���cאDز��0�3�1873م� �Ydא���<���l��#א��A��,7�,WD�'Pא���k�7����ن �
2 2

,
i j j i

f f

x x x x

∂ ∂=
∂ ∂ ∂ ∂

� �

�Iذא� k4��
� ��cאDز، ����bس �,و k)!1�� ��<���l��#א�� Oدdא� 3� w&$א�
K.א#��t'Yא�kB�H�[I�k��)��;� #4�א'�b�^B#	ن�,-��א��H �،א�?�د� s!�3א

� ��;� ��א��	��� ��<���l���א�#� �م�
8��3� \�NYא� �אY)�ل 3� mدDא��א� kSא��א�
k��7
Y�7.1.2אW� �

2 2

2 2

( )
; ( , ) (0,0),

( , )

0 ; ( , ) (0,0).

xy x y
x y

f x y x y

x y

 − ≠= +
 ≠

� �

�kد���b�3-�ل��D�'Pא��� �P6'$&�د�;&��0
�Vא '+���א�?7�s!�X0�kא
D#4א'PWא�O��|�3�k�����KKK א�S�'$Y.�א2 �

� �
�وB���B�k�6?�ل�ود��
^�!�l�W#אO�'@��F!�@��א� �

• ،D#4א'PWא�(&���.�وא�Wولdא� �
• k
l�+4
��k��
�،א�)� ��WאcW'��ق�א2����وא���; �
��k؛ •�Fوא�(��ط�א��UD�
�א�)����Wא�($#�א�'�� �

�7.؛ •	?Yد����א 
• KX�D�HsYא�^��<���l��#د����א�� �

� �

8K Giuseppé Peano�� 3� �و�� K���	�I� ��<���l��Dو� ���
�B� W72�.1858,و ���� �@;
3� .�bو� E����	�IF�20���#B,�1932����$ وא�� �	)Yא� �-�ل �b�4'!א� ��א ?% K�)�D�	;
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@Ý–ÐÛaÞČëþa@@
‰aŠàn�üaë@pbíbèäÛa@@

ℝ א��وאلא��وאلא��وאلא��وאل 1.1   ℝℝ ℝℝ ℝℝ ℝ→→→→ pn

����������	�
��
������د�א������������������א�
����	�א������n����� ���!و��א�!�� ��"#$��

�+�����&*�#"����،�)ن�&����%�������������,�K./����"#$�0�1�����
4���5���6����78����א����3ص�א��

��4�ن����������6א:�9���	�8و�א��*��� /.،��/�.����K	��;<;א����وאل����.���$#"���/.�8و��%���&
�#�Gو!
*#�Fא�������א��BC�����#�&�D"+Eא�אA@�� �)?�&��د�8<�=�����&�Hא�!

�KIא��$#"�א�.�� �

  1.1.1J/�
!J/�
!J/�
!J/�
!< <

.4#����n�����K8و�/����و�E.���F�=��>8����"#
#N@�2&���دא���Iذא�	���دא��P"*�����K�n�
��"#$�����F#��,�Iوذא����"#
#
D��>�n"�دא����	��
�"��Q	������ℝ���.א��

ℝ�RS��T8و��D�.����
n
ℝ��U�ℝ��������	V#ذج����X�YBC�K2=n3و�=nW� �

2:f →ℝ ℝ

( , ) 5 2,+ −֏x y x y

( , ) sin ,+
֏

x yx y e xy

3: →ℝ ℝf

2 2 2( , , ) (1 ),+ + +֏x y z Log x y z

2 2 2( , , ) 1 ,+ + +֏x y z x y z

��KKKא] �
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  2.1.1��#N<��#N<��#N<��#N<
kSدא����#N<אن���b���4� ��������������������������א��������Xb���������Xb��S�¦Yא2 �

#��)Nא��������������������������Xb��������Bو�mD�?;�Vaxא������������ �
  

  3.1.1k
(b,k
(b,k
(b,k
(b,� �� �� �� �
���#N<אن���b�X��N)�����Wk���'א��.W�Fא�Xb�m�-وא���H�3� �

 .أ 
2 2

1
( , )f x y

x y
=

+

{ } { }2 2 2 2( , ) / 0 \ (0,0) .fD x y x y= ∈ + ≠ =ℝ ℝ  

  .ب 
2 2

1
( , )

4
f x y

x y
=

+ −

{ }2 2 2( , ) / 4 .fD x y x y= ∈ + ≠ℝ

fD m#א��א���)b�k0و�)Yא��U�'�Yא��!�m�H#4'Yא      

    2. وذא.� ?��א��	# (0,0) 0(�
 

  .ج 
2 2

1
( , ) .

1 1
f x y

x y
=

− −
  

{ }2( , ) / 1, 1 .fD x y x y= ∈ < <ℝ  

fD �;��Yא���;#Y�;א��ط��U�'�Yא�Xb����Fא��!.    
  

1 .د 
( , )

1
f x y

x y
=

+ −
  

{ }2( , ) / 1 0 .fD x y x y= ∈ + − ≠ℝ  

fD kد��NYא�Uذ�`��'�Yدون�א�Xb�U�'�Yא��! 

. 1y x= − +  
  

2 

2

o

x

x

x

y

1−
11−

1

o

x

x

x

y

1

1

o

: nf →ℝ ℝfDnℝ

1( ,..., )nx x x=nℝ.f

.f
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1

1

x

x

x

y

1

1

1 .ه 
( , )

1
f x y

x y
=

+ −
  

{ }2( , ) / 1 0 .fD x y x y= ∈ + − >ℝ  

fD��Xbא��D�'�b��U�
Nא��U�'�Yא��? ��! 
kد��NYא�Uذ�`��'�Yא�. 1y x= − +� �

   

  

 

2  .و  2( , ) ( 1)f x y x Log x y= + −� �
{ }2 2 2( , ) / 1 0 .fD x y x y= ∈ + − >ℝ� �

fD���!Xb����Fא�m#ج�دא�D����
�א�U�'�Yא��א �
�H#4'Yא��
tYא��#ص�א�k4�4'b��� I�Km�-א��� �

��1Kوذ�U ?��א��	#�(0,0)�0(� �
  

  4.1.1��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
���4� ��k,و��א�'4)���א���� ��א�'4)���א���� ��א�'4)���א���� ��א�'4)���א���� ��
�kא�k-��Yא�'4)��
�kא�k-��Yא�'4)��
�kא�k-��Yא�'4)��
f:���2א��kSא�k-��Yא�'4)� A ⊂ →ℝ ℝ�

)��k0�45א�)�k0�45.���6א�)�k0�45.���6א�)�k0�45.���6א�)���6. , , ( , ))x y f x y������-��-��-��-����( , )x y���r��r��r��r�.A� �
4���I�kذא��Hن� ��)� �B�،V	Nb����������k	�b��S'�א"�	�b��S'�א"�	�b��S'�א"�	�b��S'�א"��0دא�-���� ��f،�

k0�4¨א�( )kL f�#��)Nא�� Xb� k+S�¦Yא�( , )x y��S�x� .�א�� ( , )f x y k=�
W%'@ و� �

{ } { }( )2 1( ) ( , ) / ( , ) .kL f x y f x y k f k−= ∈ = =ℝ  

  

  

  

  
  

o
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  أمثلة5.1.1  

1( �WkSא��
��Ek� א�	�ط�א�Y'�א>��F�k,و�א����
2:

( , ) ( , ) 2 3

f

x y f x y y x

→
= −

ℝ ℝ

֏
    

�'Y�4.�א��'�Yא�X0�mD��0�;�m�	NYא�kאز�:  
2 3 ,y x k− =

��-�k�Xb�ℝ�K�S@$<��&� I KU�'�4
��k��{� �
2( �WkSא��א��X@'�

2

2 2

:

( , ) ( , ) .

f

x y f x y y x

→
= +

ℝ ℝ

֏

W�;�m�	Nb�kSא��א��"sy�k��א�	�ط�א�Y'�א>� �
{ }2 2 2( ) ( , ) / ,kL f x y y x k= ∈ + =ℝ  

��-�k�Xb�ℝ�KKk���'א��k)@4Yא�)6 �א�.W�Fא�������&)��N'�� �
��Hن�  .أ  ��Bن��I�kذא ����P�f�"א�'�b� S:�� �U,� ���<� W�k�U,� ،

. ( )kL f φ=

��Hن  .ب  ��Hن�I�kذא �bو�Nb�0( )L f�S67)b �#?)Nא�� k��,-�د� [I
{ }(0,0)K

 �H��b�9�����bن�א�:�Sذو��I�kذא��Hن  .ج 
j�'�Yא�kא���m#א��א��X0�mD��0�!�H#b���(0,0)�� �

�!#	
.�و ?�� k� �
  

  

  

  

  

  

  
  

y

xo
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o x

y

k−k− −

k

3( ����WkSא��א��X@'�
2

2

:

( , ) ( , ) .

f

x y f x y y x

→
= −

ℝ ℝ

֏

�m�	Nb�kSא��א��"sy�k�א�	�ط�א�Y'�א>�
�;:  

{ }2 2( ) ( , ) / ,kL f x y y x k= ∈ = +ℝ� �
��- k من ℝ. ( )kL f �	
�X0�mD��0  

�P,D�©B�@b ( )0,k �!�"#��)<�Dو��   

. ���Dא��א>�% 0x =
  

4(�WkSא��א��X@'� 
2:

( , ) ( , ) .

→
=

ℝ ℝ

֏

f

x y f x y xy

W�)����Kk����X	�L&��א�Y'�א>��N)� 
0 0 ; 0,

( , )
; 0.

=أو = =
= ⇔ 

= ≠

x y k
f x y k k

y k
x

  

Yط�א�	א�.Wد�NYذא.�א�mא���
`�وא��	��א�NYא�אD����!�k;�
	 = k
y

x
. 

  

  6.1.1k��P�P,�~��?�k��P�P,�~��?�k��P�P,�~��?�k��P�P,�~��?�  

1( �) �@�ن�א�:�Sא�Y'�א>� )kL f ن��Hذא�I�:�Bذא�وIل����w|�����Xb�
mD�?א� Im f:

  

( ) Imφ≠ ⇔ ∈kL f k f

k
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) �@�ن��	�Sن )2 )kL f و( )mL f �4!���'�b k وm �^NL��'b�w|
��4��m WXو k وI�:�Bذא��Hن Iذא'b 

( ) ( ) .k mk m L f L f φ≠ ⇔ ∩ =  

)Im �ط�א��Y'�א>���k�0�i��S@$<�kא�	��� )3 ( ))k k fL f ∈ ��j�'����k��7
Yא 

k mD�?א��Xb Im f kSא��א����#N<אن���Y�k��{ f:

Im

( ).
∈

= ∪ k
k f

A L f

� �

�����Nא��j��P��0م��دI�m]�א�'��W����D��N'�ج�א�'�s!�Xb��SH"�א2�وم�وא�
��K"6�0,�k��P�)Yم،�����'��`������(�א����dא����'��Y����&0و�د,�g�3ذ���A��|Dن�I����&;����
<

��B !E&���0د� �
� �

  7.1.1��#N<��#N<��#N<��#N<
X@�� p وn Xb�^��N��L�X�0د� 

∗ℕ. kSدא����4�  : →ℝ ℝn pf �����H
kSدא� ���&�
	)b nℝ ��!�#�'��bو ℝ p ،���k�	� ����H�:;#�< 1( ,..., )nx x x= �X�b 

nℝ ع�N$; 1( ,..., )= py y y من ℝ p. 

Ws��)0�%'@ � �

( )1 1 2 2

:

( ) ( ), ( ),..., ( ) .

→

= = = = =

ℝ ℝ

֏

n p

p p

f

x f x y y f x y f x y f x
  

����א���وאل���(9: →ℝ ℝn
if ،�����-i من { }1,2,...,p ،b���k�Sא��א��.���SH#

�k��0�N$א�f.  
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  8.1.1k
(b,k
(b,k
(b,k
(b, 

�WkSא��
�� �� �� �� �
2 3:

( , ) ( , ) 2 ,3 , 5 ,
2

→

 = = + − − 
 

ℝ ℝ

֏

f

y
x y f x y y x x y x y

W�!�.��SH#b� 6�� �

3( , ) 5 .= −f x y x y2( , ) 3 ,= −f x y x y1( , ) 2 ,
2

= + y
f x y x  

  

�WkSא��
� 

3 2

2 2

:

( , , ) ( , , ) , ,

→

 −= + + + 

ℝ ℝ

֏

g

x y
x y z g x y z x y z

y z

W�4!ن��'�SH#b� �

2 2 2
( , , ) .

−=
+

x y
g x y z

y z
 1( , , ) ,= + +g x y z x y z  

  9.1.1���)<���)<���)<���)<  

I�→ℝن��w(Hא��X�bא�'���D��Nوא�?���~�א������k;����وאل����� ℝא������
0�#
���Vو�����א�?����ص�����������Hs�� �K���)!����!�k7�7���������a<�����
�X��b�g��;�.�#��b

KKK�I�،k	� �D���3א�k D��Yوא��&b�0و�k��b+�!�`�א����ن�وא�D�?�Yوא��ود� �
WkSא0'1 ��א��א���
B� �

{ }2

2 2

: \ (0,0)

( , ) ( , ) ,

→

=
+

ℝ ℝ

֏

f

xy
x y f x y

x y

  

V
0�mو�� �!����ود { }2 \ (0,0)ℝ ،W��ذ�d�gن �
2 2 2 21 1

( ) ( ),
2 2

− + ≤ ≤ +x y xy x y  
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W��
�و0 �
{ }2 1

( , ) \ (0,0) , ( , ) .
2

∀ ∈ ≤ℝx y f x y  

kSא�����0
��b�Vאن�>s@!�j# �f�K�&+�#Nא�,ن�mود��� �
WkSل�א��א��-��� I� �

2

2 2

:

( , ) ( , ) cos( 1),

⊂ →

= + −

ℝ ℝ

֏

ff D

x y f x y Arc x y
  

��- fD א��#ص��!�W� �
{ }2 2 2. ( , ) / 2∈ + ≤ℝx y x y  
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x
 

0x

ℓℓℓℓ

( )f x

 

 0n  n  i  i

 i  nu 
 i 

ε+ℓℓℓℓ

ε−ℓℓℓℓ

  2.1ð^–Ë×Ö<ífléqçÖçfŞÖ]<íéßfÖ]<ℝℝℝℝn :Üé¿ßÖ]

  1.2.1��������������������� �� �� �� �
����	�	
�����د�א����א����	�����وאل�א��������� �%$�#�"!�א� �א��
ذא#�,�����5وא��4و)�3#��2'����0,1ن�و.( -&��,&��+&*���(&���"!�)'����'&�������

��&&��א����B'&&��א� �A&&@��&&?دא�<�%���&&���<�=��وא�&&�	�>'�،��&&:ز�"��وא�&&��8א���7
C&&&�D��&&&'�$����������&&&8�	وא��E�F&&&.Gא��&&&H א��C&&&�$�I &&&�JKאFل��&&&M8&&&��א'�("�K�&&&א����

�OPא��( Q�R�4�S,��5ل�����M���87%א�*(�Q12ن��K�	�TKא� �
�U���Vא�W�7�JKא�?Y��4?����T��Kא� �

O�Z+�،Y� Q[Kא\ א�א\ א�א\ א�א\ א��א]="�،��	�TK��8א�	ن��א�%� �
�O	��=�%���87�?��'( ^����,��U���_א����س�א����?� �

،�����W�7�JKא�S$�a�0א�������$�b ��� �
�K���8$و��B�����ZQ%�� -ل�c.�S,� �

0��Gא������2א���אGو!،���	��%d'�)�����ذ��� �
���	�	4�������,�e��f����4�������Qذ�"�( )n nu�� �

  :ℓℓℓℓ نهايةب

0

0

0 ( ) / :

.n

n n

n n u

ε ε
ε

∀ > ∃ ∈ ∀ ∈
> ⇒ − <
ℕ ℕ

ℓℓℓℓ

      

: وh( ص�>� ل�دא�[� →ℝ ℝf  

���'�� ℓℓℓℓ ����Q�	(���$T� OX  W    

  

  

  

    

ℓℓℓℓ
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 i 

0x
0 α−x 0 α+x x

( )f x

ℓℓℓℓ

 i 

 i  i  i  i 

ε−ℓℓℓℓ  i 

 i 

ε+ℓℓℓℓ
  

0

0

0 ( , ) 0 / :

( ) .

fx x D

x x f x

ε α ε

α ε

∀ > ∃ > ∀ ∈

− ≤ ⇒ − <ℓ
  

� �

mد��N'Yא��وאل�א�kPאDد�>(7?#�د�@<�� �
�����#א.،�t'Yא����������Fאس�א���j�����7Bא�@����#

،������'�b#;دא>�����^��3א�dא�V�����
0�m#	��������
��»'?�����#�����א�
����'^�>�������bن�������PKm#@وא��`������a)������4א�&� I�K�����)!�������!�4&b��b

!���?
,�[I�g�0���?b��3�D���bdو�א���N<�W�K�4&'4��G!ن�I4&����,ن�>@���ن����aNb
���g'���PאDد�X���b�V���Gb�����b�3�����&')Sא��������������#N'א�����#و*�א�D����G7'Pنא����$;�

ℝ→ א��وאل ℝ Yא�k4אل�א�����'PوאKKK�`�a)��;�k�
	�� �

  2.2.1��#N<��#N<��#N<��#N< 

��4� ��4�a �V
0nℝ ��H����	< ϕ Xb nℝ �§ +ℝ �S���
  א�'���Wk  א�)k�6 א�$#وط

  

)     ]1ش[ ) 0 0.nx x x∀ ∈ ϕ = ⇒ =ℝ  

, ]2ش[ ( ) ( ),∀ λ ∈ ∀ ∈ ϕ λ = λ ϕℝ ℝnx x x

,  ]3ش[ ( ) ( ) ( ).∀ ∈ ∀ ∈ ϕ + ≤ ϕ + ϕℝ ℝn nx y x y x y  
  

    X����b ������,�������H�#����?)0 x X����b  nℝ%����'@  ( )x x= ϕ، �� א������وج�و �����4

( ), .nℝ ��GB���4�a �K��X�01ش[ ���ل� [����X�0ط�א�+?���و#�c���� I ]2ش [���� I 

�k ] 3ش[ �Q �MوcX0#ط�א�'�(S
(Yא�k)���'Yو�א,�،�S
(Yא�k)���'bط�#c��� I.  
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  3.2.1k
(b,k
(b,k
(b,k
(b, 

1( k4א��� `�a �k�
	Yא V
0 ℝ.

��&� I�S�x���6¬א�$#وط��k�6(א�K"60, 
�Wא�'	��� )2 �

2:

( , ) ( , ) ,x y x y x y

ϕ →
ϕ = +

ℝ ℝ

֏

`�a �V
02ℝ. 

 Wא�'	����ن� )3
2:

( , ) ,x y x y

ϕ →
−

ℝ ℝ

֏
  

2:

( , ) ,x y x y

ψ →
+

ℝ ℝ

֏
  

�����4�a �^V
0�2ℝ. ���Kk��;�	Yط�א#�cن���S���W��4&� Iص���?ªل��،�אdو
�V���
0��)�������������P ل����(Y(1,1) ،א 1 1 0= − = ����b �(0,0) ,ن و;$����ن� ≠(1,1)

,b، (1)����6(��א�)� � 1) 1 1 0− = − = �b��(0,0)�,ن (1, 1)≠ −.  

  4.2.1�k�G
�k�G
�k�G
�k�G

) �Hن Iذא ), .nℝ ��4�a ���GB�  ���BWن �

1( 0 0,=

2( , ,nx y x y y x∀ ∈ − = −ℝ  

3( , .nx y x y x y∀ ∈ − ≤ −ℝ 

.���I.���I.���I.���I� �� �� �� �
1( X@�� λ א#?)0�Xb ℝ، W Uو��<��'
��L 1K��)��� 0 .0= λ. 

VG'و���Q �M'ط�א�#c ]2ش [W�<�� 
� �



eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

24

0 .0 . 0 .= λ = λ  
W�)bو� �

( )0 1 0,− λ =  

. ،إذن 0 0=  

���(���W@�ن E من yو x  كلّ أجل من )2

( ) 1 .x y y x y x y x− = − − = − − = −

3( W%'@)�
.y y x x y y x x y x x= − + ⇒ = − + ≤ − +  

W�)bو� �
)*(        .y x x y− ≤ −   

�(Y�;و  W�)���  

.x x y y x x y y x y y= − + ⇒ = − + ≤ − +  
�)bوW� �

)**(        .x y x y− ≤ −

�� وIذא #
, ^'M�')(و )*( א�**(  �)
?- V
0  KO�
	Yא� �
 

  5.2.1k��7
bk��7
bk��7
bk��7
b  

m��0���$ I��
0
�3�X@r�Vא��א�،V�'c#ق�	�4.،�و;�a  
nℝ ،��H��N­ 

�&)b� ��Hن nℝ وא-� �Iذא �� ,� j# � �אY)�ل، ���P�V
NB� K���4�a � ��GB 1N 

0
1N Vو� ^4�a  nℝ ,� Xb� �� �B��H� �� 0 α≤ 0و β≤ ن�@� 

1 2N N Nα β= + V
.  ������4�aא�0 nℝ א�א�?�د� �#دs!�3:  
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  6.2.1��������������������  

���	
 ���  א����	�� א��
n
ℝℝℝℝ 

n �� ����א x ��ن �ذא
ℝ، �������� 1x 2وx .وو .. nx W��� و 

 �.       
1

1

,
n

i
i

x x
=

=∑ 

 ".   

1
2

2

2
1

,
n

i
i

x x
=

 =  
 
∑ 

       .ج 
1
max .i

i n
x x

∞ ≤ ≤
= 

  

���$���	
n *()$א����'א�$����&$%
ℝ.  

  

��+,$-	
 א��
2

. -	
.  א��
	-$,+��$.	���$،9א�01	+/�$.���
∞

$
$-	
�.$K-
$א��64'"$א5�4 $

  

$E�F$9$�,6>$א�;א'د	�$א�4= $��$�ن� ،�>���$"�?@$+��A4�א$BC?�א$��
EجFن؛ و��	
%$9$<E$F��	�ن$,4=��$��,��$Fد�K$E;ص$3xشz$א��5��	��$א45

L��4��.وF$EE"F$M;N��א$O�$��,��4� $P��Q$9$א���4,�$א��;�R$��	����
()*$ $.�*�ن +�4?,$ Kل;�Tא$$+U$<�VC>$<4�,��4�$O�$ $.+و'*� WVXא�

KY.وא��א$Z����א$<�;�T>$א�$9$א���4,��C�	�[�$ $
  

  7.2.1$�N	4%$�N	4%$�N	4%$�N	4%  

6�^$*()$א��4	�N$א�;א [�$وא\����_$�`a��א$���	
  :��B$��$א��

1( , ,..., ) , 1, 2,..., .n
n n ix x x x x x i n∀ = ∈ ≤ ∀ =ℝ  

                                           
9. Euclide$$W$L�א;bbbbbE$9$+bbbbb�و$K�Lbbbbb6,�c�$�L���	bbbb �,'$325$$L�א;bbbbbE$��bbbbد$$265$و�a	bbbbb5א$Bbbbbb�0

$$$$K-,+b6�א$�bb���א$L�	���	bb �,'$db��$;bb*$K��,'+�eb�f�.$$�bb��*�$/)bb�א$?�bh����א?$�bb[��ij$�C4bb>א
$K��0א�و$�Be�$���	 �,��א$-�̂�$�ن$,e;ن$��� @$ $
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3.1   ð^–Ë×Ö<ífléqçÖçfŞÖ]<íéßfÖ]<ℝℝℝℝn:  …]ç¢]  

 
-	
9$دو'$א�دאW$א���$k�Fb$دو'$א�6	��b$א�b6�=5$$$$$.�+$��$���%�$���$א��

 %?bb��$אnن$9$אYbb=65$אO�$�bb �m$א�
]bbC[j$�bb;م$א�W�bbe$א�bb6,$/)bb;م�bb6�$م$$$$$$

o����.$p[4q$Kل�rא . �����$��$-	
 
n
ℝ K��	�s$O�$�=t%$u$��$ $

  

  1.3.1v,���v,���v,���v,��� 

�e	� a �L�	
) ����א$��$א�]M�t$א�� ), .n
ℝ وr ��$دא+� ∗

+ℝ.   

$L��?%W��  �E;4[�$ �*o���$ ،a $ �*�=0$v�%وr ،$א��5;ز$ Moxא
b.$�� ( , )B a r b.$&���5وא:   

{ }( , ) : .B a r x E a x r= ∈ − <  

0a ا كانإذ 1rو = $�%�W��$�C$א�;W+E$אB K�E;4[5(0,1) قيل عن = $
L��?%$W��W��W��W�� ����6�y6�y6�y6�y�����*o���$،$a$�*�=0$v�%و$rb.$��$א��5;ز$Moxא$،$$ $

( , )fB a r $$Wb.$&���5وא$ $
{ }( , ) : .fB a r x E a x r= ∈ − ≤  

0a �ذא$��ن 1rو = = ��$B	0 (0,1)fB א$W+E;�א$W��$�C�%�K�6�y5$ $
L��?%$$�zac��(o���$،��,و a $$(�b=0$vb�%و r ،$$$$bb.$�b�$ز;b��5א$Mobxא 

( , )S a r Wb.$&���5وא    

{ }( , ) / .nS a r x x a r= ∈ − =ℝ  

 

  2.3.1�������������������� 

1( 9 ℝ ،{א�$�4?�و$���	
$و,e;ن${%]�$אW';�)5$א��a|$א����	���
W��,+� 

] [ [ ]( , ) , ; ( , ) , ;fB a r a r a r B a r a r a r= − + = − +                         
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(0,1)fB 
[
 

]  
(0,1)B 

] [
 

a r+ a r− a r+ a r−   

 
  

2( ��(4)��#H����P�)!�.אm�-1 א�� (0,1)fB2و� (0,1)fB (0,1)وfB∞ 3 2ℝ  

Usد"�א���و ���;�.�4�a)k��P�Pdא  
1

و.
2

.و .
∞

 V
0�K%�<א����?§�
0WV� �
  

 { }1 2(0,1) ( , ) / 1fB x y x y= ∈ + ≤ℝ  

       { }2( , ) / 1; 0, 0x y x y x y= ∈ + ≤ ≥ ≥ ∪ℝ   

      { }2( , ) / 1; 0, 0x y x y x y∪ ∈ − − ≤ ≤ ≤ℝ  

{ }2( , ) / 1; 0, 0x y x y x y∪ ∈ − + ≤ ≤ ≥ℝ 

   { }2( , ) / 1; 0, 0 .x y x y x y∪ ∈ − ≤ ≥ ≤ℝ 
 

{ }2 2 2 2(0,1) ( , ) / 1= ∈ + ≤ℝfB x y x y 

 { }2 2 2( , ) / 1 .x y x y= ∈ + ≤ℝ                 
 

( ){ }2(0,1) ( , ) / , 1∞ = ∈ ≤ℝfB x y Max x y 

  { }2( , ) / 1; 1x y x y= ∈ ≤ ≤ℝ 

 { }2( , ) / 1 1; 1 1x y x y= ∈ − ≤ ≤ − ≤ ≤ℝ  

       
 

N'P�;�����-م��� �K.א�
�Xb�kא�'���D�Nوא�?��~�وא�'��4iאض�#
��'H�B�SWIو�A4N و��&�B�^<א�#
�(�k,و�N4'b�mא�#
��N;��&'
�
Iن�!4G'&��و

kM�')א���)�4G'<��b�3�gb�4'!א�#?¤ k��7
Y�3א�mدD�6.3.1א��א�K"� د, 

1 (0,1)fB 2 (0,1)fB (0,1)fB∞ 
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��?'
��k�B�H��&� Iא�s!�Dא�b�V
0� �!w|�X0�g�)t<و�k
��Y4+�!�`�א
��U
��KKKא�@#�אس �

  

  3.3.1��#N<��#N<��#N<��#N<  

X@�� a Xb� ) 0(?#א ), .nℝ. ��� 4�����אDא�  a ���� ��H aV Xb 
nℝ �)0�m�H#4'b�k-�'+b�m#H�U�� a .W%'@ و� �

aV Dلـ ��א a   0 / ( , ) ar B a r V∃ > ⊂ ⇔  
  

  4.3.1k�G
k�G
k�G
k�G
  

X@�� a �Xb0(?#א�( ), .nℝ.  

1( ��)0�m�H#4'b�k-�'+b�m#H���Ha ����Dא��a.

2( ���+�H�Dא�����HaV لـ a ��-�'+bא�Dא���U�'�aU لـ a.

.���I.���I.���I.���I� �� �� �� �
1( s�,��+@�. ( , ) aB a r V=

2( s�,��+@�. ( , ) aB a r U=

  5.3.1kM�' kM�' kM�' kM�'   

��+�H�Dא�����H aV �� a Xb ( ), .nℝ �m#H��@c�V
�'����UאDא�0
Kk-�'+b� �

��������)0�m����H#4'Yא�k���-�'+Yא�@���#א.�א�k���
��0�� a �����ل�وא����Fل�!���s"�;����ن
��2�kאDא.�P�P,�k
i��S@$< a.

  

  6.3.1k��7
bk��7
bk��7
bk��7
b  

����P������،k����-6א��f�����')وא����D����N'א��k����b�4N;��Q���bدو�������،#���?'±��
�b�k	�)��Dم�א�2א�&+b a Xb ( ), .nℝ �!�H#b�k-�'+b�m#H�3 a. 
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4.1  ð^–Ë×Ö<ífléqçÖçfŞÖ]<íéßfÖ] ℝℝℝℝn: l^Ûé¿ßÖ]<öÊ^Ói< <

  1.4.1���)<���)<���)<���)<  

���g��';�' א����
�s��!�V"�א�+���#�g��' �4L�m-���ل�א�mw��Fא�����>@���ن�����'<
.�4�a)د�א���N<ن��$; �����X�0���';� ��D��'��`��a ��U,�X0�g����<و��&B6'وא�

�k�
��kو
��,�D(���>�א����0د�|�Xb��')b�wא�(�4�a.�אk)@4Y،�و,�	Yא�k4א���
0�g���)�P�X§��4ز40(��وHض�א¨�ل���N<�k-�'+b�m#H����k��6����
dא�V�


����.���4�a)א�����!��s"�א�+���#�m,ن��l�<�Kg����"���� ���w(�H����!w|و����&)bط����,
V���
0�nℝ،����mD�����N;و�K�H����$bא�وא-����א�Dدو�U��د.�و>(��A���0،�>���¦د����N<ن�Iو�V���'-

���D#4א'���PWص�א�(&������.�وא����?ª�����&�
0������?��k���M�' ������H������a<�،����lو,
�،~�dא�����א�V
0�k
l�+Yوא��K#�°�`�a ���Hزא��I�k7�7���!א�-Iزא��I� �

  

  2.4.1��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
�^4�a �X01 ��ل�N 2وN على nℝ ��4&� I�B�@'bذא�ن�I�0دאن�و����

β ��¤ αو�����b αن < β و:  

1 2 1( ) ( ) ( ).nx N x N x N x∀ ∈ α ≤ ≤ βℝ  

  3.4.1M�' M�' M�' M�' kkkk� �� �� �� �
�¦B�@<� ��,ن ��+<� "60,� k�Gא��� 3� k��4א�� kM�')
�� k��P�)yא� mא��#א�

^4�a   1N 2وN 3 nℝ ��)0� m�H#4'b� k-�'+b� m#H� ��H� ���²N,ن
k	�  a زא�I �)0� m�H#4'b� k-�'+b� m#H� U�x� �4!�-, a زא��I

Kj#�dא  
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،�N+��;ذא وI  ن�H a 0(?#א Xb E 0و < ρ  �)
?- ��@; *�lو WV
0� �

' ', ( , ) , ;
 ρ ρ ⊂ ρ ⊂   β α  

d d dB a B a B a  

�b��!و�KX
NYא�¦B�@'א��X4G�� �

  4.4.1k�G
k�G
k�G
k�G
  

.�4�a)א� k��P�Pdא  �k�6(א�V
0 nℝ Kk�B�@'b 

.���I.���I.���I.���I 

Xb ��, ��H�x�Xb nℝ �)��� �����V��$<�g����,�Wא�����.��
6Nא��"s!
3 �& ���<W� �

2 1 2
,x x n x≤ ≤

1
,

∞ ∞
≤ ≤x x n x

2
.

∞ ∞
≤ ≤x x n x

k��F2 و�3א=n ،#&a��Usא��`P#א�א�s!����P�)!��)�������Hא-'�א��
m#����H ������-,زא��I�k����-�'+b�m#����@��.�����4�a)زא��,-������א�I�k����-�'+b �^4�����a)א�

،^��

&�و!sא�H+���¬�א���N  k�B�@'b.  
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5.1   »<l^éÖ^jj¹]<ℝℝℝℝ p :l^éÚçÛÂ  

  1.5.1��#N<��#N<��#N<��#N<  

�3�k���''b���4� 2ℝ ����	<���Hu Xb ℕ �§ 
2ℝ:  

( )
2

1 2

:

( ) ( ), ( ) .

→
=

ℕ ℝ

֏

u

n u n u n u n
  

 ���''Y�3א�������b����!����4H����y����b# ���;�k���) ����.�א��Nد� )n nu ∈ℕ  أو( )n nu 

),و )nu ���KEk������''Yא������#N<אن������b�3���
�����kא�'����+�#N<�����0م�دوא���
IFذא���>
�������k������''4

B�K��Wد�א����������N<�X���b�k���	�Fא�s����,�����)!�����)�
0�����t�)������� ,�w���|

k��0�N$א� ( )nu Wن�'�SH#b 1( ( ))u n 2و( ( ))u n ،���k����''b���4&)b�m�-وא���H
sh�' ���P�Kk������m �0د���bא���#�l�Fא��Bא����Dא��b�V
0��4y  :( )i

nu�����- 
i من { }1,2. W%'@)B� �

( )1 2( ) ( , ) .n n nu u u=  

�������k����-�[I�k;�Nدو�������������#N'א�א�s��!�`���4N ل�,ن����Fא�k��N��	;�X��@r 

pℝ، ��- p ق�+����N��L2 �0د�.  

  2.5.1��#N<��#N<��#N<��#N<  

3�k���''b���4�  
pℝ ���	<���H u Xb ℕ �§ 

pℝ.   
��A���(b����N��Lد�������H���,�Xb n �����Fن�א��@� nu ��X�b0(?�#א� pℝ. 

��������������� I p k�����SH#b ( )1 2, ,...,= p
n n n nu u u u .د�����N��B i

nu �.ذא�k�����SH#Yא������!
���7� i א�������
� k���<#א��Uذ n k�����''Yא�X��b ( )nu. ��A��x�w���d�3א��&N��G 

W�+و����P�Usא�$@��א�� �
( )1 2( ) ( , ,..., ) .= p

n n n nu u u u  
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  3.5.1k
(b,k
(b,k
(b,k
(b,  
  

( )2( ) , 2 1nu n n= +�Xb�k���''b�2ℝو�( )10 100,21u =�����#�c�Nא��#�?)Nא����!�
�b(&�؛ �

1
( ) sin , , n

nu n e
n

 =  
 

 Xb� k���''b 
3ℝ 8و

8

1
sin8, ,

8
u e =  

 
 #?)Nא�� �! 

  א�)�b�Xb(&�؛
21 1

( ) , ( 1) , ,
1

n
n

n
u n

n shn

− = − + 
�Xb�k���''b�4ℝ5و�

2 1
, 1, ,25

3 5
 = − 
 

u
sh

�

K�&)b�Qbא���#?)Nא���!� �

  4.5.1��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
k���''b� X0� )  ��ل )nu Xb ( )2, .ℝ #?)0� �§� OD��'<� �&� I 

1 2( , )=ℓ ℓ ℓ من 
2ℝ، #?)Nא�����ن،�Iن�P�#bd1 ,و�وא 2( , )=ℓ ℓ ℓℓ ℓ ℓℓ ℓ ℓℓ ℓ ℓ Xb 

2ℝ �k��& 
k���''4
� ( )nu ول¦���b�)0 n [I +∞ Wא�$#ط��S�xذא�I� �

� �

0 00 ( ) / : .nn n n n uε ε ε∀ > ∃ ∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ − <ℕ ℕ ℓℓℓℓ  
WאD�?'و @'%�א�� �

lim .n
n

u
→+∞

= ℓℓℓℓ
  

  

��&� I�k���''Yא�X0��)

�kא�����"s!�A+' ن�אIKm�0��'bKm�0��'bKm�0��'bKm�0��'b� �
  

  5.5.1k��7
bk��7
bk��7
bk��7
b  

�������W���
�(����3א��א ,�SWI�،D��'hYא�`��a)ن�א���H����
��`�و���³,����#N'א�א�s!
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6.1   »<l^éÖ^jj¹] ℝℝℝℝ p :íflé‰^‰_<sñ^jÞ
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k���''Yא��) و!�����b+���,ن )nu Kk��c�H  

��k��+Hא�$#ط �
X@'������ ( )n nu X�����b�k�������c�H�k��������''b ( ), .ℝ

p

 .�.������4�a)א��A�����bدא�b
V���
0�k����B�@'b ℝ

p

�������3�w���l�Wא�'�����I�s�����)��K����&)�N;�����&)b�����-,�Dذن�  �B 

1
. .= ���P�V
0 Ws��)0�%'@ �K#?Fא�W�،ل�(Yא� �

� �

0

0 1
1

0 ( ) / , :

.

ε ε

ε
=

∀ > ∃ ∈ ∀ ∈

> ≥ ⇒ − = − ≤∑

ℕ ℕ
p

i i
r s r s

i

n r s

r s n u u u u

� �

�د��� ��H� ��,� Xb� �� ,�~
h'�  i�Xb { }1,2,...,p k���''Yא�  >@�ن

( )i
n nu k��c�H 3 ( ), .ℝ �;� �y��b# �k��& ��§�OD��'<� �&� I� Kא�'�م ( )iℓℓℓℓ .
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��k���''b���H�Xbm1 �ود 2( ) ( , ,..., )p
n n n n nu u u u= Xb ( ), .pℝ �X@r
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�
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7.1   <Ù]æ‚Ö]<ï‚Ö<l^è^ãßÖ]ℝ ℝℝ ℝℝ ℝℝ ℝ
n →→→→ :l^fléÚçÛÂ  

  

  1.7.1��������������������� �� �� �� �
���	
�و�����א������������������	������د�א��������������ن������
م�א��	�#����"�����!�� 

א���%وאل�א(���������ذא-�� ,������وא���%�K*����م���א�%�א�����א(�)���'������ &%אم������
����%ل�א�0ل� 
  . א����6�7%ل�א�����5א���341وא�2�'�א1

  

2.7.1  8#�9�8#�9�8#�9�8#�9�  

:2 � ( ) ( ): , . , .nf →ℝ ℝ � ���;�א� �<��9�� ���aVدא�=� �4��a :� 

n
ℝ �2ن#�%>F a  (و��2:مستثنى ℓℓℓℓ :�א��@�A ℝ .:Aل���* f B�����	�*� 

ℓℓℓℓ ��C��#�	*ولD#��=1 x�E� a Wط�Hא��I=�Jذא��  

0 ( , ) 0 ( ) .a x a f xε α ε α ε∀ > ∃ > − ≤ ⇒ − ≤ℓℓℓℓ  

Wא��@ Kא(����א�LM"���N 2*� �
lim ( ).
x a

f x
→

=ℓℓℓℓ  
  

:Aو*��ل��f�Eول��D���	�*��∞ �طD#�x�E��a�Wول���1+Hא��I=�Jذא��� �
0 0 / ( ) .A x a f x Aα α∀ > ∃ > − ≤ ⇒ >  

:Aل���*� �PKQא، � � � ����Eول��D�� �#Dول��∞−�*�	� �=1x��E�a��I=�J� �ذא
�طאH�:  

0 0 / ( ) .A x a f x Aα α∀ > ∃ > − ≤ ⇒ < − 
 

  3.7.1�R�S3��R�S3��R�S3��R�S3�  

�����T���3A������ &1�6�7א��������I���=39 #�U�8���#�M���"nא�א� 9
ℝ���B���V��نWذ�������،

���T�3A���<��n א����5�7-�א91
ℝ ���������� K�2*����א�א������X��� #�K������5%�مV����Y<�2 �

��Uא�א%��"�Z��[\�Z�4و������K���	�������#Q����	�%���#א�������������])א����	3[��������� K

f
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�������������l�<�kא�����Yא�k��
(bdא�����N��K���&'2�Nb��̀ '��<�k����-�����H�%���-�`���a �����H
K���
��#bdא� �

  4.7.1kM�' kM�' kM�' kM�' � �� �� �� �
k��&)א� ℓℓℓℓ .ن�و��I�m��-و.  


����X0ذא��א��k��-�3��B#N<�Usא��وאلN'א���
'��W����( ) ( ). , . , .→ℝ ℝ� �� �� �� �
� �� �� �� �

  5.7.1k
(b,k
(b,k
(b,k
(b,� �� �� �� �
1( kSא��א��( , ) 3 1= − +f x y x y����<�1= −ℓℓℓℓ��)0��y�k;�& �.(1,1)

��H���,�Xb�،�N+��;�0و ε<�W%'@ � �

1

( , ) 1 3 2 ( 1) 3( 1)

1 3 1 3 1, 1 .ε
+ = − + = − − −

≤ − + − ≤ − − ≤

f x y x y x y

x y x y
� �

s�,��+@��
3

εα =���#N'�3א��K"60,� �

2( kS�2א��א� 2( , ) = + −f x y x y xy����<�0=ℓℓℓℓ��)0��y�k;�& �.(0,0)

��H���,�Xb��)����،�N+��;�0و ε<W� �
2 2 2 2 2 2 2 2

2

2

1
0 ( )

2
3

( , ) ;
2

ε

+ − − ≤ + + ≤ + + +

≤ ≤

x y xy x y xy x y x y

x y

� �

s�,��+@��،אs!��N;�2

3
α ε=�#N'�3א�K"60,���� �

3( �kS2א��א� 2( , ) ( )sin= +f x y x y xy����<�0=ℓℓℓℓ ��)0��y�k;�& �.(0,0)

��,�Xb��)����،�N+��;�0و ε<W� �
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2 2 2 2

22 2

2

( , ) 0 ( )sin ( ) sin

0, 0 .ε

− = + = +

≤ + = − − ≤

f x y x y xy x y xy

x y x y
� �

s�,��+@��α ε=�K"60,���#N'�3א� 

4( kS�1א��א� 1
( , ) sin sin= +f x y x y

y x
�� ���<0=ℓℓℓℓ���)0� �y� k;�& 

k	�)(0,0)�א�K���H���,�Xb��)����،�N+��;�0و ε<W� �

1

1 1 1 1
( , ) 0 sin sin sin sin

( , ) (0,0) .ε

− = + ≤ +

≤ + = − ≤

f x y x y x y
y x y x

x y x y

� �

s�,��+@��α ε=�K"60,���#N'�3א�� �

5( �kSא��א�
2 2

2
( , )

+=
+

x y
f x y

x y
����<�2=ℓℓℓℓ�k	�)0(��א���y�k;�& �

(1,0)KW�)����،�N+��;و� �
2 2

2 2 2 2

2 2
2 2

2 2 2 2
( , ) 2 2

1
2( 1) 2 2( 1) .

+ + − −− = − =
+ +

= − + + − −
+

x y x y x y
f x y

x y x y

x y x y
x y

� �

��#N<� ���bאن V
0� mود��� A���� mw�dא� mD��Nא�� "s!�fK��،�M
 � �sא
�);,�H�W�G ن��H�k��
��kPאDد�[I�،�-وא�#��t'b�.�3א��وאل�ذא� �

( )( ) 1
max 1 , .

2
− ≤x y� �

W� ��>��,ن

1 3
,

2 2
1 1

;
2 2

 ≤ ≤

− ≤ ≤


x

y

� �
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W��
 و0

2 21 5
;

4 2
≤ + ≤x y� �

��H���,�Xb�%'@ �،���'��;�0و ε<W� �

( )
( )( )

2 2

2 2

2 2

2( 1) 2 2( 1)
( , ) 2

4 2( 1) 2 2 1

28 max 1 , ;ε

− + + − −− =
+

≤ − + + − +

≤ − ≤

x y x y
f x y

x y

x y x y

x y

 

s�,��+@��1
min ,

2 28

εα  =  
 

�K"60,���#N'�3א� 

6( kSא��א��
2 2

( , ) =
+
xy

f x y
x y

����<� W��)0� k;�& �.(0,0)�����Bن ،�N+��;و

� k��& � �#و��د�t'Yא� �@
��� Usא�� �א����� ��Hن ���,� �!#��t<� ��0م �G'��#��t'Yא� �@
��� Usא�� �א����� ��Hن ���,� �!#��t<� ��0م �G'��#��t'Yא� �@
��� Usא�� �א����� ��Hن ���,� �!#��t<� ��0م �G'��#��t'Yא� �@
��� Usא�� �א����� ��Hن ���,� �!#��t<� ��0م �G'������
( , )x y����Xb�?Oא�
6�?Xb�?Oא�
6�?Xb�?Oא�
6�?Xb�?Oא�
6�?�.(0,0)�Wل�(Yא����P�V
 Iن��!sא�|S���w�I�،ذ����(��0

0 0

1 2
lim ( , ) lim ( ,2 ) .

2 5→ →
= ≠ =

x x
f x x f x x� �

���b#Fن�Hא�s!�f��)0�k��&)��;�����Xb�.(0,0)א�'4' �
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8.1  <<<Vl^è^ãßÖ] <Ù]æ‚Ö]<ï‚Ö<ℝ ℝℝ ℝℝ ℝℝ ℝn →→→→<Vßâ�Úíflé‰^‰_<l^

� �
�kSل�دא���

'��0�Xb��SHم���k���NB�mدא,�gم�����<�kא���Yא�k)!1Yא� �Iن

W�&H�&B�Kk��&)�� �

  1.8.1E.����''Y�;�k��&)א�����9F�k)!1bE.����''Y�;�k��&)א�����9F�k)!1bE.����''Y�;�k��&)א�����9F�k)!1bE.����''Y�;�k��&)א�����9F�k)!1b
)� &�����kא���ℓℓℓℓ�kS@�ن��0د ) ( ): , . , .⊂ →ℝ ℝn

ff D�k	� ��)0�a�
bX�ℝn�� A���-� �وI�:�Bذא �I fk���''bذא ��H�( )n nx�� �§� k;D��'ba�3�

( ), .ℝn�[I�k���''b�( )( )n n
f x��§�k;D��'b�ℓℓℓℓ�3�( ), .ℝK� �

  

.���I.���I.���I.���I� �� �� �� �

����3د��Bא��وאل�Xb�g��I�"�)�Pو��B#N<���40��
'��W� 

( ) ( ), . , .→ℝ ℝ�K�;�k�S
N'Yא�kM�')א��k�4!d�g�
0�"��N ��'� ,�w|� �
�وم�א�$#ط�� �
�� @'%�>��f����<�ℓℓℓℓ��)0��y�k��& �aK�W�+�#N(+�ض�,ن �

0 ( , ) 0 / :

( ) ; ( )

∀ε > ∃ ρ ε > ∀ ∈ ⊂

− ≤ ρ ⇒ − ≤ ε ∗

ℝ

ℓ

n
fa x D

x a f x
� �

)  I A �Hذאو )n nx k���''b�Xb�fD  k;D��'b �§ a  �'HW�G�,��)� �

0 00 ( ) / : . ( )∀ε > ∃ ε ∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ − ≤ ε ∗∗ℕ ℕ nn n n n x a� �
�<��  �� ,  �+@� s�, ρ = ε  3�F∗E���+'-W0 ;� وאn 3�F∗∗� E7?�ل
��

V
0W� �

0: ( ) ;∀ ∈ ≥ ⇒ − ≤ ε ⇒ − ≤ εℕ ℓn nn n n x a f x� �
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)�+���>���b �OD و!� )( )n n
f x��§ .ℓℓℓℓ� �

k��+Hk��+Hk��+Hk��+H  $ط#ط#ط#طא�$א�$א�$א�#WWWW
;�^N'� 1!�ن�����;�K�
� &���f����<�W�ℓℓℓℓ��)0��y�k,ن���(+�ض

aK�������)0�g�0�00د�ذ� < ε���¤�%��Yد�א�Nא��X@���4&b�ρ������
#?)0�xρ�Xb�fD���S�W � �

0

,

( ) .

ρ

ρ

 − < ρ


− > ε ℓ

x a

f x
� �

=D1دد ��!sא�אW�'PWل��Xb,���א���`�א���I �kذא ρ�،1

2
،KKK،1

n
KKK،�� و���

s��)0�k���''b ( )n nx �S�xW � �

0

1
,

( ) .

و

 − <


 − > ε


ℓ

n

n

x a
n

f x

� �

f')'� ��)�א�k���''Y,ن )n nx�OD��'<��§  a�3�^-��)�א�k���''Y,ن )( )n n
f x�W� 

OD��'<��§�ℓℓℓℓ،��!و �b  S@$��  �G
�)<  �b א�+#ض�Kو�(&��א�1!�ن� �

W�(bنW�(bنW�(bنW�(bن2.8.1  
0
s!���l�V"�א1Y!(�k2�Nb�kאY)�ل�א���دس�,60" )1��N)�K 

^'���''Yא� �א0'1 � I�1ذא
,0

 =  
 

nu
n

1و� 1
,

 =  
 

nv
n n

�3�( )2 , .ℝ

��'�&��4(0,0)�و�� �!D��'<��4;�ن�§�����)�|�w,ن ) 0=nf u1و�
( )

2
=nf v�
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�Bو�f�^'+
'hYא�(&��'^�א� 1و����0;''�ن�>'��D;�ن�§�

2
� K�V
0�f')'� 

kSא��א��� 1b���l�f�)0�k��& ����<�W��(0,0)K!('(��,ن

2( k��&)א��
2 2(0,0)

1
lim sin
→ +x x y

�W� |���b�wد�Kmو;��+�N،� 6-¢�,ن

1 1
lim , (0,0);

π π→∞

  = 
 n n n

� �

Wk���;���,ن��א�k���''Yא�� �

( 1) ; 2 1,1
sin sin

1 1 2 0 ; 2 ,

π

π π

 
   − = + = =    =   +
 

p n p
n

n p
n n

� �

�Km�0��'b 

  

  3.8.1�f��' �f��' �f��' �f��' 
��P�k��א�'��P�Pdא�f��')א��Xb��GN;��
���4�B��4Kن���#P�Xb��SH

�j����y�N+b→ℝא��وאل� ℝ���#Yא�#a אF�F1�KEE�Kدون�;#!�ن�g���&
�� 
Kg�3ذ��g�+ ن����g)@r,ن�#9 �

�دא�kS   .أ  A
�
� ) Iذא ) ( ): , . , .→ℝ ℝnf k	� � �)0� k��&   �� �B 
���Dא������� a

 
WU,�،��
0�mن���ود�@<  

0 0 / 0 ( ) .α α∃ > ∃ > < − ≤ ⇒ ≤M x a f x M

��NbوEkb  .ب  �F,و k���b� kSدא�� ��H� k��& �( ) ( ): , . , .→ℝ ℝnf��3
k	� ��Dא���a��!Dو�;�Ekbو�Nbو�,F�k���bK 

� �
� �

a
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�دא�kS  .ج  A
�
� )�Iذא ) ( ): , . , .→ℝ ℝnf��b�9� k���b� k��& �ℓℓℓℓ��k���PF
V
0�k	� ��)0�E�א�'�א��a����Dא���������� �B�a��k���b�kSא��א����Bن��@<

KE�א�'�א��V
0�k���PF 
 

�دא�kS  .د  A
�
� )�Iذא ) ( ): , . , .→ℝ ℝnf�k	� � �)0� kbو�Nb� k��& �a�
A �Hو�( ) ( ): , . , .→ℝ ℝng�� kSدא�mود��mود��mود��mود�������Bن k	�)א�� "s!� Dא��� 3
kSא��א��fg��)0��y�k��& �#+?א�����<�aK����

� �� �� �� �


�Xb�k��& �g'l�0ذא�אI����
4 2( , ) (0,0)

lim sin
→ +x y

chx
y

x tg y
،��������P�V
0

Kkbو�Nb��&��אY)�ل،�,s!��G+;�g)@b"�א�('��kMא2�م�>��א�;�  �

0
�Vא�(&���.bbbbk)!1k)!1k)!1k)!1�E  .ه �k�4
��.�א�12Nא�F� �
X@'��fو�g�D���3א�^'B�#Nb�^'�����-�^'Sدא��aV k	�)��a�Xb�

nℝ���¤�lim ( )
x a

f x
→

=ℓℓℓℓو�' lim ( )
x a

g x
→

=ℓℓℓℓ�Fℓℓℓℓ و'ℓℓℓℓ�X@و���Eن��&')b�λ�0دא��
������-��Ws��)0��)ن�����@�� �
� �

1( ( )lim ( ) ( ) ';
x a

f x g x
→

+ = +ℓ ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓ

2( lim ( ) ( ) ';
x a

f x g x
→

= ℓℓℓℓℓℓℓℓ

3( lim ( ) ;
x a

f xλ λ
→

= ℓℓℓℓ

I�0ذא��Hن )4 ( )g x≠���H���,�Xb�x�Xb�aV0و� '≠ ℓℓℓℓ�W��Bن
( )

lim ;
( ) 'x a

f x

g x→
= ℓℓℓℓ
ℓℓℓℓ

� �

� �
� �
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I�0ذא��Hن )5 ( )g x≠���H���,�Xb�x�Xb�aV0و� '≠ ℓℓℓℓ�W��Bن
1 1

lim ;
( ) 'x a g x→

=
ℓℓℓℓ� �

 F,و�א���k)!1b�E�Dא�k)!1b#?Fא�k)!1b#?Fא�k)!1b#?FאF?#  .و 

1( X@'��fو�gو�h������&�
	)b�k�)�6��A�Xb �دوאل�-���� ), .ℝn��
W��¤� �

( , ) ( ) ( ) ( ).∀ ∈ ≤ ≤x y A g x f x h x� �
�A
�
� �h�kH�$bو�Igذא k��& �ℓℓℓℓ�k	� � �)0�0x�Xb�ℝn�AN�'9�f�

Dو�;�!���;ℓℓℓℓ��)0��y�k��& �0xK 
2( X@'��fو�g����� �4&�
	)b�^'�����-�^'Sدא��A�Xb�( ), .ℝn�

W��¤� �

( ) ( ) .∀ ∈ ≤x A f x g x� �
A�°ذא�I�( )g xא�?+#��¸ل��[I�x�[I�0x�Xb�ℝn�A�°�( )f x��[I��!Dو�;

K#+?א� 

k��&)ض�א�#N'� א�?�د�,ن�� �s!�3�X@rא
2 2

2 2(0,0)
lim
→ +x

x y

x y
� K��)a-Wذא��B

W���,ن �
2 2

2 2
2 2

1
0 ( ),

4
≤ ≤ +

+
x y

x y
x y

� �

W�0
���l�Vא�+#ع��א�Ew�d,نF��6¬�X���<� �
2 2

2 2
2 2(0,0) (0,0)

1
lim lim ( ) 0.

4→ →
= + =

+x x

x y
x y

x y� �
� �
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�k)!1bא���k)!1b%�Hא���k)!1b%�Hא���k)!1b%�Hא���H%  .ز 
X@'��( ) ( ): , . , .⊂ →ℝ ℝnf Aو�( ) ( ). : , . , .g B ⊂ →ℝ ℝ� ض�+ � �

mD�?א����Im,ن f�3�mא�'��BK�X@���0x�Xb0(?#א��A�KA
�
�� &��I�f�kذא� �
� �

ℓℓℓℓ��)0�0x�A
�
�א��א��kSא�g��k��& 'ℓℓℓℓ��)0�ℓℓℓℓ�k�SH#Yو ��B�gن f�����<�'ℓℓℓℓ�
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9.1  <<<l^è^ãßÖ] <‚ÖÙ]æ‚Ö]<ï<ℝ ℝℝ ℝℝ ℝℝ ℝn →→→→<V<ífÎ^Ãj¹]<l^è^ãßÖ]
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�����W ��,ن �

2
2lim ( ) .

y a
g y

→
= ℓℓℓℓ� �
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2 2

2

( , ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( )

.
3 3 3

f x y f x y g y g y

f x y f x y g y g y

ε ε ε ε

− = − + − + −

≤ − + − + −

≤ + + =

ℓ ℓ ℓ ℓℓ ℓ ℓ ℓℓ ℓ ℓ ℓℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓ

��وI��b]�,ن���G+<�k�Nlא���"s!��2=ℓ ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓK� �
�I��1=ℓن��אG+��6��´�WW�'P��;�وI�"D]�,ن ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓ�K�[I�w�d�3א�~
±
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� �
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Pdא� `�a)א�� �א�� � ��Bذא�P��
1

�;��א��. ،Eم���<� �4H� �b$#وع #b,� Fو!�
W�)�'H�،Wوو��� �

( )

1 1

1

( ) ( 1) ( 1), ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 1 1 2 1, 1 .ε

− = − + + − − +

= − + + + − − +

≤ − + + = − + ≤

ℓf x x y x y

x y x y

x y x y

� �

s�,��+@��.
2

εα =� �
� �
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2( ���X,ن��)��
3 3

2 2 2 2( , ) (0,0)
. lim , (0,0)

→

 
= + + x y

x y

x y x y
� �

X@���0 ε<�WmD��Nא��D��و�(�� �
� �

3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3

2 2 2 2

( ) , (0,0) ,

( 0) ( 0)
, .

   
− = − =   + + + +   

 − −=  + + 

ℓ
x y x y

f x
x y x y x y x y

x y

x y x y

� �

� �

��P�Pdא�`�a)ذא�א�� ��א��B�
2

.،�Wא�وو����;،�W�)�'H� �

( )

( )

3 3
3 3

22 2 2 22 2
2 2

6 46 6
2 2 2 2

2 2

( 0) ( 0) 1
( ) , ,

( , )

1 1
( , ) ( , ) .

( , ) ( , )
ε

 − −− = = + + 

= + ≤ = ≤

ℓ
x y

f x x y
x y x y x y

x y x y x y
x y x y

� �

� �

s�,��+@��4.α ε=� �
3( ����X,ن��)�( )

( , ) ,
4 4

. lim sin cos ,sin cos (0, 2)
π π → 
 

− + =
x y x

x y x y� �

X@���0 ε<�WDא��Yא�D��و�(�� �
( )( ) sin cos ,sin cos (0, 2)

sin cos ,sin cos 2

sin sin cos cos ,sin sin cos cos .
4 4 4 4

π π π π

− = − + −

= − + −

= − − + − + −

ℓf x x y x y

x y x y

x y x y

� �

� �

W���Bذא�>SHs# ��,ن �
sin sin 2sin cos ,

2 2

cos cos 2sin sin ,
2 2

− +− =

− +− = −

u v u v
u v

u v u v
u v

� �
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W�����Xb��)�'H� �

4 4 4 42sin 2sin sin ,
2 2 2 2

( )

4 4 4 42sin 2sin sin
2 2 2 2

π π π π

π π π π

 − + − +
−


− =

− + − + 
− 




ℓ

x x y y
cos

f x

x x y y
cos

 

��P�Pdא�`�a)ذא�א�� ��א�ن�א�Iو�.
∞

W� ����،Wא�وو����;�، 

� �

4 4 4 42sin 2sin sin ,
2 2 2 2

( ) max

4 4 4 42sin 2sin sin
2 2 2 2

π π π π

π π π π∞

 − + − + 
− 

 
 

− =  
 − + − +
 − 
 
 

ℓ

x x y y
cos

f x

x x y y
cos

� �

4 42 sin 2 sin ,
2 2

max

4 42sin 2 sin
2 2

π π

π π

 − − 
+ 

 
 ≤  
 − −
 +
 
 
 

x y

x y

� �

� �
� �+@�� �,�s@!sא،

.
2

εα =� �

max ,
4 4 4 4

2max , .
4 4

π π π π

π π ε

 ≤ − + − − + − 
 

 ≤ − − ≤ 
 

x y x y
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�א��وאل .�;�& � V
0� m#	��
�� kN�� � mدא,� �	N<� kא���Yא� k�Gא��� ��Iن
→ℝ ℝn pא��وאل�����&<��SH#b�.���&);��&	;#;�gوذ�. →ℝ ℝn�W�&H�&B� �
 

  3.10.1k�G
k�G
k�G
k�G
� �� �� �� �
#?)0� ��1@�ن 2( , ,..., )p=ℓ ℓ ℓ ℓℓ ℓ ℓ ℓℓ ℓ ℓ ℓℓ ℓ ℓ ℓ�� Xbℝ p�kSא���� k��& �: →ℝ ℝn pf�

�)0�k	� �a�Xb�ℝn�k�SH#b���H�A
�
� ��iℓℓℓℓא��Nد�I�if����fذא�وI�:�Bذא
& �)0��y�k���aK� �

W�)����،j#�,�mD��N;و� �
1 2lim ( ) lim( ( ), ( ),..., ( ))p

x a x a
f x f x f x f x

→ →
= = ℓℓℓℓ� �

 

1,2,..., lim ( )i i
x a

i p f x
→

∀ = = ℓℓℓℓ� �
.���I.���I.���I.���I� �� �� �� �

�وم�א�$#ط�� �
���lim(+�ض�,ن ( )

x a
f x

→
= ℓℓℓℓ���limو�()��A,ن ( )i i

x a
f x

→
= ℓℓℓℓن�א�������H����,�،i�� �

Xb�{ }. 1,2,...,p�W�+�#N<��)���� �
( )lim ( )

x a
f x

→
= ℓℓℓℓ� �

⇕� �
( )0 0 / : ( ) ;fx D x a f xε ρ ρ ε∀ > ∃ > ∀ ∈ − < ⇒ − <ℓℓℓℓ� �

� �

W�
`�,نN �،X@و�� �
{ }( ) ( ) , 1,2,..., ;i if x f x i p− ≤ − ∀ ∈ℓ ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓ� �

� �
� �

⇕
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WذنI� �
0 ( ) 0 / : ( ) ( ) ,

if i ix D x a f x f xε ρ ε ρ ε∀ > ∃ > ∀ ∈ − < ⇒ − ≤ − <ℓ ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓ� �
KO�
	Yא��)bو� �

��k��+Hא�$#ط�k��+Hא�$#ط�k��+Hא�$#ط�k��+Hא�$#ط �� �� �� �
��,ن ��lim(+�ض ( )i i

x a
f x

→
= ℓℓℓℓ� �א�����، ��Hن ���,�i�Xb�{ }1,2,...,p�

��,ن A�()و��lim ( )
x a

f x
→

= ℓℓℓℓ� Kد���� ��H� ��,� Xb�i�Xb�{ }1,2,...,p��%'@ 
W�+�#N<W�+�#N<W�+�#N<W�+�#N<� �

0 0 / : ( ) ,
ii f i i ix D x a f xε ρ ρ ε∀ > ∃ > ∀ ∈ − < ⇒ − ≤ℓℓℓℓ� �� �� �� �

� s�,ذא�Iو����
1
minρ ρ
≤ ≤

= i
i p

W� ���� �

1
: max ( ) ( ) ,f i i

i p
x D x a f x f xρ ε

∞≤ ≤
∀ ∈ − < ⇒ − = − ≤ℓ ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓ� �

KVt'�Yو!��א� �
� �

W�;�k�Gא���"s!���l�V
0�� ��9�"60,�k�6(א��k
(b8��k+L���mDز�����Iن �
� �

( , ) (1, 1)

( , ) (1, 1)
( , ) (1, 1)

lim ( ) 0
lim ( , ) (0,2);

lim ( ) 2
→ −

→ −
→ −

+ = 
⇒ + − =− = 

x y

x y
x y

x y
x y x y

x y
� �

� �
3

3 32 2( , ) (0,0)

2 2 2 23 ( , ) (0,0)

2 2( , ) (0,0)

lim 0
lim , (0,0);

lim 0

→

→

→


=   + ⇒ =  + + =

+ 

x y

x y

x y

x
x xx x

x x x xx
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� �

� �
� �
� �
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( , ) ,
4 4

( , ) ,
4 4

lim (sin cos ) 0,

lim (sin cos ) 2,

π π

π π

 → 
 

 → 
 

− =

+ =

	




�




�

x y

x y

x y

x y
� �

⇓� �
( )

( , ) ,
4 4

lim sin cos ,sin cos (0, 2).
π π → 
 

− + =
x y

x y x y

� �
  4.10.1k��7
bk��7
bk��7
bk��7
b� �� �� �� �

k��0�Nc�kدא����
��3�1H,�k0�K�"60,�k�G>���ن��0م�9'��f��k��&);
k	� ��)0�a�ℝn�K<��SH#b�j�-I����<�SW,�gذ����,�Xb��+@��&�if��k��& 


%��g)bא�(�3�#aא�(&���a�KWkא�(�	�kذא>&��0(�L��
B� �

( )( , ) 0,0,0

1
lim sin cos , , ,

sin→

 − + − 
 x y

x z x y x
z

� �

k(��(א�� k�SH#Yא� ��dن gذ�� ،mد���b� A���� �&� ,� ��א�'� V
0� X���<�
1

( , , )
sin

−֏x y z x
z

��)0�k��& ����<�W�(0,0,0)K 
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   11.1…]†Ûj‰÷]<Vl^fléÚçÛÂ< <

  1.11.1���)<���)<���)<���)<� �� �� �� �
�;��#و*� ¢+'x� �	�Yא� �!sא 3� �D�)Pد!� �א�� ��D�N'א�� ���� V���P

ℝ→� +�&��א���0��y�A �H(��א��وאل ℝn pK��.دوאdא?�j�P�w�t'ل�א��	��X�
Dא��� �''+ � ��P� K?k��;���وאلא�	������ kPא�→ℝ ℝnوאل�����;� �&Bد# � �̀ �

→ℝ ℝn p��،K.���&)وא��.����''Yא�W^�;א����^b�&+Y�3���7א
b��!��4H� �
  2.11.1��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �

X@'��f�k	� �D0(����א�kB�#Nb�k�����-�kSدא��a�Xb�nℝ�K��&)0ل��� 
�&� I��)0�m�#4'�b�a��)0�kB�#Nb�A �Hذא�I�a�W�A�S�-و� �

lim ( ) ( ),
→

=
x a

f x f a� �
WU,� �

0 ( , ) 0 ( ) ( ) .na x x a f x f aε α ε α ε∃ > ∃ > ∀ ∈ − ≤ ⇒ − ≤ℝ� �
� �

����V
0� m�#4'�b� �&� I� Iذא��A��Xbnℝ��g�sH�A �Hو ��ل�0(&�
k	� ���H��)0�a�Xb�AK� �

�k�� �(א��g'PאD�3د��)�N;���#N'א�א�s!�g;�#r��,F!!!E� �
 

  3.11.1k
(b,k
(b,k
(b,k
(b,
1( Wط��Pא�����	<���Iن �

( )1

1

: , .

( ,..., ) ( ) ,

π

π

→

= → =

ℝ ℝn
i

n i ix x x x x
� �

V
0��#4'�b�ℝn�K#?)0���H���,�Xb�،6NBو�a�Xb�ℝn�W�)���� �
� �

1
( ) ( ) ;π π ε− = − ≤ − ≤i i i ix a x a x a� �
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s�,�،"60,���#N'�3א��،�+@��ε α=K 
2( kSא��א��( )2

2
: , . →ℝ ℝf�W�;�m�	NYא

2 2

2 2
; ( , ) (0,0),

( , )

0 ; ( , ) (0,0),


≠= +

 =

x y
x y

f x y x y

x y

� �

�)0�m�#4'�b�(0,0)�KW�)����،�N+��;و� �
2 2

22 2
2 2 2

1 1
( , ) (0,0) ( ) ( , ) ;

4 4
ε= = ≤ + = ≤

+
x y

f x y f x y x y
x y

� �

s�,��+@��. 2α ε=� �
� �

3( "�)0�D#4א'PW�;د���4)��(0,0)�k�����Fא�kSא��א��g�
0�m�	NYא�V
W�7)א�

sin sin
( , ) .

−=
−

x y
g x y

x y
� �

k��&)א�� O��-� �)�
0�
( , ) (0,0)

lim ( ,
→x y

g x y� K�kt�?א�� gذ�� k�t;�  �'�hم
WkBو#NYא 

sin sin 2sin cos ,
2 2

− +− = x y x y
x y� �

W���l�V
0��M)B� �

( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

( , ) (0,0)

2sin cos
2 2lim ( , ) lim

sin
2lim cos 1.

2
2

→ →

→

− +

=
−

− 
  += = − 
 

x y x y

x y

x y x y

g x y
x y

x y
x y

x y

� �

�
~�,نh'� �g���)0�D#4א'PW�;����4'�1א�?+#�;�>����א�K� �
� �
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����4.11.1����������#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
X@'��f����� �&�
	)b� k�����-� kSدא��D�Xb�ℝn�X@و���

1( ,..., )= na a a�Xb0(?#א��D�KW�G � �
{ }1 1 1/ ( ,..., , , ,..., ) .− += ∈ ∈ℝi i i nA x a a x a a D� �

���4� k������kSدא�k������kSدא�k������kSدא�k������kSدא���&'�<D�i�Xb�{ }1,2,...,n��;� �y� �א�b#Yز k�����Fא�kSא��א��
if�V
0�kB�#NYوא�iA�W�;� �

1 2 1 1( ) ( , ,..., , , ,..., ).− +=i i i nf x f a a a x a a� �� �� �� �
� �� �� �� �

  5.11.1k
(b,k
(b,k
(b,k
(b,� �� �� �� �
1( WkSא��
�'�ن����� א��א�S'�ن�א2

2:

( , ) ( , ) 5 7 4,

→
= + −

ℝ ℝ

֏

f

x y f x y x y
 

k	�)(2,7)�0(��א��W�4!� �
1

1

:

( ) 5 45,

→
= +

ℝ ℝ

֏

f

x f x x
� �

2

2

:

( ) 7 6,

→
= +

ℝ ℝ

֏

f

x f x x
� �

 

2( WkSא��א�� �
3

2 2 2

:

( , , ) ( , , ) 2 3 4 5 6 7 ,

→
= + + − − −

ℝ ℝ

֏

f

x y z f x y z x y z x y z
� �� �� �� �

k	�)א�� �)0� ���<�(1,0, 1)−�k�����א2 0
3f��Vو�2fو��1fא��وאل� m�	NYא
W�7)א�

1

2
1

:

( ) 2 5 11,

→

= − +

ℝ ℝ

֏

f

x f x x x
� �

� �
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� �
2

2
2

:

( ) 3 6 8,

→

= − +

ℝ ℝ

֏

f

x f x x x
� �

3

2
3

:

( ) 4 7 3.

→

= − −

ℝ ℝ

֏

f

x f x x x
� �

� �

3( WkS�1א��א�'N)�� �
2

2 2

:

cos sin
; ( , ) (0,0),

( , )

0 ; ( , ) (0,0),

→
+ ≠ +→ 

 =

ℝ ℝf

x y
x y

x yx y

x y

� �
� #?)Nوא�( , )a b�Xb�2.ℝن��'�����א2 ��2fو��1fא��א�S'�ن ��f��)0�( , )a b�

W�;ن��<�	Nb� �
1

2 2

:

sin sin
; ( , ) (0,0),

0 ; ( , ) (0,0),

→
+ ≠
+

 =

ℝ ℝ

֏

f

x b
x b

x x b
x b

2

2 2

:

cos sin
; ( , ) (0,0),

0 ; ( , ) (0,0).

→
+ ≠
+

 =

ℝ ℝ

֏

f

x a
a x

x x a
a x

 

 

  6.11.1��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
kSدא�� X0� :� ��ل ⊂ →ℝ ℝnf D�k	� � �)0� m�#4'�b� �&� I�

1( ,..., )na a a=�#��t'Yא�[I�k��)��;�ix�k����#4�I�if��mذא���A �Hدא�S'&��א2'�b
�)0�iaK� �



…]†Ûj‰÷]æ<l^è^ãßÖ]<VÙflæù]<Ø’ËÖ]< <

69

   12.1…]†Ûj‰÷]V íflé‰^‰_<sñ^jÞ< <

  1.12.1k�G
k�G
k�G
k�G
� �� �� �� �
A �Hذא�I�: ⊂ →ℝ ℝnf D�k	� ��)0�m�#4'�b�kS�1دא�( ,..., )= na a a�

Xb�D�k������kSدא����H�A �H�if��)0�m�#4'�b��y�iaK�� �

.���I.���I.���I.���I� �� �� �� �
���1(���b�X)�6,نf��)0�m�#4'�b�1aK��#4�����f��)0�m,ن'�b�a�W���Bن �

0 ( ) 0 / : ( ) ( ) ;ε σ ε σ ε∀ > ∃ > ∀ ∈ − ≤ ⇒ − <ℝnx x a f x f a� �
��,�Xb�X@�2و�( , ,..., )nx t a a=��1@�ن� 1( ) ( )=f a f a1و 1

t a x a− = −� �
Wk;�'@;��4����b��!و� �

1 1 1 10 ( ) 0 / ( ) ( ) ,ε δ ε δ ε∀ > ∃ > − < ⇒ − ≤t a f t f a� �
Kو�(&��א�1!�ن� �

� �


��7'�ن2.12.1  b��7'�ن
b��7'�ن
b��7'�ن
b� �� �� �� �
1( k������#4��nfو�KKKو��2fو�I�1fذא��A�� �Hא����وאل�א2'���b�s���)�-����)

�m

���k��0�N�$א��k�Sא��א��X�0�f����������.א�wt'��Yא�X�b���-وא����@��k���)��;�m�#4'��b���&� I����1x����
0
nx����Km�-�Vو KKK و����2xو 

2( �����b�40�©L�����k���Gא���Q��@0�����b�40�©L�����k���Gא���Q��@0�����b�40�©L�����k���Gא���Q��@0�����b�40�©L�����k���Gא���Q��@0�K�2א����وאل�א��D#4א'��Pא��������Bkن����1f�
���������b�40��0�'����������Wא�������P'#4א�Dא��א�na����k�������Sو�KKKو��nf����������)01aو�KKKو�2fو

�k��0�N�$א��f�����)01. ( ,..., )= na a a������&+��<��,F�mw&��$א��k��Sא0'1 ���א��א�����
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  6.12.1��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
kSل�دא��� �: ⊂ →ℝ ℝnf A�V
#4��a' �;�mم�0'�b��&� I�A�WA�S�-ذא�I 

� �
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� �
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0dא��&���-� �
 

  9.12.1k
(b,k
(b,k
(b,k
(b,� �� �� �� �
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15. Heinrich Eduard, Heine�3و����K�� �Y,���<���l��D�W�16���1821אن�����.��b�1^�و�;
3�21�#;�'H,�1881������¤��#<�Kل�&;�������.�S�'�$Yذא.�א�.Wد��NYא���(b�k�0��)'b�Xد����b�3
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  10.12.1��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
X@'��: ⊂ →ℝ ℝn p

ff D����� �&�
	)b�kSدא��fD�Xb�ℝn��&��?bو�
pℝ1و�� 2( , ,..., )= na a a a�Xb� �0�fD(?#א KXb� �S
H� ��pℝو��ℝn +�ض�,ن
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� �
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0 ( , ) 0 / : ( ) ( ) .ε ρ ε ρ ε∀ > > ∀ ∈ − < ⇒ − <fa x D x a f x f a� �
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  11.12.1k)!1bk)!1bk)!1bk)!1b� �� �� �� �
kSدא�� :�>@�ن ⊂ →ℝ ℝn p
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13.1<<íÖç×¦<àè…^³< <
  

1( � X��0��b� Q �M'b� �b�N'b� `
Nb� 3� ���P�)!� ��(b� �̀ �>N#א � ����
Sא���'^א��א��Yא^'W
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�320��k�
��� 1866 �@P6��; ����.א���وאل�ذא�j����k��P�)y7~�א�2א %�אB�K����	��;

�������A��x��!#��G-א"�א�����D�'Hא�����k����PDع����l�b�j���7B����4Nא�א�s��!��S@��c�K�U����0�#����t'b
� �01851�Kم��و �
$&��אوصڤ�cI#א
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2 2

2 2

4 ( )
; ( , ) (0,0),

( , )

0 ; ( , ) (0,0).

xy x y
x y

g x y x y

x y

 − ≠= +
 =

� �

V
#4�>�ن�0'�b�2ℝK� �
� �
18(  � ,�X!#; �H� �Iذא �A�2: →ℝ ℝf����b�kSدא�k��#4'�bوm�k	� ��)0�

( , )a b ��� �B�����y�Dא��א�"s�k	�)�<�V�����BkSא��א��f����bkK 
 

19(  kSא��א��D#4א'Pس�אD�2אد 2: →ℝ ℝf�V
0�m�	NY�2אℝ�W�;

2 2 4 4

2 2 2 2
; ( , ) (0,0), ; ( , ) (0,0),

( , ) ;

0 ; ( , ) (0,0), 0 ; ( , ) (0,0),

  − +≠ ≠   = + +  
  = =  

x y x y
x y x y

f x y x y x y

x y x y

� �

�kS��2א�
�PW�; [I�2ℝ'#4אD ���4אدDس�א�'  )20 2: →ℝ ℝf �#NYאBk W�; 
2

2 2

cos cos
( , ) , ;

 −=  + − 

xy x y
f x y

x y x y
� �

KX@b,ن�I�mد��4Yא�kSא0:�א��א���̀ �� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

� �
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2 2

2

1 x 

y

0

14.1<<<<<<<<<<<<Ùç×u

1( �������#N<אن������Y����� �bDذא�I�f������;fD����k�����4'�D�|�
و>���SHs# ��,ن��א��א��k���Sא�
V
0�kB�#Nb�∗

+ℝ�W�0
�Vא�+��D,ن�X���<
( )( )2

2((0,0),2) ((0,0),1) \ (0,0), 2 ,= ∩ ∩
ℝ

ℝfD D C D C

W��-� �
{ }2 2 2((0,0),2) ( , ) : 4 ,= ∈ + <ℝD x y x y� �

� �

�)0��H#4'Yא�*�'+Y#�(0,0)�!��א��#ص�א	؛�2وذو� ?��א��� �
{ }

2

2 2 2((0,0),1) ( , ) : 1 ,= ∈ + >
ℝ

ℝC D x y x y� �

�)0��H#4'Yא��
tYא��#ص�א�k4�4'b��!�(0,0)�#	؛�1وذو� ?��א�� 
� �

( ) { }2 2 2 2\ (0,0), 2 ( , ) : 2 ,= ∈ + ≠ℝ ℝC x y x y� �

�)0�m�H#4'Yא�m#א��א��k4�4'b��!�(0,0)�.وذא
�� 2K ?��א��	#��P�)yא�'4)���א��<��

�b�N'b�`
Nb�3 �����W�7)א��V
0�Q �M'b
K�;��Yא�O�	$Yא

� �
� �

kSص�א��א��?ª��)����gW 

{ }2 2 2( , ) : 2 9 ( 3)( 3) 0 ,= ∈ − + − = − − − + >ℝgD x y x xy y x y x y� �
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3
y

3−

3−

x0

∆

'∆
3

� �
V
0�kB�#Nb��aس�א��
�kSא��א�����ℝ�Kذ�d�gن �

���Xbא�U�'�Yא��א
����Dج��Fא��� I� �
�"�א�Y'���4ن�א�$#�:����Usא��� �

��א�NYد�'^�ذوא�∆'و�∆ �
3= +y x3و�= −y x�K� �

`
Nb�3���P�)yא�'4)���א��<���� �
�����K�;��Yא�(��7א�V
0�Q �M'b��b�N'b� �

� �

� �
2( 1E�V
0�kB�#Nb�m#l�Fא�kא��א�����(6-¢�,ن

{ }2 \ (0,0)ℝK������k��<#א��X�b�k�<א�'��Yط�א��	א���
`�,نN �،אs!��N;k��X�b�
ℝ�W�!� �
� �

{ }

{ }{ }

{ }

2 2
2

2 2

2 2 2

2

( ) ( , ) \ (0,0) :

( , ) \ (0,0) : (1 ) (1 )

1
( , ) \ (0,0) : .

1

 −= ∈ = + 

= ∈ − = +

 − = ∈ = ± +  

ℝ

ℝ

ℝ

f

x y
L k x y k

x y

x y k x k y

k
x y y x

k

  

� �
W�� ,��0
�Vא�'��f')'� � �

[ �I�k�Xbذא��Hن • ] [ [, 1 1,−∞ − ∪ +∞A �H�( )fL k�،k���� 

��Hن • [��Xbא¨�ل�I�kذא [1,1−�A �H�( )fL k��^4��'�4
�� א>��7دא

Uد�'^�ذو�NY�1א

1

−= −
+

k
y x

k
�1و�

1

−=
+

k
y x

k
K#+?��4א�&)b��Bوs��، 

� �
� �
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=y x

y

3

3
=y x

x0

= −y x

3

3
= −y x

•

2E�6(b�`P#)��(0)fL1و�

2
 
 
 

fL�KW�)��� 

{ }{ }

{ }

2

2

(0) ( , ) \ (0,0) : ;

1 3
( , ) \ (0,0) : .

2 3

= ∈ = ±

    = ∈ = ±  
    

ℝ

ℝ

f

f

L x y y x

L x y y x
� �

� �
� �
 

� �
� �
 

� �

3( ���'Yא��0
���s���!�Vא�א�'�X�#���4د�3�Q���4!,�²���0,ذ ����g,ن�k�����4א��.����)����
�X�s�����
0
������Vد�X����b�mw������H�k�����Dא�3�k������4!dא�'7
���������������وא������(^�א������� ��
�

��>@���ن������Pא���1א!^�א����������Nb�3א�ن��s��)b�g
����<����&� I�K�<����l��#א�
KKK���
Nא��.�PאDא���Xb��#a')���b����'�b�3א����'Yא��bزאد���א���

k���'6 �א�(א��k)@4Yא�.W�Fא�����K� �� �� �� �
I�0ذא��Hن  . أ a=0,و� b=�Kk7lوא�k
6Nא��A7l,

��Hن�  . ب I�0ذא a<0و� b<��m�	NYא� k�����Fא�kSאج�א��א�DدI�[I� � �40
V
0�*

+ℝ�W�;� �

( ) ;
px

f x x
p

= −

K�&<א#��t';�^N'� و� �
���� �
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��k	�)א�� �)0� V دdא� �!��-� �D�<و� mو��ود� ��c6'��ق k
;�
� kSא��א�� "s!
�&'
��B�01א��� x=W��'$Yم�א�N<�mw�dא�"s!���،�ذ�d�gن �

1( ) 1,pf x x −′ = −� �
Wgذ��% ���[I��)و���� �

2( ) ( 1) 0.pf x p x −′′ = − >� �
W��
�و0 �

*( ) (1), .f x f x +≥ ∀ ∈ℝ� �
Wو;��?�ص� �

( )1 (1);− ≥qf ab f� �
WU,� �

( )1

1 1 1
1 .

pq

q
ab

ab
p p q

−
−− ≥ − = −� �

� �

W���'��;و� �
� �
� �

V
0�k)���'Yא�"s!�3#L��)4�
I(1ذא� )q pb −�WV
0��)
?-� �
� �

(1 )
(1 ) 0.

p q p
q p pqa b

ab
p q

− −
− − +− + ≥� �

�pqو�H��SYن p q= 1)و�+ )q p q− − =�W� ���� �

0.
p qa b

ab
p q

− + ≥

� �
� �

(1 ) 1 1
0.

p
q p qa

b ab
p q

− −− + ≥
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W�)bو� �

;
p qa b

ab
p q

≤ +� �

���KVt'�Yو!��א� �
k��7
bk��7
bk��7
bk��7
b� �� �� �� �

Wאل�)Yא�אs!�V
�;�X@r	���kNא�Fل�א��ض��3א�1!�ن�0 �
1 1

1 1
.

p q
p q

p qLog a Log b
Log a Log b Log a Log bp q a b

ab e e e e
p q p q

+
+= = ≤ + = +� �

s!�:�P�'<א����k)���'Yم�א��
�X4@�k��Pdא�kSא��א��O��x�3�k
6Nא��"�
. xx e֏� �

�Kنج�Hذא�I�aو�b�W��^�a-W(��,ن�+�H� �
.ab a b=� �

� �

Wmد�$)Yא�k)���'Yא�V
4��א�+#ع�F�;�EOF?�ل�0��� �

.
p q

a b
ab a b

p q
= ≤ +� �

� �

4( W^'��-������ �� �� �� �
,�K  �0, 0; 1,2,...,i ix y i n≥ ≥ =� �

W�G)�� �
1 1

1 1

, .
n np q

p q
i i

i i

A x B y
= =

   = =   
   
∑ ∑� �

� �

I�0ذא��Hن A=0,و� B=�Kk&B�<�k)���'Yא�A7l,� �
��������Nbوb^�و�(B�W�Gو���A(+�ض�,ن �

, ; 1,2,..., .i i
i i

x y
a b i n

A B
= = =� �
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� �

�k)���'b���,F�;�"60?�ل�0
�WVڤيون>�4 �
� �

, 1,2,..., .
p q
i i

i i

a b
a b i n

p q
≤ + =� �

� �

W�)bو� �

1 1

1

.

n n
p q
i in

i i
i i

i

a b
a b

p q
= =

=

≤ +
∑ ∑

∑� �

}��N';�iaو�ib�W�K��4&�'4��;� �

1 1

1

.

p qn n
i i

n
i ii i

i

x y
x y A B
AB p q

= =

=

   
   
   ≤ +

∑ ∑
∑� �

W�
~�,نh'� � �

1 1

1

1 1 1
1.

n n
p q
i in

i i
i i p q

i

x y
x y

AB pA qB p q
= =

=
≤ + = + =
∑ ∑

∑� �

Wאw�,و� �
1 1

1 1 1

.
n n np q

p q
i i i i

i i i

x y AB x y
= = =

   ≤ =    
   

∑ ∑ ∑� �
� �

O�K  A �Hذא�I�ixو�iy�%'@ ن�,�X@b,�k��+�H�Ek��,�0אدא�-�����F�k,و����0
W��P��b�V
 ;�DW>@�ز�0

1 1

1 1 1 1

.
n n n np qp q

i i i i i i
i i i i

x y x y x y
= = = =

   = ≤    
   

∑ ∑ ∑ ∑� �

>�k;�
	Yא�k)���'Yא��&� I� �
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�H�1ن Iذא )5 p= �)�'H  א��<W

1 1 1

,
= = =

+ ≤ +∑ ∑ ∑
n n n

i i i i
i i i

x y x y� �
� �

�H�1ن Iذא وאkM�'  Kk7l و!� p<م�������� �&NH��^'��-�s�)�-�� ��b
K���P��������������� �

� �
,�K  ��)�iyو���ix(+�ض�,ن 1,2,..., )i n=  W�G)و��k���b�0אد�,

1( ) .p
i i iz x y −= +� �


(� א���;�I k)���'b D���! k] אI � �)'Pذא?- WV
0� �
� �

1 1

1 1 1

.
n n np q

p q
i i i i

i i i

x z x z
= = =

   ≤    
   

∑ ∑ ∑� �
� �

��وIذא�>SHs# ��,ن
1

p
q

p
=

−
�W�����Xb��)�'H� �

 (*)� �� �� �
11

1

1 1 1

.

p
p pn n np

p p
i i i i

i i i

x z x z

−

−

= = =

  ≤        
∑ ∑ ∑� �

� �

�(Y�;و، W�)���� �

(**)� �� �
11

1

1 1 1

.

p
p pn n np

p p
i i i i

i i i

y z y z

−

−

= = =

  ≤        
∑ ∑ ∑� �

� �
��('E �B#L �B#L  Wf(**)و  (*) א�('�M'^ و¬�4 �
11 1

1

1 1 1 1

( ) .

p
p pn n n np p

p p p p
i i i i i

i i i i

x y x y z

−

−

= = = =

      + ≤ +              
∑ ∑ ∑ ∑� �
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3 אL "s!  k)���'Y#3  وiz �'4��; O#lو;�P'��אل
1

1

1

p
p pn

p
i

i

z

−

−

=

 
  
 
∑��?§�

0V
W� �
1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ;

p
n n n np p p

p p p p
i i i i i i

i i i i

x y x y x y

−

= = = =

      + + ≤ +      
      
∑ ∑ ∑ ∑� �

� �

�WאI�O�|#Y]  �¦د��b�U و!� �
1 1 1

1 1 1

( ) .
n n np p p

p p p
i i i i

i i i

x y x y
= = =

     + ≤ +     
     
∑ ∑ ∑� �

O�K  ذא�I A �H�ixو�iy ( 1,2,..., )i n=�0אدא�, k����0�k ,و�-�����
k��+�H��)a-W  mد�N��H ��W,ن �

.i i i ix y x y+ ≤ +� �
W�)bو� �

( ) .
pp

i i i ix y x y+ ≤ +� �
� �

VG'و�� k��Fא F,E §V
0��?W� �

( )
1 1 1 1

1 1 1 1

;
= = = =

       + ≤ + ≤ +       
       
∑ ∑ ∑ ∑

n n n np p p ppp p p

i i i i i i
i i i i

x y x y x y� �
� �

� Kא�1!�ن �(&� �b و!� �
 

0
�1N�Vא�'	��� )6� �4�a � ��#N�� W�3ℝط�#c� �S��� W� �� d� gذ�� ،
�1xش�zא�+?� ���Dج ��(�Nم �Iذ ،(0,0,0)�� �)0F(1,1,2)���!w|و� ،6(b
KEw(H

���	'
�� k��)��;�g�sHل��F�2אN���H� �)0� ��(�Nم �� d�gذ�� ،
�k	� (0,0, )z�،��-�z�Xb�ℝل���0�%(��א�$#ط�אdو�t���b��!و�،z1شKx� �
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0��4
�3N�Vא�'	����a ���#N��3ℝ�K�V
0
��g,ن�>���0���N��Q��
#B��א�+?��>� �L#c�z1شx�Q �M'وא��z2ش� Kx�k)���'Yא� �c#ط �Nb� ~7+)�

k�(S
(Yא�z3شKx� �
�0
�(��,ن� ����X,نW� �

� �

3 3 3( ', ', ') ( , , ) ( ', ', ');N x x y y z z N x y z N x y z+ + + ≤ +� �
WU,� �

' '
' 2 ' 2 ' 2 '

1 ' 1 1 '

+
+ + + + ≤ + + + + +

+ + + +
z z z z

x x y y x y x y
z z z z

� �
� �

Iن�,�X@b,��&;��)7S

��kو>�	Yא�k4א����j���k��(S
(Yא�k)���'Yא�� #G7'Pذא�א
Wk)���'Yא�.���I�[I�k���Yא��� #د �

� �

' '
.

1 ' 1 1 '

+
≤ +

+ + + +
z z z z

z z z z
� �

� �

�Xb�k�
	Yא�k4א����j���k��(S
(Yא�k)���'Y�;�k �N'PW�;�%'@ ��&
�,�Xb
W����� �

� �

' '1 1
1 1

1 ' 1 ' 1 ' 1 '

+ +
= − ≤ − =

+ + + + + + + +
z z z z

z z z z z z z z
� �

' '
.

1 ' 1 ' 1 1 '
≤ + ≤ +

+ + + + + +
z z z z

z z z z z z
� �

KO�
	Yא��� I�� �

7( 1E�W�
`�,نN W�
`�,نN W�
`�,نN W�
`�,نN 
( )min , .x y x y x y x y− ≤ + − ≤ +� �

W��
�و0 �
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( )
2 2 2

2 2 2 2

2
1 2,

2

x y x y x y

x y x y

+ + −
− ≤ ≤

+ +
� �

W���'��;و� �

{ } 2 2, \ 0

2
1 inf ( ) 2;

x y E

x y
E

x y∈
− ≤ µ ≤

+
 

KkM�')א���)bو� �
 

2( �#c��Yא�}��N'��;��)����2. ( ) 1=ℝu� �
� �

8( 1(��K�lوא� �
2( �W�)���

{ }
{ } ( ){ }

2
,

2

(0,1) ( , ) : ( , ) 1

( , ) : max , 2 1

f uB x y u x y

x y x y x y

= ∈ ≤

= ∈ + + ≤

ℝ

ℝ

{ }2( , ) :3 2 1 ; 2 3 1x y x y x y= ∈ + ≤ + ≤ℝ� �

�

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

2( , ) : 3 2 1, 0, 0 ,
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� �



…]†Ûj‰÷]æ<l^è^ãßÖ]<VÙflæù]<Ø’ËÖ]< <

103

15.1<<ovf×Ö<àè…^³< <
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1( �Wk���'א��Xد���Yא�X@'� 
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(1,1)A(2,4)و�B(4,2)و�C؛� �
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+
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−= + + + − − =
+

x y
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2
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−
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=
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� �
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−
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� �
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1 sin sin
, 0 ,( , ) (0,0)

( , ) ; ( , )

1 , 0 2 ,( , ) (0,0)

+ ≠ ≠  += = 
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Arc x Arc y
y x y

y x yf x y g x y

y x y
2 2

2 2
2 2

1
( , ) 4 4 ; ( , )

( 4)

− −
= − + − =
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� �
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�X@�2:fא��א�kS'��  . ب →ℝ ℝ���¤W
2( , ) .= +f x y xy y
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( , , , ) ;+ + +֏x y z t x z y t� �
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∞
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= ∑
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ℝ ℝnx y y

x y y x y x y

3( ��( )2 2 2 21
;

2
+ = + + −x y x y x y

4( �� �� �( )2 21
, .

4
〈 〉 = + − −x y x y x y 

14( �X@���λ���H���,�Xb�K������-��	�Pو�( , )x y�Xb�2ℝ�W�G � �
2 2( , ) 2 .N x y x xy yλ λ= + +� �

1( �:�Pא���`�
��!��b�λن��@���&
�,�Xbא����Nλ�V
0��B�#Nb�2ℝ؟
2( �:�Pא���`�
��� �λ����#N���&
�,�Xbא���Nλ�V
0��4�a �2.ℝ�

15( �X@�� a �^�  �0د�b�Xو ����-^���b K�b�9 Xb  ��, ��H x �yو 
Xb�2ℝ�W�G � �

2 2 2 2( , ) .x y a x b y= +� �
� �

1( X!#;  �)  ,ن )2, .ℝ ��GB K��4�a 
2( ��(b ،���P�)! 3  `
Nb  �b�N'b ،Q �M'b  m#H m�-3 א���

( )2, .ℝK



…]†Ûj‰÷]æ<l^è^ãßÖ]<VÙflæù]<Ø’ËÖ]< <

107

3( X�� א��Nد �0����Fא #t�d�0א < α�W��¤
2

2
.∀ ∈ ≤ αℝu u u� �

� �

4( X��0 Y�;،�( د�Nא� �����F1 אHd�0א < β W��¤
2

2
.u u u∀ ∈ ≥ βℝ

5( �Aא�� ���E . א�(4�a^ ,ن�P�PdאFو
2

.�Kن��B�@'b

16( ����4� �-�'+b�-�'+b�-�'+b�-�'+b�3�( ), .nℝ�K�L�� ������@�ن���אDא��@�����H
1( �X!#;�� ,ن�H  m#H k-�'+b  Xb ( ), .nℝ ���K*�'+b
2( �f')'Pא �� ,ن�H  k	�  Xb ( ), .nℝ  �'4'<�  Dא�¬ *�'+bK
3( X!#;��) �k0�i�.�-�'+b,ن ), .nℝ �#�'�bmزא��I���
��xدWא�40

E�+�@א�F��L��'وא��FKE�&')Yא
) � �a��X�b	�D��kא.���א����k�0�i,ن����Aא )4 ), .nℝ ��#�'��bmزא��I�����
40�

Fא�KE�&')Yوא�'��F��Lא�@�+�Eא�xWد�
� �����Aא� )5����H ������ �̀ ���G� Dא�����א �k���	�)�a�X���b ( ), .nℝ Dא����������!F�

E#א�������aK

17(  �;�kB�#NYא�k���''Yא���א��N'��;�SW�'�b�A#���,ن
2

2

2 1
,

3 2

 +=  + − 
n

n n
U

n n
 

�§�k;D��'b�(2,1)�3�2ℝ�^��P�Pdא� ��4�a);� �و�دYא�
2

.و�.
∞

��V
0
K�א�'�א�� �

� �

18(  �#N�  3�( )2, .
∞

ℝ .����''Yא Wkא���Yא

( )

2

1 1 1 ( 1)
1) , ; 2) , ;

1 1 1

sin
3) , ; 4) , ( 1) ;−

   − + − − = =     + + +    

 
= = − 
 

n n

n n

n
n n

n n

n Logn n
a b

n Logn n n

n e
c d e

n n

� �



eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

108

�b  �!  �&'N��L ؟� �
� �

19( �X@'��( )n nX�Xb�k��Nא��א��k���''Yא�( )2, .ℝ�W�;�kB�#NYא

( ) ( )

( )
1 1 1

0 0 0

1
, sin cos ,cos sin ,

10
, .

+ + +
 = = + −

 = ∈ ℝ

n n n n n n nX x y x y x y

X x y
� �

1( ��W�;#!�X,ن

1 1

1
.

5
∗

+ −∀ ∈ − ≤ −ℕ n n n nn X X X X 

2( �k���''Yא��)�א�f')'P,ن )n nX���;��&'��&)���b# �Kk��c�H( ),α β=ℓℓℓℓK
3( �k��&)א���&�S�xא����k�)�אH'%�א42
�kא�12 ),α βK

20( Wk
;#!�X,ن��א42
1

(3sin 2cos sin ),
10
1

(cos 3sin 2sin ),
10
1

(cos 3sin 3cos ),
10

x x y z

y x y x

z x y z

 = + −

 = + +

 = + −

��א>����-
��Sو-��א�3�4�a)א����G+��( )3

1
. , .ℝ� �

21( kSא��א��X@'��{ }2: \ (0,0) →ℝ ℝf�W�;�m�	NYא
2

2 4
( , ) .=

+
xy

f x y
x y

� �

� �
1( �k��&)�2א-�%�א�

0
lim ( , )

→t
f t tو�

0
lim ( , )

→t
f t at،���-�a�Xb��UD��'א��ℝ� �

 ؟0�k��& �(0,0)(�����fא�kS!��>����א� )2



…]†Ûj‰÷]æ<l^è^ãßÖ]<VÙflæù]<Ø’ËÖ]< <

109


�kאY' א�(&��k و��د!��3F k��- E-�%א )3�N�(lim (lim ( , ))f x y�
k��&)3 (0,0)�0(� وא� ��Fא�'��� '^א^'W

2 2

4 4
( , ) ; ( , ) .= =

+
yx y

f x y g x y x
x y

� �
� �

22(  �'X@  kSא��א� Fאk������f��#NYאBk �; W
2 1 1

( ) cos cos ; 0,
( , )

0 ; 0.

 + ≠= 
 =

x y xy
x yf x y

xy

� �

X��; ��א�(&��'^ ,ن
0 0

lim (lim ( , ))
x y

f x y
→ →

و  
0 0

lim (lim ( , ))
y x

f x y
→ →

�
w|  ،^<د���b���; ��,ن

( , ) (0,0)
0 lim ( , )

x y

f x y
→

=K

)�אدDس�و��د�א�(&���.� )23 )
0 0

lim lim ( , )
→ →y x

f x yو�( )0 0
lim lim ( , )

→ →x y
f x y�

و�����
( , ) (0,0)

lim ( , )
→x y

f x yWא��وאل�"s!��)0� �
2

2 2

2
( , ) ; ( , ) ;

+= =
− +

x y x
f x y g x y

x y x y
2 2

2 2

1
( , ) sin ; ( , ) ;

  −= + =  + 

x y xy
h x y x x i x y

y x y
�

( )2
2 2

( , ) ; ( , ) .= ∈
− +

ℕ
p px y

j x y p q
x xy y

� �
� �

24( 1E��?� �
��64N'�b�Xא�'N#���?א�;���;�F0 ( ) 0...ε α ε∀ > ∃ >E�W�,ن
2 2

( , ) (2,3)
lim ( ) 13;

→
+ =

x y
x y� �

2 2

( , ) (0, 1)
lim ( 2 11) 10.
→ −

+ − − = −
x y

x y yx� �
2( ��W�kSא��
���! 

( 2 ) ; ( , ) (1,2),
( , )

1 ; ( , ) (1,2),

+ ≠
=  =

x y x y
f x y

x y
� �



eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

110

�)0�k��& �(1,2)؟�� �
� �

W�y אY#אk�B  א�(��ط ��אD 3 א�'���k א��وאل  &���. -�%א )25

2 2

2 2
2) , (0,0);

−
+

x y

x y
�

2 2
1) , ( , );

+ +∞ +∞
+

x y

x y
� �

sin
4) , , (0,2);
 
 
 

xy
xy Log xy

x
�

2 2
2 2

2 2
3) , , (0,0);
 + + + 

x y xy
x y

x y
2 2

3

sin 1 sin
5) , , , (0).
 −
 
 

xArc x e x

x x x
� �

� �

�0��k א��وאل  &���. -�%א )26�N$א�k���'3  א� Dא�(��ط ��א k�Bא#Yא W�y
2

2

1
( ) , 2 3, , ( 1);

1

sin 2 3
( ) , , ; (0);

t
f t t t t

t

t sin t sin t
g t

t t t

+ = + − − − 

 = 
 

� �

2

1 2 1 cos
( ) , , ; (0).

(1 ) 3

te t t
h t

t Log t t

 − −= + 
 

��א��X@�kSא��' )27����Fאk�g�B�#NYאk�W�;
2

2 2

(1 ) sin
( , ) .

+ +=
+

Log y x x
g x y

x y
� �

1E X��;�,�1)�2ن )Log y+�©B�@��y2��D���3�0אK
2E ���X,ن�;�

( , ) (0,0)
. lim ( , ) 1

x y
g x y

→
=

� �

28( �'X@ kSא��א� �����FאkW
2

2
; 0,( , )

0 ; 0.

−
 ≠= 
 =

y

x
y

e xf x y x
x
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X@���λ�W�G �K������-��	�Pو� �
{ }( , ), ,λ λ= ∈ℝE x x x� �
{ }2( , ), .= ∈ℝF x x x� �

UD�?�Y��b# �f�V
0�λEو�F���;λϕو�ψ��K%�<א���V
0� �
�א-�%�א�(&��'^

( , ) (0,0)
lim ( , )λϕ

→x y
x yو�

( , ) (0,0)
lim ( , )ψ

→x y
x yK 

29( �`�a ���H��0
�K,�.��Vא���A,نℝn�V
0��#4'�b����	<�ℝnK
A �Hذא�I��� ,�f')'Pא�KO�: →ℝ ℝn nf�V
0�m�#4'�b�kSدא��ℝn��A �H

kSא��א��: ( ) ( )֏ ֏g x g x f x�Kg�sH�� �

��2وאل�P'#4א�DאאدDس�א� )30 →ℝ ℝ�k���'א���&+�#N<�Xد���b�V
0W

2 21
sin ; 0,

( , )

1 ; 0,

 + + ≠= 
 =

x y
y y

f x y y

y
2

2 2

( )
; ( , ) (0,0),

( , )

0 ; ( , ) (0,0),

 + ≠= +
 =

x y
x y

g x y x y

x y

� �

3 3

2 2
; ( , ) (0,0),

( , )

0 ; ( , ) (0,0).

 + ≠= +
 =

x y
x y

h x y x y

x y

� �

2 2

( 2 )(2 )
; ( , ) (0,0),

( , )

2 ; ( , ) (0,0),

− − ≠ += 
 =

x y x y
x y

x yk x y

x y

� �

� �
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2 2

2 2 2
; ( , ) (0,0),

( , ) ( )

0 ; ( , ) (0,0).


≠= + −

 =

ℓ

x y
x y

x y x y x y

x y

� �

� �

0
��b�Vد�W�&+�#N<�XאدDس�אP'#4א�Dא� )31�k���'وאل�א��
2 2 2

2 2 2

0;
( , ) ( 0) ;

1 ;

 + ≥= >
+ <

x y R
f x y R

x y R
� �

2 2

2 2

sin( ) sin( )
; ( , ) (0,0),

( , )

0 ; ( , ) (0,0),

 + ≠= +
 =

x y y x
x y

g x y x y

x y

4 2
; ( , ) (0,0)

( , )

0 ; ( , ) (0,0)


 ≠

=  +


=

x y
x y

h x y x y

x y

� �

� �

32( %��Yא������Fא�:�Pא���`�
 אP'#4א�Dא��א��m�WkSאدDس�-�%�

2 2
; ( , ) (0,0),

( , )

0 ; ( , ) (0,0),


≠= +

 =

m m
x y

x y
f x y x y

x y

� �

 

�,K  �[I�k��)��;�( , )x y، 
�OK  �[I�k��)��;�x، 
 ،K  [I�k��)��;�yج�
 �bذא�>�'('f؟�  Kد�

 

33( 1E� �X@'��f���G+א��Xb� kS�1دא�( , )ℝ ℝCCCC� Kد��b D#4א'PW�; [I�2ℝ�
kS��2:ϕא��א →ℝ ℝ �#NYאBk  W�; 

( ) ( )
( , ) ; .ϕ −= ≠

−
f x f y

x y x y
x y

� �
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2(��k�0�%
�Vא��¦אل�ذא>���3א�k��Fא����,�: ֏f x shx��7�l�b� ،
Kmد��4Yא�kSא��א� 

 

34( �'X@ kSא��א� �����Fאk�f�V
0�m�	NY�2אℝ�W�;

3 3

4 4
, ( , ) (0,0),

( , )

0 , ( , ) (0,0).

 + ≠= +
 =

xy yx
x y

f x y x y

x y

� �

1( �X��; �#4���f,ن'�b� m������k��)��;  [I א�?+# 0(�  ���t'YאX�#�x�
��،yو�H�V
0 m�-K 

2( ��!�f��#4'�bm  �)0 k	�)؟ (0,0) א�
� �

35( �'X@ kSא��א� �����Fאk�f�V
0�m�	NY�2אℝ�W�;

3
2

6 3

2

; ,
( , )

0 ; .


≠ − += 

 = −

x y
y x

x yf x y

y x

� �

1( ��Aא�����)��;�m	���if�kא
'?�Dא.��,نD�Y�4.�א��'�Yא�V
0�(0,0)�
�#4'�b�m�)0 Kk	�)א��"s! 

2(��Aא�� �#4�|�f��w,ن'�b�)0�m�(0,0)K 

36( ��'X@ kSא��א�  �����Fאk�f�V
0�m�	NY�2אℝ��;W
2

2

2

2 ; ,

2
( , ) ; ,

2 ; .

 ≥

= <

− ≤ −

x y x

y
f x y y x

x

x y x

� �
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 fK(0,0)�א-�% )1
2( D#4א'Pس�אDאد�fط���)א�� �)0�2

0 0( , )x x2و�
0 0( , )−x x،���-�0x�Xb�

∗ℝK 
3( D#4א'Pس�אDאد�fط���)(0,0).�0(��א� 

 
37( V
0�k���'א��kSא��א��D#4א'Pس�אD�2אدℝW

2 2
2 2

1
;( , ) (0,0)( );( , ) (0,0)

( , ) ,
(0,0) ; ( , ) (0,0)

(0,0) ; ( , ) (0,0)

  − ≠ + ≠  = +  =  = 

xye
x yxyLog x y x y

f x y x y
x y

x y

 

�د )38�b  D#4א'PW�; [I�2ℝ،X@b,ن�I�، א��אkS� 0א�N$���k �#NYאBk W�; 

 

2 2

2 2 2

1 cos
( , ) exp , .

   − +
 = −  +  

y y x y
f x y

x x x y
� �
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ïãbrÛa@Ý–ÐÛa 
@òČîÜibÔÛaë@ČïöŒ¦a@ÖbÔn‘üaòÜ™bÐàÜÛ@ 

1.2< <Ù]æ‚Ö]<ï‚Ö<flêñˆ¢]<Ñ^Ïj�÷]<→ℝ ℝℝ ℝℝ ℝℝ ℝn< <

  1.1.2��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
X@'��: ⊂ →ℝ ℝn

ff D����� �&�
	)b� k�����-� kSدא��fD�Xb�ℝn�
1و 2( , ,.., )= na a a aXb� �0�fD(?#א K��'$b� ��4� �f��k�<#א�� Xb� ����א2

�#��aאdو]�0(��t'4
��k��)��;�ix�Wk������א��א��kSא2�'$b� �� �� �� �

1 2 1 1: ( , ,..., , , ,..., ).− +֏i i i i i ng x f a a a x a a� �
��;�������א2�'$Yא�אsy��b#�( )

i

f
a

x

∂
∂

',و� ( )
ixf a�W%'@ و�K� ��-, 

� �
1 2 1 1

0

( , ,..., , , ,..., ) ( )
( ) lim .− +

→

+ −∂ =
∂

i i i n

h
i

f a a a a h a a f af
a

x h

k�:�2و�3א�k��Fא��� ⊂ →ℝ ℝff D��)0��)����0 0( , )x y�Xb�2ℝ�
��ن�אdو���ن�Wא�S�'$Yن����א2 �

0 0 0 0
0 0 0

( , ) ( , )
( , ) lim ,

→

+ −∂ =
∂ h

f x h y f x yf
x y

x h
 

0 0 0 0
0 0 0

( , ) ( , )
( , ) lim .

→

+ −∂ =
∂ k

f x y k f x yf
x y

y k
 

  2.1.2k
(b,k
(b,k
(b,k
(b,� �� �� �� �
1(  kSא��א��X@'��2: →ℝ ℝf�W�;�m�	NYא 

( , ) 3 .= −f x y x y 

� �
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� �

V
���Xbא�#>��kאdو]�0���
�'&���c6'��ق�א2;�
�~7+)��2ℝK�X@���
0 0( , )x y��Xb02(?#א�ℝK�W�)���� �

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0

0 0

( , ) ( , )
( , ) lim

3 3
lim lim 1;

→

→ →

+ −∂ =
∂

+ − − += = =

h

h h

f x h y f x yf
x y

x h
x h y x y h

h h

� �
0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0

( , ) ( , )
( , ) lim

3 3 3 3
lim lim 3.

→

→ →

+ −∂ =
∂

− − − + −= = = −

k

h h

f x y k f x yf
x y

y k

x y k x y k

k k

� �

�
~�,نh'� �f�V
��Xb�kא�#>��kאdو]�0�����.�S�'$b����<�2ℝK 

2(  kSא��א��X@'��2: →ℝ ℝf�W�;�m�	NYא 

2 2( , ) 2 .= − +f x y x xy y 

V
�אdو]�0 k�<#א�� Xb� ����א2 �אcW'��ق ���<� �&� I�2ℝ� Kن�H� �Iذא ،6NBو�
0 0( , )x y��Xb02(?#א�ℝ�W*�l�;��)�'H� �

� �
0 0 0 0

0 0 0

2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

0

2
0 0

0 0 0 00 0

( , ) ( , )
( , ) lim

2( ) ( ) 2
lim

4 2
lim lim(4 2 ) 4 ,

→

→

→ →

+ −∂ =
∂

+ − + + − + −=

+ −= = + − = −

h

h

h h

f x h y f x yf
x y

x h

x h x h y y x x y y

h

x h h hy
x h y x y

h
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0 0 0 0
0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

0

2
0 0

0 0 0 00 0

( , ) ( , )
( , ) lim

2 ( ) ( ) 2
lim

2
lim lim( 2 ) 2 .

→

→

→ →

+ −∂ =
∂

− + + + − + −=

− + += = − + + = − +

k

k

k k

f x y k f x yf
x y

y k

x x y k y k x x y y

k

kx ky k
x y k x y

k

3(  ^������0(�%�7אS�'$Y^�א2 0( , )
∂
∂
f

x y
x

0و� 0( , )
∂
∂
f

x y
y

�WkSא��
� 

2( , ) sin .=f x y x y� �
W�+�#N<��)���� �

0 0 0 0
0 0

0

2 2
0 0 0 0

0

2
0 0 0

0

0 0 0 0 00

( , ) ( , )
( , ) lim

( ) sin sin
lim

2 sin sin
lim

lim(2 sin sin ) 2 sin ,

→

→

→

→

+ −∂ =
∂

+ −=

+=

= + =

h

h

h

h

f x h y f x yf
x y

x h

x h y x y

h

x h y h y

h
x y h y x y

� �
0 0 0 0

0 0 0

2 2
0 0 0 0

0

2 2
0 0 0 00

( , ) ( , )
( , ) lim

sin( ) sin
lim

lim cos( ) cos .

→

→

→

+ −∂ =
∂

+ −=

= + =

k

k

k

f x y k f x yf
x y

y k

x y k x y

k

x y k x y

� �


����m�0;�	�ل��)
4N'Pא��)� ,�¢-WF20�KE^�N'�0م�א��k��-��B#�� �
� �

20K l’Hospital���Guillaume Antoine deو����K��� #B���<���l��D�W 3�1661�3�.�bو
2U#+�B�1704��O��Fא��lא���;�^��3و�Xb���N��KkP�)yوא���
7'��;��̀ ;���KQ�Dא!'

K��
l�+'א� 
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��ن��Xbא�#>��kאdو]��
�א�WkSא )4��� �S�'$Yن�א2

2 2
; ( , ) (0,0),

( , )

0 ; ( , ) (0,0),

 ≠ += 
 =

xy
x y

x yf x y

x y

 

W�4!� �
,�K  �)0�(0,0)W 

0

( ,0) (0,0)
(0,0) lim 0,

→

∂ −= =
∂ h

f f h f

x h
� �

� �

0

(0, ) (0,0)
(0,0) lim 0;

→

∂ −= =
∂ k

f f k f

y k

O�K  �)0�0 0( , ) (0,0)≠x yW 
3 2

0 0 0
0 0 2 2 2

0 0

( , ) ,
( )

−∂ =
∂ +

y x yf
x y

x x y
� �

3 2
0 0 0

0 0 2 2 2
0 0

( , ) .
( )

∂ −=
∂ +
f x y x

x y
y x y

� �

Wk�6�3א���G  
3 2

2 2 2
; ( , ) (0,0),

( , ) ( )

0 ; ( , ) (0,0),

 − ≠∂ = +∂  =

y x y
x yf

x y x y
x

x y

� �

� �
3 2

2 2 2
; ( , ) (0,0),

( , ) ( )

0 ; ( , ) (0,0).

 − ≠∂ = +∂  =

x y x
x yf

x y x y
y

x y

� �

� �

5( kS�2א��א�: →ℝ ℝf�W�;�m�	NYא 

( , ) ,= −f x y x y� �
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����Xbא�#>��kאdو]�0(�������S�'$b����<�W�(0,0)� ،[I�k��)��;�W�x��Wو
�[Iy�K�&)�0م�و��د�א��[Iא���D�g6،�ذ�NBو�^'W� �

 

0 0

1 ; 0 ,( ,0) (0,0)
(0,0) lim lim

1 ; 0 ,

+

−→ →

 →∂ − = = = ∂ − →h h

hhf f h f

x h h h
� �

� �

0 0

1 ; 0 ,(0, ) (0,0)
(0,0) lim lim

1 ; 0 .

+

−→ →

 →∂ − = = = ∂ − →h h

kkf f k f

y k k k
� �

� �

  3.1.2.���7
b.���7
b.���7
b.���7
b� �� �� �� �
�>@�ن� )1 �,ن �دون k	� � �)0� k������ .�S�'$�� ��'4'<� �,ن kSא���� X@r

�א �)����� �4H� ،k	�)א�� "s!��)0� m�#4'�b�،j#�,� mD��N;و� K"60,��;ل�א�#א�(Y
�k�<#א��Xb�k������.�S�'$b����<ن�,��b�k	� ��)0�m�#4'�b�w|�kSא����X@r

�Wk	�)א��"s!��)0�[وdא�bزW�Q���D#4א'PWא���IKKKKن��אPW'#4אW�Q���DزI�bن��אPW'#4אW�Q���DزI�bن��אPW'#4אW�Q���DزI�bن �� �� �� �
2( ��̀ '���4H��b�9��b�#��t'b�[I�k��)��;�����40
��kאcW'��ق�א2��̀ '<

�;���وאل �א��ص �Uد�Nא�� ℝ→�אcW'��ق ℝ�� �b�.א#��t'Yא� k��;� D��'0א.�א#��t'Yא� k��;� D��'0א.�א#��t'Yא� k��;� D��'0א.�א#��t'Yא� k��;� D��'0א
KA;א���j#�dאKA;א���j#�dאKA;א���j#�dאKA;א���j#�dא� �� �� �� �

�;�c'��ق� )3 k�S
N'Yא� %�Hوא��� k��;��Fא� .��
4Nא�� .�)!1b� �Iن
����k7�7!��!(��و��W#ج��a<��-وא������-�#��t'b�.ذא�k�����Fא��وאل�א

Wل�(Yא����P�V
0�%'@ �Kא�s °���P���40��& �!#; 

2

( )
( , ) ( , ) ( , );

( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , );

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) .

( ( , ))

∂ + ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂
  ∂ ∂∂   −
  ∂ ∂=
∂

f g f g
x y x y x y

x x x
fg f g

x y x y g x y x y f x y
x x x

f f g
x y g x y x y f x yg x xx y

x g x y
� �� �� �� �
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 4.1.2kM�' kM�' kM�' kM�' � �� �� �� �
�SWI� �#א.�t'Yא� �-d� k��)��;� �����א2 ��'$Yא� �b� ��,ن �א�ن �G��א> ���

?Uد�Nא����'$Yא??Uد�Nא����'$Yא??Uد�Nא����'$Yא??Uد�Nא����'$Yא?��#��t'Yא�אsy�k��)��;A;א�(H�.א#��t'Yא�k���;�D��'0א��bA;א�(H�.א#��t'Yא�k���;�D��'0א��bA;א�(H�.א#��t'Yא�k���;�D��'0א��bA;א�(H�.א#��t'Yא�k���;�D��'0א��b؛�
�و;��?�ص،� Kk�P�Pdא� �א.�Yوא� �א�?��~ kB�H� �)b�  #�� �� �B� �sא،

� Xb� k�����א2 .�S�'$Yא� V
0� �אF?�ل X@rق���'c�;� k� �(א�� k�<#א�
�א��وאل k��-� 3� �)���� K[وdא� k�<#א�� Xb� k�����א2 .�S�'$Y�2א →ℝ ℝ�

Kk���'א��kN;Ddא���)�dא� �
� �

  5.1.2��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
X@'��2: ⊂ →ℝ ℝff D����� �&�
	)b� k�����-� kSدא��fD�� Xb2ℝ�
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kSא��;� #bdא� �S
N<� :I�3ذא ⊂ →ℝ ℝf Dن��H�3وℝ�P�P�;� �و�دאb��
)�א��� � � , , )i j kج��D�<��)�'H�f�k	� ��)0�( , , )x y z�Xb�D�W�7)א��V
0� �

� �
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) .

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂
f f f

f x y z x y z i x y z j x y z k
x y z

� �
����ق>+#�ق>+#�ق>+#�قو �4#+<�f�k	� ��)0�x��Xbℝn��;� ��� �א�b#Yز )�א��Nد )divf x�

W�;���#NYوא� �

1 2

( ) ( ) ( ) ... ( ).
∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ n

f f f
divf x x x x

x x x
� �

 

�b)�لb)�لb)�لb)�ل15.1.2   �� �� �� �
kSא��א��X@'��3: →ℝ ℝf�Wkt�?��;�m�	NYא� �

3 2( , , ) 3 .= + + −f x y z x y z xyz� �� �� �� �
k	� ���H��)0��&��D�<��I�0ن 0 0( , , )x y z�Xb�3ℝ�Wאs@!�V	Nb� �� �� �� �

� �� �� �� �
2

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0

2
0 0 0 0 0 0 0 0

3 3

( , , ) 2 3

1 3

(3 3 ) (2 3 ) (1 3 ) .

 −
 ∇ = − 
 − 

= − + − + −

x y z

f x y z y x z

x y

x y z i y x z j x y k

� �� �� �� �

� �
� �

3W�@$א���&
�#+'�����-^�,ن �
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
0 0 0 0 0 0 0 0

( , , ) (3 3 ) (2 3 ) (1 3 )

3 3 3 3 2 1.

= − + − + −

= − − − + +

divf x y z x y z y x z x y

x x y x z y z y
� �

� �

  16.1.2kM�' kM�' kM�' kM�' � �� �� �� �
�جD�<�f�K�#4'�b����	<� �

Km�#4'�b��<��SH#b���Hن��@��g�sH��� I� �
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  17.1.2��#N<��#N<��#N<��#N<���'$bF E��0�Nc�"�M��وB��א> �� �� �� �
X@'��1 2( , ,..., )na a a a�Xb�k	� �ℝnو�U�X@���K�y��-�'+bא�Dא���v�

Xb� ��Nbوم w|� �0�Nc�ℝn� KkSدא�� X0� :� ��ل ⊂ →ℝ ℝnf U�����<� �&� I
�S�'$bع��N$א���Bو�vع��N$א��"�M��Iذא��A �Hא�(&��F�v�EW�k,و�-�%�א> �

0

( ) ( )
lim ,

→

+ −
t

f A tv f A

t
� �

Kmد���b� �
4�s!�V"�א�(&���k��-�3�kو��د!��<������'$b��'$b��'$b��'$b����f�)0)0)0)0�����a�"�M���3�����vKKKKא>��M"�3א>��M"�3א>��M"�3א>

�b# ���;���'( )vf aKKKK� �� �� �� �
� �� �� �� �

  18.1.2k
(b,k
(b,k
(b,k
(b,� �� �� �� �
1( Ws��)�� �

 1 2( , ) (2, 1),= −a a a

3
,

1

 
=  
 

v� �

( , ) 3.= + − +f x y xy x y� �� �� �� �
Ws��)0��<��� �

'

0 0

0 0

( ) ( ) (2 3 , 1 ) 4
( ) lim lim

(2 3 )( 1 ) (2 3 ) ( 1 ) 1
lim lim(1 3 ) 1.

→ →

→ →

+ − + − + −= =

+ − + + + − − + −= = + =

v
t t

t t

f a tv f a f t t
f a

t t
t t t t

t
t

� �

2( Ws��)�� �
( , , ) (1,0,1),=A a b c� �

1

2 ,

1

 
 =  
 − 

v� �

2 2( , , ) 3 2 4 .= − + −f x y z x y z x� �� �� �� �
� �
� �
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Ws��)0��<��� �
'

0 0

2 2

0 0

( ) ( ) (1 ,2 ,1 ) 1
( ) lim lim

3(1 ) (2 ) 2(1 ) 4(1 ) 1
lim lim 0.

→ →

→ →

+ − + − −= =

+ − + − − + −= = =

v
t t

t t

f a tv f a f t t t
f a

t t

t t t t
t

t
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  19.1.2k��7
bk��7
bk��7
bk��7
b� �� �� �� �

��P�P�;1א��� � �������ℝnزو�د �

1

( ) (0,...0,1,0,...,0)≤ ≤

≤ ≤

 
=  
 
 
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e����2

��M"�א�<�;���'$Yعא�N$�ie�k	� ��)0�1 2( , ,..., )na a a a��������א2�'$Yא���;�	b
#��t'Yא��Bو�ix�Wk	�)א��"s!��)0� �

'

0

1 2 1 1

0
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( ) lim
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lim ( );

→
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→

+ −=

+ − ∂= =
∂
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i
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t
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t
f a a a a t a a f a f

a
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� �

� �
��U12س�א�Pdא�kN�c,�"�{א��Bو�.�S�'$b�WI�k������4BאY$'��.�א2
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� �
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 2.2<Ù]æ‚Ö]<ï‚Ö<flêñˆ¢]<Ñ^Ïj�÷]ℝ ℝℝ ℝℝ ℝℝ ℝn p→→→→< <
� �� �� �� �

  1.2.2��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
� �� �� �� �
� �� �� �� �

X@���p�Xb� }��0دא }\ 1∗ℕ�X@'�1و�( ,..., ) := ⊂ →ℝ ℝn p
p ff f f D�

kSدא������ �&�
	)b� k��0�Nc�fD�Xb�ℝn�� �&��?bوℝ p�X@و���
1( ,..., )= na a a�Xb� �0�fD(?#א K��'$b���4� �1 2( , ,..., )= pf f f fא������2

�#��Xbaא�#>��kאdو]�0(���t'4
��k��)��;�ix��;ز�����b#Yع�א�N$א��( )
∂
∂ i

f
a

x
�

W�7)א��V
0���#NYوא� �
1 2( ) ( ), ( ),..., ( ) .

∂ ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ ∂ 

p

i i i i

ff f f
a a a a

x x x x
 

#��t<ذא�Iو�a��3fD�kS�'$Yא�kSא��א��V
0��)
?-�∂
∂ i

f

x
����fK� �

� �
� �

  2.2.2kM�' kM�' kM�' kM�' � �� �� �� �
kS�'$Yא�kSن�א��א��@<�∂

∂ i

f

x
��.�S�'$Yא���H�A �Hذא�I�:�Bذא�وI�mد���b 

�.��SH#Yא
1≤ ≤

∂ 
 ∂ 

j

i j p

f

x
�Kg�sH� �

� �
� �
� �

  3.2.2k
(b,k
(b,k
(b,k
(b,� �� �� �� �
1( �kSא��א��X@'��2 2: →ℝ ℝf�W�;�m�	NYא 

2 2( , ) ( , ).= − −f x y x y x y 

V
0� �אdو] k�<#א�� Xb� ^�����א2 �&�S�'$b� %�7)��2ℝ� KX@���
0 0( , )x y�Xb0�2(?#א�ℝK�W�)���� �

( )

( )

1 2
0 0 0 0 0 0 0

1 2
0 0 0 0 0 0 0

( , ) ( , ), ( , ) 1,2 ,

( , ) ( , ), ( , ) 1, 2 .

∂ ∂ ∂ = = ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂= = − − ∂ ∂ ∂ 

f f f
x y x y x y x

x x x

f f f
x y x y x y y

y y y

� �
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� �

2( kSא��א��X@'��2: →ℝ ℝf�W�;�m�	NYא 

( ) (sin cos , ).= + −f x x x chx shx 

0
�Xb��&S�'$b�%�7)� Vא�#>��kאdو]�ℝK�X@���0x��Xb0(?#א�ℝK�W�)���� �
� �

( )1 2
0 0 0 0 0 0 0 0( ) '( ) ( ), ( ) cos sin , .

∂ ∂ ∂ = = = − − ∂ ∂ ∂ 

f f f
x f x x x x x shx chx

x x x
� �

� �

3( kSא��א��X@'��3 3: →ℝ ℝf�W�;�m�	NYא 

2 2 3 3( , , ) ( 2 3 , 2 , 4).= − + − + + −f x y z x y z x y z x y 

V
�Xb��&S�'$b�%�7)��3ℝ�X@���K0א�#>��kאdو]�0 0 0( , , )x y z0(?#א��
Xb�3ℝK�W�)��� 

( )

31 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
0 0

( , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )

1,2 ,3 ,

∂∂ ∂∂  =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

=

ff ff
x y x y z x y z x y z

x x x x

x x

� �

( )
( )

31 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
0 0

31 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

( , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )

2, 2 ,3 ,

( , ) ( , , ), ( , , ), ( , , ) 3,2,0

 ∂∂ ∂∂ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

= − −

∂∂ ∂∂  = = ∂ ∂ ∂ ∂ 

ff ff
x y x y z x y z x y z

y y y y

y y

ff ff
x y x y z x y z x y z

z z z z

� �

��ن� )4���(0,0)א�S�'$Yن�א2
∂
∂
f

x
(0,0)و��

∂
∂
f

y
��kSא��
��k��)��;�Xد����b�w| 

2 3: →ℝ ℝf�W�;�m�	NYא 

( , ) (sin cos , , 4).+= − − −x yf x y x y x y e� �
k� �(א�� k��H#Yא� [I� �b#دود )�2א���% , ) ( , ) = −֏x y f x y x yא����

K��
�Xbم����<��4H�gذ���@$<� �
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� �

<<3.2<< Ù]æ‚Ö]<íé×e^Î<→ℝ ℝℝ ℝℝ ℝℝ ℝn<í×•^ËÛ×Ö
� �� �� �� �

  1.3.2��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
kSدא��X0ل��� �: ⊂ →ℝ ℝn

af U�D���3א�kB�#Nb�aU�k	�)��a�Xb�ℝn�
��&� Ik
l�+4
��k
;�
k
l�+4
��k
;�
k
l�+4
��k
;�
k
l�+4
��k
;�
��s!��)0"�א�(�	I�kذא��S	���@cو�����S	���@cو�����S	���@cو�����S	���@cو����( )aL h�V
0�ℝn�

W��¤� �

0

( ) ( ) ( )
lim 0.

→

+ − − =a

h

f a h f a L h

h
 

��S	א�$@��א��V�4���aL�k�
l�+<k�
l�+<k�
l�+<k�
l�+<�f�k	�)0(��א��a�K�m�0د��y��b#�
��;( ). adf 

W�)Nlذא�وI� �
( ) ( ) ( )

( ),ε+ − − =a
a

f a h f a L h
h

h
� �

W���� �
( ) ( ) ( ) ( ).ε+ − = +a af a h f a L h h h� �

� �
W���'אل�א��)Yא�V
0���#N'א�א�s!�º�? ن�,�X@r�،��
�و0 �

� �

  2.3.2��#N<��#N<��#N<��#N<� �� �� �� �
kSدא��X0ل��� �: ⊂ →ℝ ℝn

af U�D���3א�kB�#Nb�aU��k	�)�a�Xb�ℝn�
� �&� Ik
l�+4
�� k
;�
k
l�+4
�� k
;�
k
l�+4
�� k
;�
k
l�+4
�� k
;�
�� k	�)א�� "s!� �)0��S	���@cو���� �Iذא�S	���@cو���� �Iذא�S	���@cو���� �Iذא�S	���@cو���� :����Iذא →ℝ ℝn

aL�
�kSودא�:ε ⊂ →ℝ ℝn

a aU���¤�
0

lim ( ) 0ε
→

=a
h

h�،k;�'@��;�74ن���W� �
( ) ( ) ( ) ( ).ε+ − = +a af a h f a L h h h  
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kSدא��X0א،� ��ل�w�,�: →ℝ ℝnf���&� Ik
l�+4
��k
;�
k
l�+4
��k
;�
k
l�+4
��k
;�
k
l�+4
��k
;�
�����V
0�A�
Xb�ℝn�k	� ���H��)0�g�sH�A �Hذא�I�a�Xb�AK 

  3.3.2k
(b,k
(b,k
(b,k
(b,� �� �� �� �
1( ���S	���@c� ��H�: →ℝ ℝnf�
l�+4
�� �;�
k	� � ��H��)0� k�a�

Xb�ℝnK� �
s�,��+@��،�N+��;و�=aL f0و�ε ≡aK 

2( k�����Fא�kSא��א��f�V
0�m�	NY�2אℝ�W��; 

2 2 2 2( , ) sin( )= + +f x y x y x y� �
�)0�k
l�+4
��k
;�
�(0,0)K W�)�����N+��;و 

� �
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 22

( , ) (0,0) sin( )

0 ( , ) sin( )

− = + +

= + +

f h h f h h h h

h h h h
 

� �

A �H� �SYو�
1 2

2 2
1 2( , ) (0,0)

lim sin( ) 0
→

+ =
h h

h hs��;� ��#N'א�� �c#وط #SB�<� ��)4l�
Wk�
l�+'א�� �

(0,0) 1 1. ( ) ( , ) 0.= =adf h df h h� �
 

3( k�����Fא�kSא��א��f�V
0�m�	NY�2אℝ�� �;( , ) = −f x y x y��k
;�
�w|
�)0�k
l�+4
��(0,0)�K 

� �

�W�+�#N<�%'@ ن�,�X@bd�Q@Nא���)l�Bא��
B�،�N+��;و� �
2 2

1 2 (0,0) 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) (0,0) ( , ) ( , ) .ε− = + + = −f h h f df h h h h h h h h� �� �� �� �
W��
�و0 �

1 2 (0,0) 1 2
1 2 2 2

1 2

( , )
( , ) ;ε

− −
=

+

h h df h h
h h

h h
� �
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� �

W���'��;و� �

1 2 1 2

1 2

1 2 (0,0) 1 2
1 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

1 2

1 2

2 2( , ) (0,0)
1 2

( , )
0 lim ( , ) lim

lim ;

ε
→ →

→

− −
= =

+

−
=

+

h h h h

h h

h h df h h
h h

h h

h h

h h

� �

k��&)א�� ��dن X@´� w|� �و!sא
1 2

1 2

2 2( , ) (0,0)
1 2

lim
→

−

+h h

h h

h h
�,��ل��� WF� mد���b� w|

K%�<#Yא�}
���א�'(� I�KEg)0�����#bdא� �
� �

  4.3.2k�G
k�G
k�G
k�G
� �� �� �� �
k�
l�+'א��adf�Km��-و�E.ن�و��IF� �

.���I.���I.���I.���I� �� �� �� �
��bא��� k&�)!� ����)��aLل��;�adf�#!و�K��Wא��� ���� Xb� �;

^'�
l�+<� ��1(+�ض����Wو��د
aL2و�

aL�� ��f��)0�a� K���l�V
0�%'@ 
W"60,���#N'א�� �

� �

F∗E� �� �1 1( ) ( ) ( ) ( ),ε+ − = +a af a h f a L h h h� �
F∗∗E� �� �2 2( ) ( ) ( ) ( ),ε+ − = +a af a h f a L h h h� �� �� �� �
� �� �� �� �

��-�1 1

0 0
.lim ( ) lim ( ) 0ε ε

→ →
= =a a

h h
h h�Xb�F∗�EوF∗∗�E<��W*#	��;��� �

F∗∗∗���E( ) ( )1 1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .ε ε− = − = −a a a a a aL h L h L L h h h h� �
� �

��G+א�� �زو�د �Iذא �א��� � ����ℝnو;��?�ص، �P�P�;�1( ) ≤ ≤i i ne��.s�,
W�@$א��mw�dא�k
6Nא��"s! 
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( ) ( )
( )

( )

1 1 1 2 1 2

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) , 1,2,..., .

λ λ λ λ λ

λ ε λ ε λ

λ ε λ ε λ

∗
+∀ ∈ − = − = −

= −

= − =

ℝ a i a i a a i a a i

i a i a i

a i a i

L e L e L L e L L e

e e e

e e i n

 

W��
�و0 �
( ) ( )1 2 1 2( ) ( ) ( ) , 1,2,..., .λ ε λ ε λ∗

+∀ ∈ − = − =ℝ a a i a i a iL L e e e i n� �
 I]�א�?+#���>��λ�Wو;�W '��ل�I]�א�(&��s!�3�k"�א��Yوאb��b�m¸ل

( )1 2 ( ) 0, 1,2,..., ;− = =a a iL L e i n� �
WU,� �

1 2( ) ( ), 1,2,..., ;= =a i a iL e L e i n 

^��S	א��^
�1و!���X4G���b>	�;��א�$@
aL2و�

aLK� �
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  5.3.2kM�' kM�' kM�' kM�' � �� �� �� �
kSدא����H�: →ℝ ℝnf�k	� ��)0�k
l�+4
��k
;�
�a�Xb�ℝn�m�#4'�bm�#4'�bm�#4'�bm�#4'�b�

Kk	�)א��"s!��)0� �
W�
�k,نl�+4
��k�
�و;��+N<�Xb��<���،�N#���א���; �

� �
( )

0 0

0 0

lim( ( ) ( )) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( ) 0.

ε

ε
→ →

→ →

+ − = +

= + =

a a
h h

a a
h h

f a h f a L h h h

L h h h
� �

W��
�و0 �
0

lim ( ) ( ).
→
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f a h f a� �
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<<4.2<<<Ù]æ‚Ö]<íflé×e^Î<→ℝ ℝℝ ℝℝ ℝℝ ℝn p<í×•^ËÛ×Ö<< <
� �� �� �� �

  1.4.2��#N<��#N<��#N<��#N< 
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�P��Ś����G+;א�'(��#� ���'� �( )( , ) ( , )f x y f y x=�kSא��א�� ���f,ن
k	�)0(��א��k
l�+Y0)�0>����א, )yא������Ax�1α >K� �

[ [
] [1

2 2( , ) (0,0) 0
0,2

lim lim sin 0 1, .
α

αα

θ π

θ α−

→ →
∈

= = ⇔ ∈ +∞
+h k r

k
r

h k



í×•^ËÛ×Ö<íflé×e^ÏÖ]æ<flêñˆ¢]<Ñ^Ïj�÷]<V<êÞ^nÖ]<Ø’ËÖ]< <

201

�Wא��<��)����K#+?0(��א���S
�'��;���	Yא��))�� �
� �

0

( ,0) (0,0)
(0,0) lim 0,

→

∂ −= =
∂ h

f f h f

x h
� �

0

(0, ) (0,0)
(0,0) lim 0.

→

∂ −= =
∂ k

f f k f

y k
� �

� �
� �

��[IW%�§א�s!�% �� �

[ [

2 2( , ) (0,0)

2 2 2 2( , ) (0,0)

2 3

0
0,2

( , ) (0,0) 0 0
lim

lim
( )

1
sin 2

2
lim .

1
1 sin 2

2

α

α

α

θ π

θ

θ

→

→

−

→
∈

− − − =
+

=
+ − +

=
 − 
 

x y

x y

r

f h k f h k

h k

hk

h k hk h k

r

�N)<�3م�!s"�א�(&��I�kذא�وI�:�Bذא��Hن
.
2

α<����<�،אs@!�f���)0�k
l�+Yא

I�3ذא�و�H�:�Bن�א�?+#
.
2

α<

13( 1E� kא��א��D�?�b��0
�I�fنV�{ }2 \ (0,0)ℝ�،W��;���#NYא
2 2 2

2 2

( )
( , ) ,

x xy y
x y

x y

+ +
+

֏� �

�א�?(� Xb� �� ,� �א�<� ~
h'� � K�b��b� ��(�Nم W� ،�L� � #�H�∞
C��V
0

{ }2 \ (0,0)ℝK� �
� �



eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

202

2(��W#+?א���)0��)��� 
4

30 0

( ,0) (0,0)
(0,0) lim lim 0,

→ →

∂ −= = =
∂ h h

f f h f h

x h h
� �

� �
4

30 0

(0, ) (0,0)
(0,0) lim lim 0;

→ →

∂ −= = =
∂ k k

f f k f k

y k k

W�)����#+?ج�א�Dو��� �
� �

5 4 3 2 2 3 4 5

2 2 2

2 2 4 4 4 2
( , ) ,

( )

f x x y x y x y xy y
x y

x x y

∂ + + + + +=
∂ +

� �

5 4 3 2 2 3 4 5

2 2 2

2 4 4 4 2 2
( , ) .

( )

f x x y x y x y xy y
x y

y x y

∂ + + + + +=
∂ +

 

� �

��ن����fא�S�'$Yن�א2

x

∂
∂

fو�

y

∂
∂

�W�#4�אن�0(��א�?+#،�ذ�d�gن'�b� �

[ [

[ [

( , ) (0,0) 0
0,2

0
0,2

lim ( , ) lim ( cos , sin )

lim 18 0 (0,0),

x y r

r

f f
x y r r

x x

f
r

x

θ π

θ π

θ θ
→ →

∈

→
∈

∂ ∂=
∂ ∂

∂= = =
∂

� �

[ [

[ [

( , ) (0,0) 0
0,2

0
0,2

lim ( , ) lim ( cos , sin )

lim 18 0 (0,0).

x y r

r

f f
x y r r

y y

f
r

y

θ π

θ π

θ θ
→ →

∈

→
∈

∂ ∂=
∂ ∂

∂= = =
∂

� �

� �

V
0�`'±���Xb�1א�?(���P��b���l�f��;�ن
CCCC�K#+?0(��א�� �

3( kSن�א��א��@<�f��)?א��Xb�2
CCCC��A �H� �وI�:�Bذא �Iذא 0(��א�?+#

�;Ddא�k�����א�S�'$Y.�א2
2

2

f

x

∂
∂

و�
2

2

f

y

∂
∂

و�
2 f

x y

∂
∂ ∂

و�
2 f

y x

∂
∂ ∂

�K#+?0(��א��m�#4'�b



í×•^ËÛ×Ö<íflé×e^ÏÖ]æ<flêñˆ¢]<Ñ^Ïj�÷]<V<êÞ^nÖ]<Ø’ËÖ]< <

203

W#+?0(��א���)��� 
5

2 4

2 0 0

2
( ,0) (0,0)

(0,0) lim lim 2,
h h

f f h
hf x x h

x h h→ →

∂ ∂−∂ ∂ ∂= = =
∂

� �
5

2 4

2 0 0

2
(0, ) (0,0)

(0,0) lim lim 2,
k h

f f k
kf x x k

y k k→ →

∂ ∂−∂ ∂ ∂= = =
∂

� �
5

2 4

0 0

2( ,0) (0,0)
(0,0) lim lim 2,

h h

f f hh
f y y h

x y h h→ →

∂ ∂−
∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂

� �
5

2 4

0 0

2
(0, ) (0,0)

(0,0) lim lim 2.
k k

f f k
kf x x k

y x k k→ →

∂ ∂−∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂

W�)����#+?ج�א�Dو��� �
 

( )

( )

( )

2 5 4 3 2 2 3 4 5

2 2 2 2

2 2
2 2

4 4 3 3 2 2
4 2 2 4

5 5 2 4 3 3 4 2
6 6 2 4 4 2

2 2 4 4 4 2
( , )

( )

1
12 6 6

1
4 20 20 24

2

1
8 8 16 24 16

3 3

f f x x y x y x y xy y
x y

x x x y

xy x y
x y

x y xy x y x y
x x y y

xy x y x y x y x y
x y x y x y

 ∂ ∂ + + + + +=  ∂ ∂ + 

= + + +
+

+ − − − − − +
+ +

+ + + + +
+ + +

� �

W�� 6-¢�,ن �

( )
2 2

2 2

1 1 15
lim , 2 0,0 .

4n

f f

x n n x→∞

∂ ∂  = ≠ = ∂ ∂ 
� �

X0� D#4א'PWא� �+)�� �!sא ��Iن
2

2

f

x

∂
∂

��b#Fن� �و�@+� �א�?+# �)0�f��Xb
2אI���4' W]�א�?(��

CCCC�K#+?0(��א�� �
� �
 



eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

204

14( 1E�kא��א��D�?�b��0
I�f�Vن�{ }2 \ (0,0)ℝW��;���#NYא�، 
2

2 2
( , ) ,

xy
x y

x y+
֏� �

�א�?(� Xb� �� ,� �א�<� ~
h'� � K�b��b� ��(�Nم W� ،�L� � #�H�∞
CCCC�V
0�

{ }2 \ (0,0)ℝK� �
2(��W�)����K, 

[ [

[ [

( , ) (0,0) 0
0,2

2

0
0,2

lim ( , ) lim ( cos , sin )

lim cos sin 0 (0,0).

x y r

r

f x y f r r

r f

θ π

θ π

θ θ

θ θ

→ →
∈

→
∈

=

= = =

#4�0�m(��א�?+#I�f�Kذن،'�b� �
�OK  W#+?0(��א���)���� �

30 0

( ,0) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0,

→ →

∂ −= = =
∂ h h

f f h f

x h h
� �

30 0

(0, ) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0;

→ →

∂ −= = =
∂ k k

f f k f

y k k
� �

� �

WV
0�،k0'��د�Wق�א��'cWא��0א�
��G+;��?§�#+?ج�א�Dو��� �
4 2 2

2 2 2
; ( , ) (0,0),

( , ) ( )

0 ; ( , ) (0,0),

y x y
x yf

x y x y
x

x y

 − ≠∂ = +∂  =

� �

3

2 2 2

2
; ( , ) (0,0),

( , ) ( )

0 ; ( , ) (0,0).

yx
x yf

x y x y
y

x y


≠∂ = +∂  =

� �

��ن )3����א2 �fא�S�'$Yن

x

∂
∂

fو�

y

∂
∂

�V
0� � ���Lن )��H#אن ){ }2 \ 0,0ℝ�،

���0(��א�?+#�b,�K#+?ج�א�Dאن����#4'�b��4&B�،ذنI�K^bو�Nb�w|��4!�b��b 
W%�7)B� �



í×•^ËÛ×Ö<íflé×e^ÏÖ]æ<flêñˆ¢]<Ñ^Ïj�÷]<V<êÞ^nÖ]<Ø’ËÖ]< <

  

205 

4 2 2

2

2 2

1 1 1
1 1 124lim , lim 0 (0,0);
2 251 1

4

n n

f fn n n
x n n x

n n

→+∞ →+∞

−∂ ∂  = = ≠ = ∂ ∂   + 
 

� �

4

4

2
1 1 1

lim , lim 0 (0,0).
4 2n n

f fn
y n n y

n

→+∞ →+∞

∂ ∂  = = ≠ = ∂ ∂ 
� �

��f')'� �f,ن

x

∂
∂

fو�

y

∂
∂

��������4&B�،ذنI�K#+?0(��א�����''��;�X��#4'�b�����

KX��#4'�b� �
� �

k��7
bk��7
bk��7
bk��7
b� �� �� �� �
W^<D��Nא�����X,ن����k��אY#و�DאI�#c��Y]�א�-�א���.�א��	�� �

2( cos , sin ) sin cos 2 ,
f

r r
x

θ θ θ θ∂ = −
∂

� �
2( cos , sin ) cos sin 2 ,

f
r r

y
θ θ θ θ∂ =

∂
� �

� �


��Sن�;�N'<�θدون��rKن��b#F���Hא�s!�f

x

∂
∂

fو�

y

∂
∂

���)0�k��&);����Xbא�'4'

�K#+?א� 
4( kSא��א�����<�f�WmD��Nא��A�°ن�I�#+?א���)0�k
l�+Yא� �

( )

2

32 2
2 2 2

( , ) (0,0) 0 0
( , ) ,

f h k f h k hk
H h k

h k h k

− − −= =
+ +

� �

)�#�b��b¸ل§��א�?+ , )h k�[I�(0,0)K�W��و�@�X 6-¢�,ن �
3

3 2

3 30 0 32 2

2 ; 0 ,
lim ( , ) lim

2 2 ; 0 .
h h

hh
H h h

h h

+

→ →
−


→= = 

− →

� �


k��& ����<�W�f��)0�k،�و;��'����IHذن،�l�+4
��k
;�
�A����(0,0)K� �



eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

206

15( 1E���kSא��א��D�?�b��0
If�Vن�{ }2 \ (0,0)ℝ�،W��;���#NYא
2 2

2 2

1
( , ) ( )sin ,+

+
֏x y x y

x y
� �

∞�>#�H%���وאل�,و���Xb�kא�?(�
CCCC�V
0�{ }2 \ (0,0)ℝ�K�gذ��X0�%�<��

�∞��Xbא�?(���f,ن
C�V
0�{ }2 \ (0,0)ℝ�K�&
(b� �

2( ��H���,�Xb�( , )x y�Xb�{ }2 \ (0,0)ℝ�W����Yא�O��F�;��)���

2 2 2 2 2 2

1 2 1
( , ) 2 sin cos ,

f x
x y x

x x y x y x y

∂ = −
∂ + + +

� �

2 2 2 2 2 2

1 2 1
( , ) 2 sin cos .

f y
x y y

y x y x y x y

∂ = −
∂ + + +

� �
� �

W�(Y�;��)����#+?و0(��א� 

20 0

( ,0) (0,0) 1
(0,0) lim lim sin 0,

→ →

∂ −= = =
∂ h h

f f h f
h

x h h
� �

� �

20 0

(0, ) (0,0) 1
(0,0) lim lim sin 0.

→ →

∂ −= = =
∂ k k

f f k f
k

y k k
� �

3( � �Xb�1א�?(��f>@�ن
CCCC��)0�(0,0)ن�������א2 �א�S�'$Yن �Iن��Hن

f

x

∂
∂

fو�

y

∂
∂

�"s!� �)0� X��#4'�b��[I� Dو#Y�;� �)���� Kgذ�� 1'h)�� Kk	�)א�

Wk��א�-�א���.�א��	�� �



í×•^ËÛ×Ö<íflé×e^ÏÖ]æ<flêñˆ¢]<Ñ^Ïj�÷]<V<êÞ^nÖ]<Ø’ËÖ]< <

207

[ [

[ [ [ [

[ [

( , ) (0,0) 0
0,2

2 20 0
0,2 0,2

20
0,2

lim ( , ) lim ( cos , sin )

1 2cos 1
lim 2 cos sin lim cos

cos 1
2 lim cos .

x y r

r r

r

f f
x y r r

x x

r
r r r

r r

θ π

θ π θ π

θ π

θ θ

θθ

θ

→ →
∈

→ →
∈ ∈

→
∈

∂ ∂=
∂ ∂

= −

=

� �

��fא��mD��Nא�f')'� �Kk��& ��y�A����mw�d,ن

x

∂
∂

��K#+?א�0(��א��#4'�b�Q��� �

�G+<�f��א�	#���kذא>&��¤@`�א�'(��#�I]�,ن

y

∂
∂

��Q���#+?א�0(��א��#4'�b

��Xb�A���1א�?(����f;�وs;�K"Dא�±'`�;�ن
CCCC��)0�(0,0)K� �

� �

4(����<�f��)0�k
l�+Y(0,0)�א�WmD��Nא��A�°ن�I

2 2
2 22 2

( , ) (0,0) 0 0 1
( , ) sin ,

f h k f h k
H h k h k

h kh k

− − −= = +
++

� �

�b¸ل �b� �א�?+# �§�( , )h k��3� �)!� D�Hsb� #+�� ��HF� �א�?+# [I
�
�)� !W*�lو���@;��)����KE� �

2 2
2 2( , ) (0,0)

1
lim sin 0.

h k
h k

h k→
+ =

+
�
~�s!�Xbא�אI�O��F]�,ن±�f�K#+?0(��א��k
l�+4
��k
;�
� �

� �

16( 1E�kSא��א��f�k	� � ��H� �)0� m�#4'�b�( , )x y�I��Yא� X0� k+
'��
(0,0) �)0��!D#4א'Pس�אD�)��Km�#4'�bدوאل��Xb�%SH#b���kSא��H�(0,0)K�

gذ����,�Xb #SHs  W��;�ن �
2 2 ; ;x x x y y∀ ∈ ≤ + ∀ ∈ℝ ℝ 

sin ;∀ ∈ ≤ℝt t t�� �



eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

208

�21 cos 2sin .
2

y
y y

 ∀ ∈ − =  
 

ℝ� �

W�<���،��
�و0 �
2

2 2 2

2 2 2 2

2 sin sin 2
2 2

( , )

y yx ay x x a y x
f x y

x y x y

  + + 
 ≤ ≤

+ +
� �

�
3 3

2 2 2 22 2

2 2
2 2

1
( ) ( ) 12

2

x y a x y
a x y

x y

+ + +
 ≤ ≤ + + +  

� �

WX@و�� �
2 2

( , ) (0,0)

1
lim 0,

2x y
a x y

→

 + + = 
 

� �
� �

WذنI� �
( , ) (0,0)

lim ( , ) 0 (0,0).
x y

f x y f
→

= =� �
� �

kSא��א����s@!�Xא�,ن��'��f�#+?0(��א��m�#4'�b�.(0,0)� �
� �
� �

2( ��,�Xb��)����0a =W
� �

 .أ 
2 2

2 2 2

( )(cos 1)
( , ) (0,0), ( , )

( )

f x y y
x y x y

x x y

∂ − −∀ ≠ =
∂ +

 

� �
  .ب 

0 0

( ,0) (0,0) 0 0
(0,0) lim lim 0

0 0x x

f f x f

x x x→ →

∂ − −= = =
∂ − −

� �
3( ��,�Xb�K,�0y 0xو�= ≠�،W�)���

( ,0) 0.
f

x
x

∂ =
∂

� �



í×•^ËÛ×Ö<íflé×e^ÏÖ]æ<flêñˆ¢]<Ñ^Ïj�÷]<V<êÞ^nÖ]<Ø’ËÖ]< <

  

209 

��,�Xb�X@�0و�x 0yو�= ≠�W�)���� �
2

4 2

(cos 1) 1 cos
(0, ) ;

f y y y
y

x y y

∂ − − −= =
∂

� �

W���'��;و� �

0

1
lim (0, ) ;

2y

f
y

x→

∂ =
∂

� �

k��&)א����و!���²N���b,ن
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f
x y

x→

∂
∂

�Kmد���b�w|� �

�KW�fא��א�kS  .ب 

x

∂
∂

��)0�m�#4'�b�A����(0,0)�Kو�m�#4'�b��&B�،gذ���b
V
0�{ }2 \ (0,0)ℝ�KE,F��)�3א���mدDא��א��&'t�����l�V
0� �

 
17( 1E�kSא��א��f�V
0� m�#4'�b�{ }2 \ (0,0)ℝ��?�'<� ���وאل %�H�H� ،

:�P�
��k
60�W�Kg�s;�β�Y0(��א���b,�Kg�s;I���(1,2)��[I��M
)B
Wk��&)א��O��- 

3 3

2 2( , ) (1,2)

( 1) ( 2)
lim .

( 1) ( 2)x y

x y

x y→

− + −
− + − 

��0�k��-�[Iم�>�Xb�^�Nא�(4: �&�B�#c��Yא�}��N'א���G+��0

0
� K��&NB#�

W%'@)B؛�k��	م�א�-�א���.�א���h'� � �
1 cos , 2 sin .x r y rθ θ− = − =� �

W��
 و0
3 3

3 3

( , ) (0,0) 0 ( , ) (1,2)

( , ) ( , ) (cos sin );

lim ( , ) lim ( , ) lim (cos sin ) 0.
x y r x y

f x y g r r

f x y g r r

θ θ θ
θ θ θ

→ → →

= = +
= = + =� �

:�Pא��� k4�
� ��,ن ~
h'� �β�� D#4א'PW� k)b�Gא�f��)0�(1,2)���!
K#+?א��� �

� �



eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

210

2E ���)0�K,�(1,2)�W�+�#N<��)���
3 3

2 21 1

3 3

3 21

2

2 21

( , ) (1,2) 1 ( 1) ( 2)
(1,2) lim lim

1 1 ( 1) ( 2)

( 1) ( 2)
lim

( 1) ( 1)( 2)

3( 1)
lim 0.

3( 1) ( 2)

x x

x

x

f f x y f x y

x x x x y

x y

x x y

x

x y

→ →

→

→

∂ − − + −= =
∂ − − − + −

− + −=
− + − −

−= =
− + −

� �

���(��W(1,2)�و��Dج�א�(�	�k  . ب

( ) ( )
( )

2 2 2 3 3

22 2

3( 1) ( 1) ( 2) 2( 1) ( 1) ( 2)
( , )

( 1) ( 2)

x x y x x yf
x y

x x y

− − + − − − − + −∂ =
∂ − + −

� �

����[ ]4 2

22 2

( 1) ( 1)( 2) 3 2 1
.

( 1) ( 2)

x x y x y

x y

− + − − − +
=

 − + − 

� �� �

� �

3E %�7)��Wk��&)א���
[ ]

[ ]
[ ]

4 2

2( , ) (1,2) ( , ) (1,2) 2 2

4 2

0
0,2

( 1) ( 1)( 2) 3( 1) 2( 2)
lim ( , ) lim

( 1) ( 2)

lim cos cos sin 3cos 2sin .

x y x y

r

x x y x yf
x y

x x y

θ π

θ θ θ θ θ

→ →

→
∈

− + − − − − −∂ =
∂  − + − 

= + −
��

�s!�f"�א�(&�����b�w|�kد�f')'� �Km,ن

x

∂
∂

��)0�m�#4'�b�A����(1,2)K� �

18( 1Eא��א��kS��f�V
0� m�#4'�b�{ }2 \ (0,0)ℝ��?�،��H�H%���وאل�>'
I��Y0(��א���b,��������Kg�s;�(0,0)�Wk��&)א��O��-�[I��M
)B

2 2 2

2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

( )
lim ( , ) lim .

x y x y

ax bxy cy
f x y

x y→ →

+ +=
+



í×•^ËÛ×Ö<íflé×e^ÏÖ]æ<flêñˆ¢]<Ñ^Ïj�÷]<V<êÞ^nÖ]<Ø’ËÖ]< <

211

��0�k��-�[Iم�>�Xb�^�Nא�(4: �&�B�#c��Yא�}��N'א���G+��0

0
� K��&NB#�

W�� 'SHs#�,ن �
2 2 , .x x x y y∀ ∈ ≤ + ∀ ∈ℝ ℝ� �

W�<���،��
�و0 �
( )

( )

22 2 2 2 2 22 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )( )

( ).

a x y b x y c x yax bxy cy

x y x y

a b c x y

+ + + + ++ + ≤
+ +

≤ + + +

A �H��SYو�( )2 2 2

( , ) (0,0)
lim ( ) 0

x y
a b c x y

→
+ + + =��k)!1b�%�����)M')'Pא

W��אF?#�,ن �
( , ) (0,0)

lim ( , ) 0 (0,0).
x y

f x y f
→

= =

#4�I�f�mذن،'�b��)0�(0,0)�g�sHK� �
� �

k��7
bk��7
bk��7
bk��7
b� �� �� �� �
W%'@)B؛�k���X@r;$�ن�א�O��Fא�w�d,ن� �'N^�;��-�א���.�א��	�� �

cos , sinx r y rθ θ= =� �
W��
 و0

( ) ( )

2 2 2 2

, 0,0 0

( , ) ( , ) ( cos cos sin sin ) ;

lim ( , ) lim ( , ) 0 (0,0).
x y r

f x y g r r a b c

f x y g r f

θ θ θ θ θ
θ

→ →

= = + +
= = =

2( W�+�#N<��)���
2 2

0 0

( ,0) (0,0)
(0,0) lim lim 0;

0x x

f f x f
a x

x x→ →

∂ −= = =
∂ −

� �
� �

2 2

0 0

(0, ) (0,0)
(0,0) lim lim 0.

0y x

f f y f
c y

y y→ →

∂ −= = =
∂ −

� �



eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

212

3( +�#N<��)���W� 

( ) ( )

( )22 2

2 2 2 2 2 2( , ) (0,0) , 0,0

( , ) (0,0) (0,0) (0,0)
lim lim

( )

0.

h k h k

f f
f h k f h k ah bhk ckx y

h k h k h k→ →

∂ ∂− − − + +∂ ∂ =
+ + +

=


I�f���)0�kذن،l�+4
��k
;�
(0,0)K� �
4( W%�7)��K, 

2 2 2
2 2

2 20 0

( , ) (0, ) 1 ( )
(0, ) lim lim

2

x x

f f x y f y ax bxy cy
y c y

x x x x y

bcy

→ →

 ∂ − + += = − ∂ + 
=

� �

2 2 2
2 2

2 20 0

( , ) ( ,0) 1 ( )
( ,0) lim lim

2 .

y y

f f x y f x ax bxy cy
x a x

y y y x y

abx

→ →

 ∂ − + += = − ∂ + 
=

W�+�#N<��)�����KO� �

2

0 0

( ,0) (0,0)
2

(0,0) lim lim 2 ,
→ →

∂ ∂−
∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ x x

f f
x

f abxy y
ab

x y x x
� �

� �
2

0 0

(0, ) (0,0) 2
(0,0) lim lim 2 .

→ →

∂ ∂−∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ y x

f f
yf cbyx x cb

y x y y
� �

5( ��W�D�+א��V
0��)�� �
2 2

(0,0) (0,0) ( 0) ( ).
f f

b a c
x y y x

∂ ∂= ⇔ = ∨ =
∂ ∂ ∂ ∂

� �

19( 1E��kSא��
0
�f�Vא��SH#Y.�א�)6 ���k
l�+Yא����<�k�،��3ℝدوאل�-�ود�
�����ل k�B�H�k�M-� "s!� K��$Yא� �&+�#N<אن���b�f�V
0� k
l�+Yא�

3ℝ�،K�&+�#N<אن���b



í×•^ËÛ×Ö<íflé×e^ÏÖ]æ<flêñˆ¢]<Ñ^Ïj�÷]<V<êÞ^nÖ]<Ø’ËÖ]< <

213

2( kB�+?b�f�k��;��Nא���
0 0( , )x yJf�k	� � �)0�0 0 0( , , )x y z�Xb�3ℝ�

W�;�m�	Nb 

0 0

1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2
( , ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 3 3
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
2 2
0 0 0 0 0 0 0

2
0 0 0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

1 2 1

2

2

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

−
=

+

x y

f f f
x y z x y z x y z

x y z

f f f
Jf x y z x y z x y z

x y z

f f f
x y z x y z x y z

x y z

y

y z x y z x y

y x z x x

.

 
 
 
 
 

� �

3( k	� ��)0��&'�
l�+<�0 0 0( , , )x y z�Xb�3ℝ�Wאل�)Yא�אs!�V
0�kB�#Nb� �

0 0 0 0 0 0

0
2 2

( , , ) ( , , ) 0 0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0

1 2 1

( , , ) 2

2

 
 
 − 
     = =      + 

ℓℓx y z x y z

h

ky
h

df h k Jf y z x y z x y
k

y x z x x

� �

( )2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 02 , 2 , , ( 2 ) .= + − + + + +ℓ ℓ ℓh y k y z h x y z k x y y x z h x k x� �

� �

20( 1E ;��K��k�4ل�����N'PאWk�SH#Yق�א��وאل�א��'c 

( , ) ,
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= × + × = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
f g u g v g g

x y
x u x v x u v

� �

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( , ) = 2

( , ) =

( , ) = 2

,

,

.

u

u

∂ ∂ ∂ ∂+ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂× + × = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂− +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

f g g g
x y

x u v v
f g u g v g g

x y
y u y v y u v

f g g g
x y

y u v v

� �

� �



eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

214

}��N'��;א�D�B��<��W� �
2 2 2

2 2
( ) ( ) 4 0.

∂ ∂ ∂− = =
∂ ∂ ∂ ∂

f f g
x, y x, y

x y u v
� �

2( kSא��א����Xb�2א�?(���g 6-¢�,ن 2( , )ℝ ℝCCCC���K�،��
;�وD!�؛�و0
Wk
b�@Y�;� �

( )0 ;
∂ ∂ ∂  = ⇒ = ∂ ∂ ∂ 

g g
h v

u v v
� �

��-�h��)?א��Xb�k�D��'א��kدא��( )ℝCCCC����v�K<���،��
��Wو0 �
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),= =∫g u v h v dv+ K u H v + K u� �

��-�Hو�K��)?א��Xbن��'�D��'ن�א��'S�2دא�( )ℝCCCC����vو�u��V
0
K%�<א���� �

3( W[I��)'د��Nbل�����*��Yא�'�����א� �
2 1

4 .
∂ =
∂ ∂

g

u v uv
� �

0��7� X�Wאن��Yل��3א�
Fא� �

�{ }2( )
1

1 2
2

D
D u v uv D D

D

∗ ∗
+ +

∗ ∗
− −

= ×= ∈ > = ∪  = ×

ℝ ℝ
ℝ

ℝ ℝ
' , : 0 /

� �
� �
V
0�1D�W%'@ � �

1 1 1 1
( ) ;

g∂ ∂  = = ∂ ∂ 
u,v

u v 4 uv 4 u v
� �


و;��b�@k�k��)��;�[I�u�W�K� �
( )1

( ) ( ); , .
g ∗

+
∂ = + ∈
∂

ℝ ℝ
u

u,v A v A
v 2 v

CCCC� �

��;��K�،w�dو�3א
b�@k�k��)��;�[I�vW� �
( ) ( ) ( ) = ( ) ( );g = + +∫u,v uv A v dv+ B u uv C v + B u 

� � � �



í×•^ËÛ×Ö<íflé×e^ÏÖ]æ<flêñˆ¢]<Ñ^Ïj�÷]<V<êÞ^nÖ]<Ø’ËÖ]< <

215

��-�Bو�C�Xbن��'�D��'ن�א��'Sدא��( )2 * ,ℝ ℝCCCCK� �
)�و;�I�،�(Yذא��Hن , )u v�Xb�2D��)�'HW� �

2 1 1
( , ) ( , )

4 ( )( )

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 = =  − − 

g g
u v u v

u v u v u v� �
W��
�و0 �

1
( , ) ( ); ( , ),

2
∗
−

∂ −= − + ∈
∂ −

ℝ ℝ
g u

u v E v E
v v

CCCC

� �
��W'���و;� �

( )2( , ) ( ) ( ) ( ); , , .∗
−= + = + + ∈∫ ℝ ℝg u v uv E v dv uv F v G u F G CCCC� �

�[Iوض�#Nb� �!� �Ś �~
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� �

B�-�r����∗
+ℝو�ϕ����[ ]0,2πو�θ����,

2 2

π π− 
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2.3<<<<<<<< <½^ÏßÖ]íflè‚£] íÏé×ŞÖ]< << << << <
< << << << <
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2 2 22
10 11( , ) (7 ); ( , ) ( ).= − − = +

x

f x y xy x y f x y e x y� �
� �

11( 3�CC�'�=א�!'CC	א���T'CC���CCP2�Y��CC#�αوאل���CCط�א��CC�#��CCA'�Rد�و�CC:و
 א=�:���Wא����'�

3 2( , ) 3 6 ,α= + − −f x y x xy x y� �
( , ) ( ),α= − −g x y xy x y� �

2 2( , ) (2 )(2 ).α α= − −h x y x x y y� �
� �

12( W�3'�'�=����40وאل�א 

2 2 2( , ) ( ) (1 ),= − − −f x y y x x y� �
2 2( , ) ( )( 2 ),= − −g x y y x y x� �

2 2 2 2( , , ) ( ) 4 ,= + − −h x y z x y x y z z� �
TA#ن�Zط���3�2؟���#K�Q�A'�R�<'A���/[����T��،� �

 

13( �5'��α��3'�'�=א� �א��א�<� F�A#� K�3'�'�2� ���@���fو	'�� 1��A%א

�R]�0א��, 0,
2 2

π π   ×      
�WC� 

2 2( , ) sin sin ( ).f x y x y x yα= + − +� �
 א=�:���f�K>�#��ط )1

2( K�Q���1�2�34وא���A'�Rאد�س� 

 

�����وאل�א����'�Wو:�د�و��A'�Rא����ط�א=����3 אد�س  )14 �
2 2( , ) 2 4 10;= + + + +a x y x y x y� �
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l^v×Ş’¹]<ØéÖ�< <
  

�א������ �	
�א�� �
�� �א������� ����א����� �����א� ��ع��� א"!� ��
Kא%و��&'�(	� 

  ))))� �� �� �� �  

*�
�א-,א+ �7� �Coordonnées  


'��KKKFא.
�א" � �235 (… cylindriques   

 �'
0
1�KKKF� �55� �(… polaires  

����KKKFو�'�  �235 (… sphériques   

�א���2ع �7 Hauteur 

�א4!��ق �8� �Dérivabilité 

�א.!)�א� �11 Continuité 

� �5555� �� �� �� � 

61�7� �243 Reste 

7
�ن� �19 Graphe 

� �****� �� �� �� �  

�02,�:�א�!9
'�א* �159 Changement de variables 

;"�<� �155 Homogénéité 

�2,�'ج �125 Gradient 

EKKK?	��:7�1F�@'�A2� �9 Déformable 

92
'�א*� �82 Variations 
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�
	B��2� �8� �Différentielle 

���2'ق �130 Divergence 

C��D2� �29 Equivalence 

,�,E� �64 Prolongement 

� �جججج� �� �� �� � 

Fא,� 'G���H�KKKF(� �156 Produit (… matriciel) 

6H��"�FI�� �243� �Partie régulière 

�'
.�.)��	J� �28 Système (…fondamental) 

��א� 19 Voisinage 

 KKKK  
 

L -� �7� �Volume 

��ط -,'��"�KKKF(� �241 Extrémums 

���-� �243 Critique 

N
O-� �257 Minimum 

� �دددد� �� �� �� � 

�Qدא�� �13 Fonction 

�
���2�KKKFא� �220� �(… harmonique   

�
RI��KKKF� �65� �(… partielle 

��KKKF-,ود�'� �145� �(… polynomiale 

���Rدא�KKKF� �145  (… circulaire     

��,Rزא�KKKF 145� �(… hyprbolique  
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�
T�U4�KKKF 63� �(… vectorielle  

 �'
�(B�KKKF 163 (… implicite 

�د.!�� �233� �Formule 

� ������ �� �� �� � 

�02�� �234� �Ordre 

� �شششش� �� �� �� �  

��U4ع �18 Vecteur 

:D4� �135� �Forme  

� �صصصص� �� �� �� �� �� �� �� �
&,H�X� �39 Fixe 

��,-��
�"F�Y�9X�KKK� �242 Minimum 

Z�X� �128� �Classe 

&��X� �14 Image 

� �طططط� �� �� �� � 

��
	[� �236 Libre 

�]�ل �7 Longueur 

� �عععع� �� �� �� � 

��Tض �7 Largeur 

 ^(�T KKK���,-��
�"F� �241� �
� �

Maximum 
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� �غغغغ� �� �� �� � 

`ab� �26 Sphère 

� �`̀̀̀� �� �� �� � 

�	X��� �83� �Abscisse 

:��� �23 Séparation 

�F�O�� �23 Espace 

��2�KKKFم�� �40� �(… complet       

��'6(
�"�KKKF� �23 (… normé 

�   قققق�

��1ص �15 Disque 

�
1� �95� �Diagonale 

,Rزא�d
1� �16 Hyperbole 

e��DH�d
1� �16 Parabole 

� �� �� �� �
� �� �� �� �

ffff  

&��� �26 Boule 

�   مممم�

&,T�0!H� �32� �Divergente 

����0!H� �73� �Inégalité 

�
��!!H� �31 Suite 
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�g"� !H� �177� �Homogène 

�hHאص �40 Compact 

�01�U!H� �49 Successive 

�'
9!H� �13� �Variable 

�7���!H� �31 Convergente 

�'
Q	i� �43 Locale 

��i� �17 Axe 

j
i� �7� �Périmètre 

�0Q��H� �19� �Composante 

I��H� �26� �Centre 

��Hو"� �9� �Elasticité 

�-�gH� �7� �Aire 

&'��!gH� �101 Stable 

Y�!gH KKK�QjkF(� �16 Niveau (ligne de …) 

l�!gH� �15 Plan 

L
�!gH� �15� �Droite 

�'
RI���*�Q�!AH� �9 Dérivées  partielles 

��
'��IHدوRI��*�Q�!AH� �120 Dérivées  partielles mixtes  

�'
7��U�������H� �153 Matrice jacobienne 

�	B��H 	7�1F��?	��EKKK 130 Différentiable 

����H� �19 Restriction 

��!gH� �18 Arrivée 



eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

  

290 

m�H� �59 Arrivée 

L	UH� �75� �Repère 

n	
�H� �18 Départ 

K�!�H� �103 Ouvert 

�a7p��+CHس �159 Opérateur de Laplace 

Z��U!אن�א�,
H� �14 Domaine de définition 

� �نننن� �� �� �� � 

��A"� �181� �Développement  

'6H��"� �252� �Régulier 

L
�"� �21 Norme 

����"� �20 Limite 

�   وووو�

j
�و. �109 Paramètre 
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7
ع�א�5
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�����F8�E,89و �� �3�F8Eو�&������������ (9)���7
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=��,
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eê×•^ËjÖ]<Øé×vjÖ]<íe]ç< <

292

���Bא���F40E      אسC?8+�F40E�        �����D%
��F71Eڤيونـ�F75E

������(76)  ����=AE+�A��F�(76) ���� 
ن�������G��F79E ����� ل
H����F117Eدو��� �

�Jس� F162�E� 
����Kאن����� ���F�F182��������E    %
���9�F241E ڤ�����������Lא���F243E� �

CE09���F253E



íflè‚£]<½^ÏßÖ]æ<flë…ç×è^jÖ]<†�ßÖ]<VoÖ^nÖ]<Ø’ËÖ]< <

293

< <
Äq]†Ú< <

1. Kم Uز�- W ��NYوא�%��	
����G)א���

($# ،א�	��k�?א���D�2010،دאK
2. Kم WUوض א�+�����\ -�����ز#�����Y�7 �����. 3 א'bWوא�+����#وض، א ��א�)����� �،� א����2

� אY	���0.  د��אن�Nb�2אk، 1999K� �

3. J.  M.Arnaudies, H.Frayssé: Cours de mathématiques 2, Analyse,
Dunod-Université; 1988.

4. C. Baba-Hamed, K. Ben Habib : Analyse 2 : Rappels de cours et
Exercices avec solutions, O.P.U; 1993.

5. M.Boukra, A.Djadane, D.E.Mejdadi, B.K.Sadallah: Analyse
mathématique, fonctions d'une variable réelle, volume 2, OPU;
1994. 

6. R. Couty, J.Ezra: Analyse, tome2, Armand Collin; 1967.

7. C. Deschamps, A.Warusfel: mathématiques 1re année; Dunod;
1999. 

8. J. Dixmier: Cours de mathématiques du premier cycle, Gauthier-
Villars; 1976 .

9. M.Hazi: S.E.M 300 par ses Examens, tome 2, O.P.U; 2004.

10. Paul Broussous, Fonctions de Plusieurs variables, Parcours
renforcés, première année, 2009 /2010, Université de Poitier.



< <Œ†ãËÖ]
< <

†è‚’i

5 ���  KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK{{KKKKKKKKKKK������������	�
��
����1.0

�� KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK���
���������7

< <…]†Ûj‰÷]æ<l^è^ãßÖ] V Ùflæù] Ø’ËÖ]
13 ���KKKKKK.KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK.....KKKKKK��ℝn → ℝ p ��1.1א��وאل�

K...............KKKKK������Wℝnא�� ��������
�������21 ���2.1 א����
�א�

26 � �..........K....KKKKKKKK�� א!�א�Wℝn ��������
��������3.1 א����
�א�

29 � �.......KKKKKK���"�����Wℝn&%�$#�א�� ��������
����������4.1א����
�א�
31 ���KKKKKK.....KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK��"������*�Wℝ p ���5.1א())����"�'�

KK....KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK���
��+�+,�-.�(/�Wℝ p �6.135א())����"�'�

41 ���KKKK...........KKKKK���"������*�W�ℝn → ℝ ��7.1א�����1"����0א��وאل�

� �.......KKK��
��+�+,�"��23��W�ℝn → ℝ ��8.145א�����1"����0א��وאل�

�و&��41 
�א()�5�6 �א�����1" ℝn → ℝ � �א��وאل 0��� �א�����1" � � 9.1

� �KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKW���"51א()7��8א

59 � � KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKℝn →ℝ p ���10.1א�����1"����0א��وאل�

65 � ��KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK�"������*�W 7א�+)	���11.1א

.....................K........KKKK���
��+�+,�-.�(/�W 7א�+)	���12.169א

75 ��KKK..............................K....K.KKKKKKK��
���9�:1 �;���13.1

81  �KKK.......................................KK.....KKKKKKKKK���14.1>��ل���

103 ���KKKKK..KKKKKKKKKKKKK..KKK....KKKKKKKKKKKKKKKKKKKK    =>����:1 �;���15.1

294



295

�

�

�

�

�

�

< <

< <í×•^ËÛ×Ö<íflé×e^ÏÖ]æ<flêñˆ¢]<Ñ^Ïj�÷]  V êÞ^nÖ] Ø’ËÖ]
115 � ���KKKKKKK.KKKKKKKKKKKKKKK��ℝn → ℝ ��1.2א	B)��ق�א!@.?�����0א��وאل�

132 � ���KKK.KKKKKKKKKKKKKKKKKK��ℝn →ℝ p ��2.2א	B)��ق�א!@.?�����0א��وאل�

134 ���KKKK..............K.KKKKKKKKK��
�C������ℝn → ℝ ��5��3.2���
�א��وאل�

150 � �KKKKKKKKKK...........KKKKK��
�C������ℝn →ℝ p 4.2  ��5���
�א��وאل�

� �KKKKK...KKKK���"و&���41א()7��8א�
�C������
�D
��5���5.2156���
�א��وאل�א(7

165 � ��K.KKKKKK............KK...................KKKK���
�����6.2א��وאل�א������

171  �KK.....................................KKKKKK����
���9�:1 �;   7.2

183 ��KK........................................KKKK..KKKKKKKK����8.2>��ل���

224 ��KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK..........KKKKKKKKK.KKKKKK    =>����:1 �;���9.2

< <íèfl‚£]<½^ÏßÖ]æ<flë…ç×è^jÖ]<†�ßÖ] V oÖ^nÖ] Ø’ËÖ]
241 � ��KKKK..KK........................KKKKKKKKKKKKKKKK���E ��1�(�7א�F��1.3א��

249 � ��KKKK...................KKKKKKKKKKKKKKKK��
����1
�א���G��2.3א����ط�א

258 ����KKK.KK....................KKKKKKKKKKKKKKKK��I����)א�
1��G3.3  א����ط�א

265  �.....................................K.KKKKKKK��
���9��:1 �;  4.3

267  ����KKKKK........................K............K......KKKKKKK��5.3>��ل��

279 �KKKKKKKKKKKKKKKKKKK.KKK..........KKKKKKKK.KKKKKKKKK��  =>����:1 �;  6.3
� �

��KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK    "�>��J)285د���4א

291 ���KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK�:1 �
L)א�M��&���C�17د���4א�
293 ��KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK�N7א��
295  �KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKא���7س����



< <

< <

< <

< <

< <

< <

< <

< <

< <

< <

< <

< <

<Ä{{f�æ<t]ÿ†ł{{{}c<fl� V<{e< <

Äè‡çjÖ]æ	†�ßÖ]æ	íÂ^fŞ×Ö	íéÞæ‚×¤]	…]�	 	

 الجزائر- ، شارع محمد مسعودي القبة القديمة05

  05.42.72.40.22- 021.68.86.48-021.68.86.49الهواتف: 

khaldou99_ed@yahoo.frالبريد الإلكتروني :



Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org

