Chapitre 11 Intégrales impropres

I1.1Rappel

I1.1.1.Fonctions localement intégrables

On considere un intervalle 7 de R qui n'est ni vide, ni réduit a un point et qui
n'est pas un intervalle fermé borné.On considére une fonction f réelle définie
sur 7 . On supposera f localement intégrable sur 1 .

Définition

Une fonction f localement intégrable sur I est une fonction intégrable sur tout
intervalle fermé borné contenu dans 7 .

Par exemple si Z = la.+o[ cela signifie que, pour tout x> a, lintégrale

_ f f()de - F T_tr—rf. f(ndt o
existe Ja , 0U encore que la fonction est deéfinie sur

I'intervalle |a. +eo] |

Exemple
|
N _ :
la fonction xest localement intégrable sur les intervalles | —o0.0]

et 10, +oo ;
la fonction logarithme est localement intégrable sur l'intervalle 10, +ee[ ;

|
. X - .y
la fonction I — x- est localement intégrable sur les

intervalles | —eo.—=1[. ] =1, 1] et |1, +co[ |

I1.2.Introduction sur les intégrales impropres

On sait assez facilement donner un sens a f(ff(t) dt lorsque par exemple f est
une fonction continue sur le segment [a, b]. Mais que faire quand la fonction est
simplement définie sur un intervalle de la forme [a,b[,]a,b],]a, b[, [a,+o0[, ]—o0,b],
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. rb
. Peut-on encore donner un sens a fa f)de?

Exemples

—t
f dtfe dtf dtflm
Définition

weROU w=+co0,
| [ rwar o
On dit que [lintégrale Ja est convergente (ou existe) si la

N . o
fonction a une limite (au sens de limite finie) quand x tend

vers «w . On pose alors :

fwf(rjd: unf f(ode

On appelle ce nombre réel intégrale impropre (ou généralisée) de Jf sur la. wl .
T e _ |
Si la fonction n'a pas de limite quand x tend vers w , on dit que

T rwar
I'intégrale Ja est divergente.

Exemple :

4+ 1
f e 'dt f In tddt
0 et Jo

1) On a, pour tout x > 0,

X iy 1
f Int=1+xInx-x \limf Intdt = 1 o f In tdt
I , d'ou +—0J . L'intégrale Jo est donc

convergente et vaut —1 .

x>0, f eldt=1-¢" _ lim f e 'dt =1
2) On a, pour tout 0 d'ou =+ Joy :

=+
o f e 'dt
L'intégrale Jo est convergente et vaut 1.
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Exemple

+o0 1 o 1
dt 1 . (1
f In rdr,f -, f cos td1 f — sin (—)dr
1 y ] — ¢ 0 et o - I

1) On a pour tout x > 1,

f. Intdt = xInx—x+1 =x(lnx-=1)+1
1

X
. f In et
, d'ou Ji tend vers +co quand x tend vers +co .

X X
x> {J,f cos tdr = sin x f cos tdt o
2) On a, pour tout 0 , donc Ju n'a pas de limite

quand x tend vers +co .

3) Onapourtout x,0<x <1,

J‘-" di 1 " 1 +\]"
g 11— 2 1 —1

| 1 +x
0 2 l —x

j“ dt
d'ot Jo 1= tend vers +co quand x tend vers 1.

4) On a, pour tout x,0 < x <1

[ ool

! 1
f Tsin( )dr o
dou Jx I '/ n'apas de limite quand x tend vers 0 .

Définition

=cos(l)—cos (l)

X

Soit a’ vérifiant a < a’et ' < w si w € R . D'apreés la relation de Chasles, on a :

fxf(r)dr :fﬂ f(:)d:+frf(:)d:
a a a'
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o X f flode o _
Ainsi, la fonction a une limite quand x tend vers w , si et

X f SFode

seulement si la fonction a a une limite quand x tend vers w .

Exemple

1 dt
I

[

r] dt _[ﬂ dt +L] dt
Ona  Vi-2 ' AN1-2 T AN1-2. @d=0)

0 dt . ( ]
X | = —arcsin(x
Pour la premiére intégrale, on étudie la fonction A=
Ny
Quand x tend vers — 1, cette fonction a une limite qui vaut 2 .
1 dt I l ) ( ]J v m
= hmjarcsinif) |, = —
A . ) . 0 3
On montre de méme que VI—r <
1 dt
J—1 ) =7
d'ou I =
Définition
un intervalle ouvert lw;.w>| avec wy € X ou wy = —o0 et wr € E ou w2 = 400

Soit cun point quelconque de [lintervalle lwi.wsl. On dit que

- f(di
I'intégrale f. est convergente (ou existe) si  chacune des

. f fltydt f floyde
intégrales et J. est convergente.

On pose alors :

f flde = f flode + f f(t)dt

Remarque
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Cette définition ne dépend pas du choix du point ¢ car, si d est un autre point

|
. f (dt :
de lwi. w2l | l'intégrale . est une constante, et la relation de Chasles

montre également que la valeur de I'intégrale est indépendante du choix de ¢ .
. | R L0
On doit insister sur la nécessité de la convergence des deux intégrales <,
f oy o »
et J, . Par exemple, pour une fonction impaire localement intégrable

X
] f f(dt =0 o
sur | — oo, +co| | on a pour tout x réel J-x . Or les deux intégrales ne
sont pas nécessairement convergentes.

Exemple

400

tdt
Cas de l'intégrale IN qui est divergente

X ] - .
tdf = E(I_ —x)=0

tlt
En effet, on aIx Cependant, les intégrales ﬁ

-0y

X
f telt _ o f tdt _
et Jo sont divergentes. Donc l'intégrale J-cw est divergente.

Exemple

X
X ——
En revanche, l'intégrale de la fonction impaire (x= + 1)< sur | — oo, +o0]

est convergente.
X ] X ]
f de:[_ﬁ] =l —
Eneffet Jo (7 + 1)~ (= + DY= |y VI+ a2,

X
) I
lim f ﬁdf =1
dot =+ Jo (Z+ D32

T [ t
ﬁdf f ﬁdf
Les deux intégrales J{; (= + 1) et J-w (= + 1)< sont convergentes et

valent respectivement 1 et -1 .
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. ,
L'intégrale J-‘m (% + 1]'3-"'3(!{ est donc convergente et vaut bien 0 .
I1.3.Intégrales impropres des fonctions positives

On considere dans cette section des fonctions localement intégrables sur un
intervalle [a. @] , avec w € B ou w = +oo, & valeurs dans &+ .

X
F:xeo f flo)dr est croissante sur la. w|

Soit f une telle fonction ; la fonction
et quand x tend vers w , deux cas seulement sont possibles, ou la fonction F a
une limite ou elle tend vers +co .

Théoréeme : Premier théoreme de comparaison

Soient f et & deux fonctions localement intégrables sur un intervalle la, [

avec w € & ou w = +oo , et vérifiant sur cet intervalle 0 = f = g :

N 0 [ rwar
si l'intégrale Ja est convergente, l'intégrale Ja est convergente,

—_— ff(-*}fff . . f g(n)dt :
si l'intégrale Ja est divergente, l'intégrale Ja est divergente.
Exemple

L,
Etude de l'intégrale Jy sin@in(ode

Pour tout x vérifiant 0 < x <1, la fonction x+ sinxIn.x garde un signe

constant négatif. Onaalors 0 < —sinxlnx < —Inx.

f] —Intdt f] sint In tdt
Or [lintégrale /o est convergente, donc l'intégrale Jo est
convergente.
Exemple
too it

Etude de l'intégrale *  Viln(r)

L1 [
On a, pour x assez grand, 0 <Inx < VX gog Inxvx — x  Lintégrale J. ¢

f+L\? dlr
est divergente donc l'intégrale ¢ \Elnfestdivergente.
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Théoreme : Second théoreme de comparaison

Soient /f et & deux fonctions localement intégrables sur un intervalle la. wl

avec w € R ou w = +oo, et f = 0 vérifiantet £ = 0,
. .y f (Nt
Si, quand xtend versw, on aJf(xX)~g(x) les intégrales Ja

f g(nde X
et Ja sont de méme nature.

Exemple

o r— ] —f
. .y —e'dt
Etude de l'intégrale [7 f+ 1

x> 1, —>0 . .
On a pour tout x+1 et la fonction a intégrer est donc alors positive.
x=1 _ .
e ~e- L
Quand x tend vers +co,0na x + 1 . L'intégrale est donc convergente.
Exemple
sin(t
1 sin(r) dr

Etude de l'intégrale k 2
sinx |
La fonction a intégrer est positive. Quand x tend vers 0, on a : 2 X,

L'intégrale est donc divergente.
11.3.1.Intégrales de Riemann

|
L'étude des intégrales de Riemann, intégrales des fonctions T F{SE R),
sur 10. 1] ou [1. +eo[ est fondamentale car, jointe aux théoremes de comparaison,
elle constitue le principal outil dans I'é¢tude des intégrales impropres des
fonctions positives et donc, compte tenu de la convergence absolue, des
intégrales impropres en général.
Théoreme

Soit s un réel :
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U dt
'H 7 _ = H = 5§ = ]
l'intégrale Jo ' est convergente si s < 1, divergentesi *~ |

J‘-l-L\‘.- d:,
l'intégrale J1 1 est convergente si s > 1, divergentesi s < 1.

11.3.2.Intégrales de Bertrand

Les intégrales de Bertrand sont les intégrales impropres de la forme :

dz
f z*(log z)P

Théoreme :

(f+w mﬂ“fw mnverge) e (a>1)ou(a=1etg>1)).

l||'r€
(f -’ﬁ“lfw -::cmverge) = (a<l)ou(a=1letf >1)).
0

Exemple

00 1
J, oz @t converge

I1.4.Convergence absolue d'une intégrale impropre
Définition
Soit / une fonction réelle, localement intégrable sur un intervalle la.wl

| | o
aveC w e X ou w =+co. On dit que lintégrale Ja est absolument

i
Convergente Slllntegrale a est Convergente.

Théoreme
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Une intégrale absolument convergente est convergente.

oy

f* sin ¢
1) Etude de l'intégrale Jo 1 +cosz+e¢’

et

SIn x
X - . .
La fonction I + cos x + e* est localement intégrable sur l'intervalle [0, +eo|
I
< .
l +cosx+et

Sin X
Quand xtend vers 4c0c, oOn a ‘ 1 +cosx+er
|
et I +cosx +e'

— ﬂ_ X

T sin f
s,
L'intégrale Jo 1 +cosr+e est donc absolument convergente, donc

convergente.

r_

Z)J{]‘ In(l + 1)

Vi sin (l)

2

1
Vi sin (—,)
- IH Tar1 . & - -
La fonction f : In(I +1) est localement intégrable sur [lintervalle

ouvert [0,+eo[ . On étudiera donc séparément les intégrales

Vi sin (l,,)

400 £
[_ta
et Ji In(l +1)

Vi sin(lﬁ)

2

—_—ll
a) Etude de jn In(l +1)
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Quand x tend vers 0 ona:

_ Vx v |
< i D o W+n V.
VI sin (rlf)

1
L'intégrale L In(I +1)  est absolument convergente donc convergente.
|
o .\E 5-.1I"I (_"")
_ 3
[t
b) Etude de i In(1 +1)
Quand x tend vers +co,0na:
|

0< f(x) < v’?mn(é) \/Tmn(lﬁ) ~—
et A :

x- X

2

1
oo \’G Sin (_"f)
—_—l
L'intégrale ~[]‘ In(I +1)  est donc absolument convergente.

1
. '\./; s1in (1)

2

Donc l'intégrale L In(I +1)  est absolument convergente.



