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Partie 1.Calcul d’intégrales : par le Prof Chala Adel

Chapitre 1
Calcul d’intégrales

Définition 1 Soit f une fonction définie sur un intervalle quelconque [a,b] C R,
une fonction F définie sur [a,b] C R est dite une primitive de la fonction f si :
1) La fonction F' est continue sur [a,b] C R.
2) La fonction F est dérivable sur |a,b] C R, de plus on a

F'(x) = f(x), pour tout x € [a,b].

Définition 2 L’ensemble de toutes les primitives de la fonction f est appelé

intégrale indéfinie de la fonction f, et on écrit

/f(x)da::F(a:)+c.

Remarque 3 D’aprés la formule précédente; on peut écrire

dF (z)
dx

c’est a dire la dérivé de la fonction primitive F' c’est lut méme la fonction

intégrant f.

Définition 4 L’intégrale définie de la fonction f sur Uintervalle [a,b] C R,

s’écrit sous la forme

b
/ f(z)de =F(b) — F(a).
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1.1 Propriétés sur l’intégrales

Proposition 5 Soit f une fonction définie sur un intervalle quelconque [a,b] C
R, alors
1) Sia < ¢ <b, alors

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dm.

2) Soit o € R, alors
b b
/ ozf(x)dx:oz/ f(z)dz.

3) Soient f et g eux fonctions continues définies sur [a,b] C R, alors

/ab(f(x)+g(x))d$=/abf(x)der/abg(x)dm

3) Si f est une fonction paire sur [—a,a] C R, (symétrique par rapport a
laze des ordonnées OY'), alors
+a +a
f(x)dx =2 f(x)dx.

—a 0

4) Si f est une fonction impaire sur [—a,a] C R, (symétrique par rapport au

point origine O), alors
+a

f(x)dz =0.

5) Soit a € R, alors

/abad:c:a(b—a).

1.1.1 Primitives des fonctions usuelles

Définition 6 Les primitives des fonctions suivantes

/cosa:dx =sinx + c.

/sinxdw = —cosx +c.

1
/ dr =tanzx + c.

cos? x
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1
/x"dx = — 2" 4+ ¢, pourtout n € N,
n+1

/e“”dz =e" +c.

1
/xadx = — 2% 4 ¢, pour tout o € R.
a+1

1
/—dlenx+c.
T

Exemple 7 Soit la fonction suivante f (x) = z?, calculer 'intégrale

/x2dx.

En effet :

Exemple 8 Soit la fonction suivante f (x) = \/z, calculer l'intégrale

/ Jad.

En effet :
1
/\/Eda: = /:Ul/zdx = l—xéﬂ +c
5+1
2 8
= —x2 +c.
3

Exemple 9 Soit la fonction suivante f (x) = Va3, calculer lintégrale

/Vm?’dx.
En effet :
1
/\/x?’da: = /x3/2dx = 3—x%+1 +c
St

5) .
=-z c.
3
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1.2 Méthodes d’intégrations

1.2.1 Changement de variables

Ce changement de variable se fait selon le théoréme suivant :

Théoréme 10 On veut calculer lintégrale de la forme / f(z)dx, pour cela

on utilise le changement suivant : On pose x = ¢ (t), alors fl—f = ¢ (t), alors

dr = ¢' (t) dt et Uintégrale précédent devient

l/f@ﬂx=¢@»d¢@yw

Exemple 11 Calculer l'intégrale suivant

/f@sz/@%%f@x

Pour cela on effectuer le changement de variable, on pose
r—3=t.

Alors
Alors

On remplace, on trouve

/(x—3)3d$:/t3dt

1
— t3+1
511 ¢

Exemple 12 Soit la fonction suivante f (x) = sin (\/gx) , calculer lintégrale

/f (x) du.
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Pour cela on effectuer le changement de variable, on pose

\/gx:t
Alors .
rT=—==0I(t).
7 ¢ (1)
Alors p .
z
— =¢'(t) = —=.
= o' (t) 7
Alors .
dr = —dt
RV

On remplace, on trouve
. . 1
/sm (\/§x> dx = / (sint) ﬁdt
1
=— [ (sint)dt
5l

1
= ———=cost +c.

V3

= —% CoS <\/§:L’> +c.

1.2.2 Inégration par partie

Intégration par partie se fair selon le théoréme suivant

Théoréme 13 Soient [ et g deux fonctions continues sur I C R, alorspour cela

en

[ g = @)@ - [ @) d
On sait que la dérivé de produit est donné par

(f (2) 9 (@) = f (2) 9 x) + f (2) g ()
Alors
Ju@aey = [rargwart [ f@ow .

Alors
f(@)g(x) - / f (@) g (x) dr = / f(2) g (@) da.
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Exemple 14 Calculer l'intégrale suivante

/ln zdx.

f (x) =1 alors f () = =,

1
g(z)=Inz alors ¢ () = —.
T

/lnxd /1><1nxd:17—/f dx
92~ [ 1@
:xlnx—/x dx
T
lenx—/ldx

=xlhzr—z+ec

On pose

Alors

1.3 Intégrales de fonctions rationnelles

1
dx, et de la forme / @—a)@=0) dx,

1
On veut calculer I'intgrale sous la forme / —
(x + a)

pour cela on utilise la décomposition en éléments simples.

1
1.3.1 Intégrale sous la forme / ——dx
(x +a)
Alors ) p
/ da::/lenhﬁLaH—c.
(x +a) (x + a)
i 1
1.3.2 Intégrale sous la forme / ——dx
(x+ a)

Alors, en effectuant le changement de variable, ol on pose

t=x+a.
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Alors
. dr _do(t) _
r=t—a=¢(t), alors T =1
Alors dx = dt.
Alors
1 1
——Fdr = [ —zdt
/<x+a>a ’ /(t)a
= /t_o‘dt
! ot e
—a+1
. 1 —a+1
= o1 1 (x +a) +c
i 1
1.3.3 Intégrale sous la forme / dx
(xr —a) (x —b)

On peut faire la décomposition en éléments simples de la intégrant

1
(x —a)(x—b)’

comme suite

1 _ A, B
(@—a)(@=b) (r—a) (z-b)
:A(:z:—b)—i-B(x—a)

(x —a)(x—0b)

_ (A+B)z+Ab+ Ba
(x —a)(x—0>)
E t 1 il vient
N comparant avec 11 vien ue
P (z—a)(z—0)’ 4
A+B=0,
Ab+ Ba = 1.

Exemple 15 On veut calculer 'ntégrale suivante

R
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En suwivant la méme méthode que celle dans question précédent, on obtient

1 B a b

@G- @-1 (=2 (@=1
:bx—2b+aa:—a

(x—2)(x—1)
_(bta)z—2b—a
(r—=2)(x—1)
En comparant avec 1 on trouve
p -2 (x-1)
a+b=0,
—-2b—a=1.
Alors
a = —b,
—2b—(-b)=1.
Alors
a = —b,
—26+b=-b=1
Alors

Par contre, on a

(x—2)(z—1) (x—2) (z—1)

/<x—2>1<x—1>d“/(<xi2>‘<wi1>)d‘”
- [ oot [

=In|lz—-2|—-Injz - 1| +c

D’ot
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