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Partie 1.Calcul d�intégrales : par le Prof Chala Adel

Chapitre 1

Calcul d�intégrales

Dé�nition 1 Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle quelconque [a; b] � R,
une fonction F dé�nie sur [a; b] � R est dite une primitive de la fonction f si :
1) La fonction F est continue sur [a; b] � R.
2) La fonction F est dérivable sur ]a; b[ � R, de plus on a

F 0 (x) = f (x) ; pour tout x 2 [a; b] :

Dé�nition 2 L�ensemble de toutes les primitives de la fonction f est appelé
intégrale indé�nie de la fonction f , et on écritZ

f (x) dx = F (x) + c:

Remarque 3 D�aprés la formule précédente ; on peut écrire

dF (x)

dx
= f (x) ;

c�est à dire la dérivé de la fonction primitive F c�est lui même la fonction

intégrant f:

Dé�nition 4 L�intégrale dé�nie de la fonction f sur l�intervalle [a; b] � R,
s�écrit sous la forme Z b

a

f (x) dx = F (b)� F (a) :

1
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1.1 Propriétés sur l�intégrales

Proposition 5 Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle quelconque [a; b] �
R, alors
1) Si a < c < b; alorsZ b

a

f (x) dx =

Z c

a

f (x) dx+

Z b

c

f (x) dx:

2) Soit � 2 R, alors Z b

a

�f (x) dx = �

Z b

a

f (x) dx:

3) Soient f et g eux fonctions continues dé�nies sur [a; b] � R, alorsZ b

a

(f (x) + g (x)) dx =

Z b

a

f (x) dx+

Z b

a

g (x) dx:

3) Si f est une fonction paire sur [�a; a] � R, (symétrique par rapport a
l�axe des ordonnées OY ); alorsZ +a

�a
f (x) dx = 2

Z +a

0

f (x) dx:

4) Si f est une fonction impaire sur [�a; a] � R, (symétrique par rapport au
point origine O); alors Z +a

�a
f (x) dx = 0:

5) Soit � 2 R, alors Z b

a

�dx = � (b� a) :

1.1.1 Primitives des fonctions usuelles

Dé�nition 6 Les primitives des fonctions suivantesZ
cosxdx = sinx+ c:

Z
sin xdx = � cosx+ c:Z
1

cos2 x
dx = tanx+ c:
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Z
xndx =

1

n+ 1
xn+1 + c; pourtout n 2 N.Z
exdx = ex + c:Z

x�dx =
1

�+ 1
x�+1 + c; pour tout � 2 R.Z
1

x
dx = ln x+ c:

Exemple 7 Soit la fonction suivante f (x) = x2; calculer l�intégraleZ
x2dx:

En e¤et : Z
x2dx =

1

2 + 1
x2+1 + c

=
1

3
x3 + c:

Exemple 8 Soit la fonction suivante f (x) =
p
x; calculer l�intégraleZ p

xdx:

En e¤et : Z p
xdx =

Z
x1=2dx =

1
1
2
+ 1

x
1
2
+1 + c

=
2

3
x
3
2 + c:

Exemple 9 Soit la fonction suivante f (x) =
p
x3; calculer l�intégraleZ p

x3dx:

En e¤et : Z p
x3dx =

Z
x3=2dx =

1
3
2
+ 1

x
3
2
+1 + c

=
5

3
x
5
2 + c:
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1.2 Méthodes d�intégrations

1.2.1 Changement de variables

Ce changement de variable se fait selon le théorème suivant :

Théorème 10 On veut calculer l�intégrale de la forme
Z
f (x) dx; pour cela

on utilise le changement suivant : On pose x = � (t) ; alors dx
dt
= �0 (t) ; alors

dx = �0 (t) dt et l�intégrale précédent devientZ
f (x)dx = � (t)) d�0 (t) dt:

Exemple 11 Calculer l�intégrale suivantZ
f (x) dx =

Z
(x� 3)3 dx:

Pour cela on e¤ectuer le changement de variable, on pose

x� 3 = t:

Alors

x = t+ 3 = � (t) :

Alors

dx = �0 (t) dt = 1dt:

On remplace, on trouveZ
(x� 3)3 dx =

Z
t3dt

=
1

3 + 1
t3+1 + c

=
1

4
t4 + c

=
1

4
(x� 3)4 + c:

Exemple 12 Soit la fonction suivante f (x) = sin
�p
3x
�
; calculer l�intégraleZ

f (x) dx:
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Pour cela on e¤ectuer le changement de variable, on pose

p
3x = t:

Alors

x =
tp
3
= � (t) :

Alors
dx

dt
= �0 (t) =

1p
3
:

Alors

dx =
1p
3
dt:

On remplace, on trouveZ
sin
�p
3x
�
dx =

Z
(sin t)

1p
3
dt

=
1p
3

Z
(sin t) dt

= � 1p
3
cos t+ c:

= � 1p
3
cos
�p
3x
�
+ c:

1.2.2 Inégration par partie

Intégration par partie se fair selon le théorème suivant

Théorème 13 Soient f et g deux fonctions continues sur I � R, alorspour cela
en Z

f (x)0 g (x) dx = f (x) g (x)�
Z
f (x) g (x)0 dx

On sait que la dérivé de produit est donné par

(f (x) g (x))0 = f (x)0 g (x) + f (x) g (x)0 :

Alors Z
(f (x) g (x))0 dx =

Z
f (x)0 g (x) dx+

Z
f (x) g (x)0 dx:

Alors

f (x) g (x)�
Z
f (x) g (x)0 dx =

Z
f (x)0 g (x) dx:
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Exemple 14 Calculer l�intégrale suivanteZ
lnxdx:

On pose

f 0 (x) = 1 alors f (x) = x;

g (x) = lnx alors g0 (x) =
1

x
:

Alors Z
lnxdx =

Z
1� lnxdx =

Z
f (x)0 g (x) dx

= f (x) g (x)�
Z
f (x) g (x)0 dx

= x lnx�
Z
x
1

x
dx

= x lnx�
Z
1dx

= x lnx� x+ c:

1.3 Intégrales de fonctions rationnelles

On veut calculer l�intgrale sous la forme
Z

1

(x+ a)�
dx; et de la forme

Z
1

(x� a) (x� b)dx;
pour cela on utilise la décomposition en éléments simples.

1.3.1 Intégrale sous la forme
Z

1

(x+ a)
dx

Alors Z
1

(x+ a)
dx =

Z
d(x+ a)

(x+ a)
= ln jx+ aj+ c:

1.3.2 Intégrale sous la forme
Z

1

(x+ a)�
dx

Alors, en e¤ectuant le changement de variable, où on pose

t = x+ a:
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Alors

x = t� a = � (t) ; alors dx
dt
=
d� (t)

dt
= 1

Alors dx = dt:

Alors Z
1

(x+ a)�
dx =

Z
1

(t)�
dt

=

Z
t��dt

=
1

��+ 1t
��+1 + c

=
1

��+ 1 (x+ a)
��+1 + c

1.3.3 Intégrale sous la forme
Z

1

(x� a) (x� b)dx

On peut faire la décomposition en éléments simples de la intégrant
1

(x� a) (x� b) ,
comme suite

1

(x� a) (x� b) =
A

(x� a) +
B

(x� b)

=
A (x� b) +B (x� a)
(x� a) (x� b)

=
(A+B)x+ Ab+Ba

(x� a) (x� b) :

En comparant avec
1

(x� a) (x� b) ; il vient que(
A+B = 0;

Ab+Ba = 1:

Exemple 15 On veut calculer l�ntégrale suivanteZ
1

(x� 2) (x� 1)dx:
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En suivant la même méthode que celle dans question précédent, on obtient

1

(x� 2) (x� 1) =
a

(x� 2) +
b

(x� 1)

=
bx� 2b+ ax� a
(x� 2) (x� 1)

=
(b+ a)x� 2b� a
(x� 2) (x� 1) :

En comparant avec
1

(x� 2) (x� 1) ; on trouve(
a+ b = 0;

�2b� a = 1:

Alors (
a = �b;

�2b� (�b) = 1:

Alors (
a = �b;

�2b+ b = �b = 1:

Alors (
a = 1;

b = �1:

Par contre, on a
1

(x� 2) (x� 1) =
1

(x� 2) �
1

(x� 1) :

D�où Z
1

(x� 2) (x� 1)dx =
Z �

1

(x� 2) �
1

(x� 1)

�
dx

=

Z
1

(x� 2)dx�
Z

1

(x� 1)dx

= ln jx� 2j � ln jx� 1j+ c:
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