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Chapitre I111: Réponses temporelles des systemes linéaires

(Systemes du premier et du second ordre)

111.1 MODELISATION

Il existe un nombre important de systemes réels (Circuits RC, RLC, systeme Masse
Ressort, ...etc) qui peuvent étre décrits par des simples équations différentielles du premier et du
second ordre. La complexité d’un systéme est en réalité est di a la multitude de sous-systemes
d’ordre inférieur ou égal a 2 qui le composent. Par exemple un systeme de troisieme ordre peut
étre décomposé, en trois sous-systemes du premier ordre ou en un systéme du premier ordre et
un systeme du second ordre. Il est donc tres important de comprendre et de maitriser les
comportements et les caractéristiques des systemes du premier et du second ordre.
111.2 LES DIFFERENTES ENTREES CLASSIQUES
111.2.1 L'échelon
C'est I'entrée la plus utilisée de toutes. Elle correspond a un changement brusque de consigne.

Cette fonction est définie par :

f{f]l = a ¥t =0 et f(t:] =0 Yt <0
(1.1)
Sa transformée de Laplace est :

A

a

t

1 2 3 4 5 >

Figure 111.1: La fonction échelon

On appelle échelon unitaire la fonction dont la TL est 1/p (a = 1). On le note souvent u(t). On
appelle réponse indicielle la réponse a I'échelon unité.

111.2.2 La rampe

La rampe de pente a est la primitive de I'échelon de hauteur a. Elle est définie par :

vt >0, f(t) = at vt <0, f(t)=0
(111.2)
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Figure 111.2: La fonction rampe de pente a

Sa transformeée de Laplace est définie par :

On peut définir également la rampe unitaire : la rampe de pente 1.
111.2.3 L'impulsion
L'impulsion unité est, dans I'espace des distributions, la dérivée de I'échelon unitaire. On
I'appelle aussi impulsion de Dirac. On la note généralement §(t). Sa transformée de Laplace est
TL[5(1)] = 1.

A fit)

a «

4

1T 2 3 4 3
Figure 111.3: La fonction impulsion de Dirac de poids a

111.3 SYSTEME DU PREMIER ORDRE

Un systéme est dit du premier ordre s’il est régi par une équation différentielle de premier ordre

de la forme :

ds(t)
dt

T +5(t) = Ke(t) (IIL.3)

Avec : e(t) et s(t) représentent respectivement 1’entrée et la sortie du systéme
En supposant que les conditions initiales soient nulles (CI1=0), il est possible de calculer la
fonction de transfert G(p) du systeme en appliquant la transformée de Laplace aux deux

membres de I'équation (111.1):
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7[pS(p) — s(0)] + S(p) = KE(P)
S(p)[tp + 1] = KE(P)

Sp) _ K
E(p) 1+1p (11.4)
G(p) = 1+

Les parameétres de la fonction de transfert ou du systeme sont alors :
K : Gain statique
7: Constante de temps

111.3.1 Réponse Impulsionnelle

La réponse impulsionnelle d’un systéme est sa réponse a I’impulsion de Dirac d(t).

e(t)

P e Y

Nous avons dans ce cas-la e(t)=5(t), et puisque la transformée de Laplace de 4(t) vaut 1, le signal

de sortie s’exprime comme suit

S(p) =E(@)G(p) = G(p)

S(p) = K 111. 3
La sortie temporelle correspondante s(t) s’écrit :
K K
s(t) = :m:l{ } =TI S x—
1+1p T p+=
-
_ K K
s(t) =—TL1 —
T JR—
[
K _t
s(t) =—x e( ?) pourt =0 (111.4)
T
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Figure 111.4: Réponse impulsionnelle d’un systéme du premier ordre

Les points particuliers de cette réponse sont donnés dans le tableau ci-dessous :

e Point de départ :

: K
s(0) = liI-El pS(p) = = [théoréme de la valeur initiale]
p—) oo

e Point d’arrivé :
tEI_I'_[LD s(t) = ;LILI(]) pS(p) =0  [théoréeme de la valeur finale]

T 0 T 3t o
: K K K 0
S | B | 9378 | 0052
T T T
ds(t)/dt K K K| 0
WA _Z ) 037~ | —005—
T T T

111.3.2 Réponse Indicielle
La réponse indicielle d’un systéme est sa réponse quand un échelon d’amplitude Eo est appliqué

a son entrée. Dans ce cas-la

S(p) = b X G(p) (c‘ar la TL{Equ(t)} = &)
_ . _ (0} =~
E K
E _
S(p) =~ r

)

Nous avons deux poles (p=0 et p=-1/7), alors S(p) s’écrit :

S(p) A+ B
pr== 1~ T 1
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La réponse indicielle temporelle a comme expression :

t

s(t) = KE, (1 _ .ﬁ) pourt = 0 (IIL.5)

La courbe correspondante est donnée par la figure ci-dessous

Fy

KEp
095 KEp [

063 KEp

>
[
Figure I11.2: Réponse indicielle d’un systeme du premier ordre

Les points particuliers de cette réponse sont donnés dans le tableau ci-dessous :

Point de depart
s(0) = 1i111 pS(p) =0 [théoreme de la valeur initiale]
p—) [+.a]
Point d’arrivé

lim s(t) = limpS(p) = KE, [théoréme de la valeur finale]
t—+oco p—0

f 0 T 31 4t +o0
s(f) 0 | 0,63KE, | 0,95KE, | 0,98KE, | KE|,
ds(t)/dt | KEg - - 0
T

= Le temps de réponse a 5% vaut 3t (tr5%=3t)
= Lesignal de sortie atteint 63% de la valeur finale en T unités de temps
= Ladérivéeat=0vaut:
@
T

ds(t) B KE,
dt 1

t
(e_?) pourt =0 (Il.6)

= || est important de remarquer que plus = est faible, plus le systéme est rapide
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Influence de la constante de temps sur la réponse indicielle

s(t)
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Figure 111.3: Influence de la constante de temps ( ¢ ) sur la réponse d’un
systeme du premier ordre
111.3.3 Réponse a une rampe
Supposons que le systéme du premier ordre soit excité par un signal de type rampe :

e(t)= B.r(t)=B.t.u(t). La transformée de Laplace de ce signal d’entée est :

- B
E(p) = Pz
La sortie du systéme a pour expression :
BK
S B y K -
p)=— =
1+ 1
T (eeg)
A A C —1tBK BK 1BK
Sp)=—+—=+ 1= +—+ 1
p P P+ P p p+=
Le signal temporel correspondant s'écrit :
—t
S(p) = BK (t — T+ 're?) pourt =0 (1IL. 7)
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Figure I11.4: Réponse a une rampe d’un systéme du premier ordre

Les caractéristiques de cette réponse sont :
- Le régime permanent est a(t) = B*K(t—1).
- Si K =1, lasortie s(t) suit I'entrée avec un retard constant (). La différence entre la sortie
et I'entrée est appelée erreur de trainage

- SiK#1,s(t) et e(t) n'ont pas la méme pente. Ils divergent.

111.4 SYSTEME DU SECOND ORDRE

Un systéme est dit du second ordre s’il est régi par une équation différentielle de second ordre de

la forme :

1 d2s(t) 2 ds(t)

+ s(t) = Ke(t) (111 8)

(U;JZ dfz (JLJ‘U ('!Tf'
En supposant que les conditions initiales soient nulles, il est possible de calculer la fonction de

transfert G(p) du systéeme en appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de

I'équation (111.8):

%[pzscp) —ps(0) —s(0)] + i—q [pS(p) — s(0)] + S(p) = KE(P)

(izpz B, 1) S(v) = KEP)
wg Wo

K
G(p) = % (111.9)
0P FaP

i}
Avec :

K : le gain statique,
¢ :le facteur ou coefficient d’amortissement

wy: la pulsation naturelle.
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111.4.1 Réponse indicielle
Comme le dénominateur de la fonction de transfert est d’ordre 2, il est nécessaire d'étudier le lieu
de ces racines afin de connaitre le comportement du systeme.

Le discriminant du dénominateur est:

Pour¢>1
Le polynéme 1

. 1 9 27
D(p)=—=p " +—p+1
(p) = Zp" + P
Posséde deux racines réelles négatives
= — + 2 _ P2 = —(Wg — wgy/ (% — 1
P Cwq ':L'l_)\/fi _1 : . .

La fonction de transfert correspond alors a la mise en série de deux systemes du premier ordre :

1 2¢ _ :

D(p) =—p*+—p+1=(1+1p)(1+1p)
Wo Wo
1 A 1
Ty = —— T, = ——
P1 P2
Pour ¢ =1
Les racines sont doubles
P12 0 .
Le polynome s’écrit sous la forme :
1, 2 )

D(p)=—p°+—p+1=(1+1p)
Pour (<1
Les racines sont complexes conjuguées

pr=—Cwo+jwey1 -2 Py = —{wo—jwoyl— ¢

La fonction de transfert ne correspond pas a la mise en série de deux systemes du premier ordre
car il s’agit de poles complexes pas réels (le dénominateur n’est pas factorisable en termes
réels).

La figure ci-dessous donne la position des péles dans le plan complexe en fonction de la valeur

du coefficient d'amortissement.

GUERGAZI Aicha Page 8



Cours d’asservissements linéaires | Deuxiéme année Licence « Energie Renouvelable » | 2021/2022

Alm Alm Alm
P1
¥ ----1
Pz P P1=p2 '
D Re ¢ D Ee : i) ﬁe
S
3
¢=>1 ¢ =1 ¢ <1
Deux péles réels négatifs Pole réel négatif double Deux pdles complexes
conjugues a partie réelle
négative

Figure 111.5: Position des p6les d'un systéme du second ordre

111.4.1.1 Etude pour (> 1
Comme dans le cas du systéme du premier ordre, I’entrée appliquée est un échelon d’amplitude

EO

o K

CP) = a o
| KE,

S(p) =

p(1+1p)(1 + 12p)

La réponse temporelle s(t) correspondante s'écrit :

1 = =
s(t) =KE,| 1 _—(Ile‘fi — Tze"’z) t =0 (I1I. 10)
Tl — 'rz
Avec
N 2¢ A « 1
T T, = — T T, = —
1 2 W, 1 2 mg
Etude de s(t)
s(0) =0 lim;_. s(t) = KE,
o KE, -ttt .
s(t)=———|e™ — EIZ] $(0)=0
T — 12
Puisque
1 1 —t -t
—<— A eT1 > etz
Iy 13

D'ou quelques que soient les valeurs de 14, 7, s(t)> 0 pour t> 0, s(t) est monotone croissante sur

R+ , donc pas de dépassement. La réponse est alors qualifiée d’apériodique puisqu’elle ne

présente aucun dépassement relativement a la valeur finale. Plus le facteur d’amortissement est

grand, plus le temps de réponse est conséquent.
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Figure I11.6: Réponses apériodiques d’un systéme du second ordre

La réponse est dans ce cas est trés semblable & celle d'un premier ordre. La différence est
remarquable a t=0: le premier ordre démarre directement avec une pente différente de zéro alors
que le systeme du second ordre présente une pente nulle (on dit que la réponse est de forme S).

Si le coefficient d'amortissement ¢ est assez grand (¢ > 1) lI'un des péles (p1) I'emporte

nettement sur l'autre (p,) et I'on a:
—tag
s(t) ~ KE, (1 —e % ) t =0 (1. 11)

Le systeme est alors assimilé a un premier ordre.

111.4.1.2 Etude pour (=1
5 _ KE, 1
®) = S a Ty e T

La réponse temporelle s(t) correspondante s’ écrit :

s(t) = KEo[1 — (1 + wot)e~®t]  t >0 (1IL. 12)
Etude de s(t)
s(0)=0 | lim,, s(t) = KE,
$(t) = KEyw,*te ot s(t)>0pourt>0, 5(0)=0
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111.4.1.3 Etude pour (< 1
KE, KE,

2¢ .):p(szrZ(w + w})
2455 oF 0
p(agp +w0p+1

p? + 2{wop + w§ = (p — p)(p — p2)

S(p) =

Avec

{.Ul = —(wg + jwey 1 — {2

P2 = —(wq — jwgy 1 — (2
La réponse temporelle correspondante est de la forme

e $@olgin (wmh — {2+ q.';-)l (111 13)

s(t) = KE, [1 o

1—¢2
Avec
cos (¢) =¢
sin(g) = /1 - ¢2
La courbe de s(t) est une sinusoide amortie
D4 _
+5%
KE h 4 /631\ T Y

: 5%

| < Tp » : -
| - . |

i |

: ! :
I t

| | ]
! I

| |

| | i
i :

: I

|
GU tpic L
Figure 111.7:
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Les caractéristiques de la courbe sont :
1. La pseudo-période: la pseudo-période Tp définie par la période de la sinusoide amortie,

r,=— 2" (IIL 14
g ‘fﬂﬂv’rl—i‘:z 14)

2. La pseudo-pulsation

Wy = Woy/ 1 — (2 (I1I. 15)

3. Le dépassement: le dépassement D% exprimé en pourcentage et défini par la valeur
maximum du signal de sortie ramené sur sa valeur finale,
g
Dy, = 100 ed* (1. 16)

4. le temps de montée: le temps de montée tm défini lorsque le signal de sortie atteint pour

la premiere fois sa valeur finale,

172

m— arctan%
t., = I1I. 17')
m wﬂvﬁ ( P

5. le temps de pic: le temps de pic tpic (aussi appelé temps du premier dépassement) defini

lorsque le signal de sortie atteint sa valeur maximum,

T

Woy
1. le temps de réponse: Le plus couramment utilisé est le temps de réponse a 5% que nous
noterons tr. Pour ¢= 0.7 le temps de réponse est minimal et il est obtenu pour un

dépassement de 5%.

3
t, = — 11.19
r Zwo ( )
Exemple 3.3 :
Soit la fonction de transfert suivante:
G(s)= %9 on peut déduire : o’ =9 = @ =3, 2&m, =3=E=0.5. On obtient
5 +oa5+

alors : D%=16.3%.7, =2.4s.7,, =1.2s. 1, =0.65.7,(5%) =25
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