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Avant-propos

Avant-propos

Ce polycopié contient des exercices corrigés deam@ue des milieux continus.
Il est destiné aux étudiants-ingénieur de mécanigérie civil, hydraulique, ...

Il est constitué de sept chapitres ; chaque chapsmmence par un rappel de
cours puis termine par les exercices. La plupartcde exercices sont inspirés de la
bibliographie ; néanmoins leurs corrigés sont radigde maniére a faciliter sa
compréhension et en respectant les connaissanapgsas par les étudiants en deux
ans d’études universitaires car ce programme esggdement destinée aux étudiants
du troisiéme année universitaire. Les idées intimdudans la rédaction des solutions
sont le résultat acquis durant plusieurs annéexmleience d’enseignement de cette
matiere.

Le premier chapitre contient des rappels mathénuasqutiles pour aborder les
chapitres suivants. Il sera au secours de I'étutielhaque fois ou il rencontre des
difficultés relatives a I'aspect mathématique dekitsons. Ces rappels concernent les
notations et conventions, des notions d’'algebreoretle et tensorielle et I'analyse
différentielle.

Le deuxieme chapitre présente les fondements de dm$a déformation et de
I'écoulement dans le cas général. Il s’agit de rd@éde mouvement du point matériel
par les deux approches de Lagrange et d’Euler pigs définir les tenseurs de
dilatation, des déformations et du gradient de dépient. Enfin, ce chapitre traite le
transport convectif d’un arc, d’une surface et aluwne.

Le troisieme chapitre étudie le tenseur des déftiona dans le cas de
I'hypothese des petites perturbations (HPP), aime la représentation géométrique de
I'état des déformations en un point et les équatide compatibilité.

Le quatriéme chapitre traite le tenseur des comiies et I'état de contrainte en
un point.
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Avant-propos

Le cinquieme chapitre concerne la loi de comportgnéastique linéaire qui
relie le tenseur des déformations au tenseur desraiotes, ainsi que les différentes
symeétries élastiques.

Les problémes d’élastostatique plane (contraintnel et déformation plane)
sont traités dans le sixieme chapitre. lls sonbhés par la méthode des fonctions de
contrainte d’Airy.

Le septieme chapitre présente les méthodes de utiésoldes problémes
d’élastostatique anti-plane qui concernent la torsiet la flexion des poutres
cylindriques a section circulaire et quelconque.

Enfin de ce polycopié on donne un formulaire réudafif qui permet de
retrouver les formules utilisées dans la résoluti@s exercices.

Malgré le soin apporté a la rédaction de ce polyiépples améliorations et des
corrections sont srement possibles et nécessaleeseemercie d’avance les étudiants
et mes collegues enseignants qui voudraient bielesrgignaler.

L’'auteur
Pr. HECINI M.

« Lorsqu’un théoricien trouve un résultat nouveagrspnne
n’y croit sauf lui ! lorsqu’un expérimentateur tre@ un résultat
nouveau tout le monde y croit sauf lui ! » [3]
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Chapitre | Rappels Mathématiques

Chapitre |

Rappels Mathématiques

I-1 Notation

I-1-1 Dérivée partielle

P I 2 0°w
Toox; W ox0x

[-1-2 Convention de sommation

aibiziaibi:albl+a2b2+ ......... +a,b,
i=1
I-1-3 Symbole de Kronecker
1sii=i
A
"0 sii#]

[-2- Tenseurs

I-2-1 Construction d’'un tenseur d’ordre 2
Soient deux vecteuX et Y définis dans I'espace vectorief Riunit de la base {e,e3}
X=xe et Y=ve
On définit le produit tensoriel de deux vectélret Y par :
U=X 0¥ = (x4 xy2, xby 3, x 2yt x2y 2 x2y3, x 3yt x3y2, x3y®)
=x'y' g Oe,

Définition : Un tenseur A est un opérateur (application)direesu R dont les composantes sont
définis par rapport a une base.

OX, YOR? AKX +Y) =AX) +A(Y)
OAOR;XOR?®  A(IX) = 1A(X)
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Chapitre | Rappels Mathématiques

La relation Y=A(X) peut s'écrire

S\ (A1 AL ALYx
y2|=|AZ A7 AZ|[x*| ou y'=AlX
) a2 Az az)c

(A) est la matrice associée au tenseur A

Théoréme Tous tenseur se décompose, et d’'une facon unigmela somme d'un tenseur

symétrique et d’'un tenseur antisymétrique.

AS_A+tA

t _t =

AAHA AA o e 2
2 2 Aa_A—tA

I-2-2 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition : On appelle vecteur propre du tenseur A tousexect non nul tel queA(X) = A(X)

A : valeur propre associé X

Pour déterminer les valeurs prophed faut résoudre I'équation : det(®)=0

Pour déterminer les vecteurs propbesil faut résoudre I'équation vectorielle(A -A)X =" 0

I-2-3 Changement de base orthonormée

Soient {g} la base initiale et {} une nouvelle base telle qud; = PJ €,

P : matrice de passage

Si {f;} est une base orthonormée alors™B ('P)

a) Vecteurs
X=Xg=x'f; = 'Px=x

{f } est une base orthonormée = =Py x=(Px=Px

b) Tenseurs

Dans la base initiale Y=A(X)

Dans la nouvelle base Y =A(X) tel que A= PAPY
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Chapitre | Rappels Mathématiques

I-2-4 Opérateur du produit vectoriel

Soient deux vecteurs n=rne et u=ue
n, U, n,Us; —N3U, 0O -n3 np
ntu=|n, [0ju, |=| ngu; —nyuy |=([Ch)u  avec (*n)=| nj 0 -m

(*n) est la matrice du tenseur produit vectoriglbache parn.

[I-2-5 Opérateur de projection
n vecteur normal au plam

= n

u=u'+u

u'=-(h)%u

-(*n) est la matrice de I'opérateur projection a@dbnale sur le plan

0" =1+ (nyu

| + (Ch)? est la matrice de I'opérateur projection orthodersar I'axe d’unitairdi.

Remarque si le vecteur n est unitairgi(F1) alors : | + (Ch)?=" )(n)

I-3- Opérateurs différentielles

X1 dx,
Soit un point P de coordonnées X, Xs. X, , dA dx,
X3 dx,

@(X1, X2, X3) : fonction scalaire des coordonnées de P.

Uy (X1, X5, X3)
U(Xx4,X5,,X3) : fonction vectorielle des coordonnées de P. Ul U, (Xy,X5,X3)
Us (X1, X2, X3)

[-3- 1 Gradient d’'une fonction scalaire

J)
0X,
d¢ =gradg .dp = grads = a%xz c'est un vecteur
J)

0X g
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Chapitre | Rappels Mathématiques

[-3-2 Gradient d’'une fonction vectorielle

[ 0u, ou, ou, /|
0X, 0X 5 0X 4

_ _|adu ou ou ;

du =gradu.dp = gradi = %Xl %Xz %x3 c’est un tenseur

0u, 0u, ou,
VAL 0X, 0X 3 |

I-3-3 Divergence d’une fonction vectorielle

ou
div(ﬂ):tr(grad])=a—IO c’est un scalaire

X

p

I-3-4 Divergence d’'un tenseur

A(X1, X2, X3) : tenseur des coordonnées de P

oA}
ox;
0A?
X,
0A>
ax;

div(A) = c’est un vecteur

I-3-5 Laplacien d’une fonction scalaire

A¢ =div(gradp) :i 99 c’est un scalaire
0x, | 0x,

I-3-5 Laplacien d’'une fonction vectorielle

ou,
0X, | OX
Au, P P
. 0 (0u, ,
Au=|Au, |=| —| —= || c’est un vecteur
ox, | 0x,
Au,
0 ([ dug
ox, | 0x,
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Chapitre | Rappels Mathématiques

[-3-5 Rotationnel d’'une fonction vectorielle

0X, 0Xg
nmm:g%—%? Crot(u) = 2antisym(gad())

3 1

ox; 0X,

I-3-6 Coordonnées cylindriques d’axe x

r dr
6 ; dA rdég
X4 dx,

a) Gradient d’une fonction scalaire

Vo

d¢ = grads .dp =  gradg= ?16%3
0
Y,

b) Gradient d’une fonction vectorielle

oup 1fou ) A |
o rlag ?) ox,
du = gradu.dp =  gradi= du; 1 6u_2+u1 ouy
or 06 0X 5
Ous  1fdug)  Oug
L or 086 ax3_
c) Divergence d’une fonction vectorielle
ou, 1(ou ou
div(u) = tr(gradi ——1+_ T2 a1+ 28
(@ = tr(gradi) =— (00 j .

d) Laplacien d’une fonction scalaire

0% 10¢ 19% 0%
Ag =div(gra ——+——+——
¢ =div(gradg) o T Toat ot
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Chapitre | Rappels Mathématiques

I-4- Exercices

Exercice N° 01:
Pour n=3 écrire explicitement I'expression A y,x
Pour n=2 écrire explicitement l'expression Bz [@; .

Pour n=2 écrire explicitement I'expression G,=bac..

Solution :
A=XYi =X Y1t X2 Yot X3 Y3
B = Gjk Dj = Cyjk D1j+ Cojk D2j= Ciix D1i+ Cip D1+ Cy Doy + Cop D
C =gk by G.= @y by G+ 3y Dy G = A b1y Gt @i D1z G + Bosi D1 Gt Bk 022 G
=1 by Gt A by G+ as b, + an b G+ @ by CLt arp by o
+ Qo1 o2 1+ @22 022 G,

Exercice N° 02:
Utiliser la convention de sommation pour écrired&pressions suivantes, en précisant la valeur de
n dans chaque cas :

A= gy X1+ G2 Xot G Xg

B= by di+ b, dist by dis + by iy

C=Cy+CpL+Cp+Cyu+Crs

Solution :
A= g Xi+ G Xo+ Fs Xs = S X avec k=1,3
B= by, dirt by, Aot bis Ois + bus dus = by 0y avec j=1,4
C=Cp+CpL+Cp+Cyu+Ci= Cy avec j=1,5

Exercice N° 03:

Montrer que : ai G ¥ Y, )=Ci ¥ ¥Cy Y; - Avec g une constante
Y
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Chapitre | Rappels Mathématiques

Solution :
d 9 dy; . ay,
C.. V. =
ayk G ¥% Y )= ayk( i Yj ) .,(y. 3y, tYi 3y,
oy
ayp = 5p = (Clj y| y] ) Cu (yl O_jk +y] ik ) Clj y| jk +CI] y15|k :Cik yi + ij yj
k

Exercice N° 04:
Soient trois vecteurs : A= (1,3,-1) ; B=(2,-6,1&= (4,9,-7) .
a) démontrer que ces vecteurs sont linéairemegpentants.
b) Soit un vecteur X=(1,1,1), calculer les commpea de X sur la base {A,B,C}.

Solution :
a) Soit la combinaison linéaire des trois vectéyBet C :
a,A+0a,A+0;A=0

sic,=d,=0;=0 = A, B et C sont linéairement indépendants

1 2 4\ (0 1 2 4Ya,) (0
] 3 [+a, —6+ag4 9 |50 = 3 6 9|a,|H0 = k=0
-1 1 -7) \0 -1 1 -7)\az) (0
1 2 4
det(FF|3 6 9|=4520 = 0,=0,=0,=0
-1 1 -7 =A, BetCsontlinéairematindépendats

b) Soit la base {;f formée par les trois vecteur A, B et C
X=yfi=xa=y1A+y,B+yC=xe+%6+X6

1 2 4) (1) (0} (0 1 2 4Yy) (1
y| 3 [+Yy 6|+y4 9 [=10+11+10| = 3 6 9|y,|91 = FY=X
-1 1 -7 0) (0) (1 -1 1 -7\y;) \1
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Chapitre | Rappels Mathématiques

1 2 4
1 6 9
_ 1 1 -7 93
det(F)=45 = Y= ——= det®) 45 =2.06
1 1 4 1 2
31 9 3 -6
-1 1 -7 -1 1 -
y2:—=1—2=0.26 y3= = 18'O:-O4
det(F) 45 det(F) 45
93
_1] -93,.,12r_18
donc X—4 1128 45A+458 45C

Exercice N° 05:

Soit le vecteur X qui se décompose dans la bakermrmée {e} par X = (1, 3, -2).
1°) effectuer le produit tensoriel T=X X et écrire les composantgsie T sous forme matricielle.
2°) Soit {f; } j=1,2,3 une base orthonormée reliée a la base} {&l,2,3 par la matrice de
transformation orthogonale [P] par; f= [P]{e; } telle que :

% Yy

a) calculer les composantgdu tenseur T dans la base}{f
b) calculer les composantes du vecteur X dans da Ba}et calculer le produit tensoriel X1 X

dans la base {§. Que constater vous ?

Solution :
1°)  th=xXx=1 to = X X, =3 s = Xy X3 =-2
t = X X; =3 by = X X, =9 bs = X X3 =--6
ta1 = Xg Xy =-2 by = Xg X, =-6 b3 = X3 X3 =-4
1 3 -2
T=XOX=3 9 -6
-2 -6 4
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Chapitre | Rappels Mathématiques

2°) a) la base {f} est orthonormée (f,| =1 et fOf, sii#j)

28+6V3 -6+8/3 -4-123
TO= PMEPY) =4 -6+8/3 12-613 -3+43
~4-12J3 -3+.3  +16

X7 \/}fz \/_% Ol 11+3\/§

- Ol=| 43 —=| 3=
b) X =(P) (X) = | % Y 0| 3|=2l3-43
X5 0 0 1|-2 -4

ty = X1X[ :% 28+6,3 t =xX} :%(—6+8\/§) to = x5 :%(_4_12\/5

NP, NP

t21=xgxlm:%(—6+8\/§) t5, =x5x5 == (12-6,/3) tgszxgxg:%(_lzﬂﬁ

t = XgXg :%(—4—12\/5) tS, = x5x5 ==(-12+4,/3) t5, =xx5 :% (L6)

On constate que les composantes dednt égales a;t = T =X0OX

Exercice N° 06:

t -
Montrer que : H*(n)2 =(n) (n) avec n(n, n,, ny) unvecteur unitaire
Solution :
0 _ _h2_ A2
ng n, ns—n;  nn, NN,
— 2_] 2 2
n(n,m,mk) = (h)=| n; 0 -n | = M nn, -nz-n{ nyng
-n, n 0 NN, nn,  —n5—n2
2 2
nZ+nz+ns=l=I+(h)>= nn, 1=(@1-n3) n,n; |5 NN, N3 Ny,
NN, nn, 1=(1-n3) | | nns n,n, N
2
n N MmNy mng
2_t
‘OO N, (7 N, ng)= N, N3 onyng donc I+ ([h)*="(n)(n)
N3 nNg NNy nj
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Chapitre | Rappels Mathématiques

Exercice N° 07:
On considere une base orthonormée gédRnie par les vecteurs suivant :
1 1 1 2 1 1 1 1
1 :(ﬁ’ﬁ’ﬁ) f :(%%% ) f= (0,'3,3)
a) Vérifier que cette base est orthonormeée.
On donne les vecteurs suivants : A= (4, 1, 2F @, 3, 5)
b) déterminer la décomposition de ces vecteurtaswase {f, f, , f:}.
c) Déterminer les projections de A et B sur lessadef , f..et £.
d) Calculer le produit scalaire, le produit veatbet le produit tensoriel des vecteurs A et B.

e) déterminer I'angle entre les vecteurs A et B

Solution :

a) la base {f.est orthonormée si elle est orthogonalél si iz ) et normée(f| =1)

(BB - oo
N S RN
()

A 1 e R SR

Donc la base {J.est orthonormée

j=0 = f,O0f;

&

VAR A AE

b) =P)fe).  avec ®=-% Vo Vo
° )5 e

S AR AR A M WA
A=4e + 1e + 2e = af, + bf, + cf; (P)U\3b— }/\/_ }/\/_ }/f _7\/5

o Y5 V) \ Vi
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Chapitre | Rappels Mathématiques

) A CREE
B=1g +3e+5e =af, +Bf,+yf;, B=(P)B=|S|= %/— /]/\/— /]/\/— -x/E

Lo e Vel

c) SoientA,, A, ,A; les projections du vecteur A respectivement ssiakes £ f, et £.
A=[IH(F)TA= [(F). (FIA

/]/J§ 111
t _ 1
W= Vs ¥a Y 7@)'5{1 : ﬂ
Vi
4 722 (000
t(fZ)(fz)zg -2 11 t(fs)(fs):z 01 -1
-2 1 1 0 -1 1
(LA (7
Ac[tam)m=2l1 1 1]1|=37
11 1)2) °l7
(4 -2 -2)4) (10
Azz[t(fz)(fz)]m :E[_z 1 1 ]}:E[_ }
2

2 1 1
0 0 0Y4 0
K3=[t(f3)(f3)]m=%0 1 -1]1]=21|-1
0 -1 12 1

De la méme facon on trouve pour les projectiongediteur B

3 —
= [t(fl)(fl)]l:B = {3} , Bp= [t(f 2)(f2)]D3 =[ %ZJ , Bz= [t(f3)(f3)]D3 :[—H

3

Wik

N

d) le produit scalaire

AEB=4EL+1[3+2[5=KE§=(%JM)+(%’][@(@)+(%JM)=1?

Pr. HECINI Mabrouk 13



Chapitre | Rappels Mathématiques

le produit vectoriei

4 1 -1
danslabase r AOB=|1|0/3|=|-18
2 5 11
7 -8
__/G o YA
danslabaseff : AOB= /\/— /\/—

%/_ 2 2/2

le produit tensoriel :

dans la base {g:
AOB=(401,413,41510(1,113,1[(5,211,2(3,2[(5)= (412,20, 1,3,5,2,6,10)

dans la base f:
e (A RN RATNEN AT

= ( SGJEM;) ( fjm&),
[F)en

o)

B2 BB

17 17
e) (A,B) =arcco = arccog j = arccog j =arccos0627)
El Al(B IJ V16+1+403/1+9+25 J735

=(21,74/2,—=

= (A,B)=51.17°

Exercice N° 08:
On considere la base, {fde R’ définit par les vecteurs suivants :

= 000) =035 .0 h=(r. 7 p)

et le vecteurs : A=8e6e+3e

1°) la base {f} est-elle orthonormée ?

2°) déterminer les projections du vecteur A surabess de vecteurs ff, et f3 .

3°) déterminer les composantes du vecteur A dabada ({,f, ,f3).

Pr. HECINI Mabrouk 14



Chapitre | Rappels Mathématiques

Solution :

1°) la base {}.est orthonormée si elle est orthogonal@l si izj ) et normée(f| =1)

)= =0 g

f,d 5 ; f,ds :% ; Pl zz;jﬁ

Donc la base {f n’est pas orthonormeée.

2°)SoientA,, A, ,A; les projections du vecteur A respectivement ssinbes { f, et .
=1 = (=), ()
A=[I+(F)7A= [(F). (F)]A

1 100 o 1 0 0)/8 8
(f)(f)=|0|@ 0 0=/0 0 0] = A1=[t(f1)(f1)]DA= 0 0 0|/6/=|0
0 00 0 0 0 0){3 0
10
f2] =g¢1 = ()£ (f). ()
. 1 o (12 1/~4/10 .
fo=—f,=—2_{3/2|=|3/410 avec |fo|=1
27y @(OJ 0 ‘2‘

Ao =]l +¢t5)2|m = [ o) p|m

B 5 VTS 130 o 1 3 0)(8 26
Y(f2)(f2)=| 3/4/10 (1/\/E 3/4/10 o):i 390 :>K2=[‘(f2)(f2)]m=i 39 0/6l=2|78
0 10lo 0 © 10{ o0 0)|3) 10{ o

Qv w

=1 = = 1#(f)2=1(f). (f)

A=+ 1A= ['(F). (F)IA

\/é 111 _ 11 1Y8 1
0307 Vel ¥ ¥ /@}%i % A3=[t<f3)<f3)]ﬂé\=%i ' 2=1—37 i
e
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Chapitre | Rappels Mathématiques

3°) A=qaf, +pf, +yf; = 8q + 6& + 3

ln, 1.-
1) (¥2) (48 (1) (0) (0 arprpye @
o O+ 32|+y1¥V3|=80+§1[+30| = %B+%y:6 (2)
o) (o) (#¥3] (o) (o) (1 j’yzg @)
NE
(3) = y=3/3 4
2) = B—E(G—%S\@ =2 = AT 2 |=4f+2f,+3/31,
31 23
(1) = a= 8—— ﬁa\/é 4

Exercice N° 09:

On considere la fonction vectorielle définie pafd;=v, w) telle que :

u=8x+6x
v =10x%x—-8%
w =12 %

1°) Déterminer le tenseur Grad F .

2°) Déterminer le tenseur transposé du Grad F.

3°) Déterminer le tenseur A, la partie symétrique3tad F et le tenseur B, la partie
antisymétrique du Grad F.

4°) Déterminer les valeurs propres et les direstimmopres du tenseur A.

Solution :

a/xl a%xz a/xs 8 6 0
1°)  grad(F) = /X1 a%xz /X3 =|10 -8 0
_a\%xl a\%X2 a\%xs_ 0 0 12
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8 10 O
2°) grad (F=|6 -8 0
0 0 12
1 8 8 0
3°) A =sym(gradF)) = E[grad(F) +grad (F)]: 8 -8 0
0 0 12
1 0 -4 0
B = Antisym(grad(F)) :E[grad(F)—grad (F)]: 4 0 O
0O 0 O
4°)  soientA; , A, et A; les valeurs propres de A et; X X, et X; les directions propres
correspondants.

Valeurs propres :

8 8 O
8 -8 0
0 0 12

detd - AN =0 =

(12-\)[-(8- M\)(8+ \)-64]=0 -

N

Directions propres :
Pour A, =12

8-12
(A' )\1|) Xl =0

=

8
0

Xy

0
0
Cy

X, vecteur unitaire = aZ +bZ +

on prencc, = +1 =

Xy

1 0 0) 8-4 8 0
-A0 1 0= 8 -8-4 0 [=0
0 01 0 0 12-4
(120)(A\-128) = 0
/13:_8'\/5
0 1212)¢ ) |0 0CE, =0

la valeur de gest quelconque

2 _

c?=1 c? =1

O O

Pr. HECINI Mabrouk
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Pour A, =82
8-8y2 8 0 Ya,) (0
(A- AJ) X, =0 N 8 -8-8/2 0 |b,[=[0
0 0 12-8J2)c,) (0

8-8J2)a, +8b, =0
8a, - (8+8v2)b, =0
(12-8v2)c, =0

X, vecteur unitaire =

On prend :a, -1
Va-242

Pour A; =-8V2

(A' A3|) X3 =0 =

(8+8V2)a; +805 =0
8, - (8-8V2)b, =0
(12+8V2)c; =0

X, vecteur unitaire —

On prend a; = -
Va+2y2
b;=0.9239 =

=-0.3826 ( pour que la base {X X, et X3} soit directe)

= { b, = _(1_\/_2)32

= C, =

1
2 2 2 2 2.2 2
as +bs+c5 =1 aZ+(1-vJ2Pa2=1 = a=
2 2 2 2 ( ) 2 2 4_2\/5
0.9239
=0.9239 = b=0.3827 = X, =]0.3827
0
8+8/2 8 0 Ya;) (O
8 -8+8/2 0 b, |=|0
0 0  12+8/2)c,) (0
= c; =0
1
2 2 2 2 2.2 2
aZ+b2+c2=1 aZ+(1+42)Pa2=1 = ai=
3 3 3 3 ( ) 3 3 4+2\/§

-0.3827
0.9239
0

X3

X, peut étre trouver par la relation 3 XX, [1X,

0) (09239, (-03827
X, =X, 0X,=|0|0]03827|=| 09239
1 0 0

Pr. HECINI Mabrouk
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Exercice N° 10:
a) Démontrer les propriétés suivantes du gradpntr des champs de scalaire, f%, x;) et
a(x, ¥, 2): Grad(f+g) = Grad(f) + Grad(g)
Grad(af) =aGrad(f)
Grad(f.g) = gGrad(f) + fGrad(g)
b) Soit la fonction scalairef:(xq , Xo ,X3 )= x12x2(2+x2x§)

Déterminer le gradient de f.

Déterminer le laplacien de f.

Solution :

oh
a) graCKh) - 6x1 €1 ¥ 6x2 6X3

o(f +g) o(f +9) o(f +9)
radf +g) = e + e, + e
gradf + Q) ox, al ox, 2 ox. 3
a(f) a(f) a(f) 0(9) 0(9) 0(9)
= e + e, + e, |+ e + e, + e. |=gradf) +gra
(axl LT, 2 ax, 3] [axl LTk, 2 ox, 3] gradf) +grad(g)
_0(af) o(af) d(af)
radaf) = e + e, + e
gradaf) X, 1 ox, 2 ox, 3
_fo(f) _  of) af) | _
=q e + e, + e, |=agradf
[axl LT, 2 o, gradf)

o(f [g) o(f [g) o(f [g)
rad f = e+ e, + e
gradf [d) ox, ! ox, 2 0% 3

= fﬂ+gi + fa_g+gi e, + a_g+gi e
6x1 6x1 €1 6x2 6X2 2 6x3 6X3 3

of of of 0g 0g 0g
= + e, + +f + e, + ey | = radf) +f [gra
g(axlel 2%, 2 6x3j (axlel 3%, 2 o5 3} glgradf) +f [grad(g)

b) f (X1, X2 ,X3 )= XX (2+XX3)
gradf) = 2x,x,(2+ X2Xg e, + 2X§(1+ X2Xg )e, + (3X12X§X§ )€;

2 2 2
Af =div(gradf)) = 9 ; + 9 ; 9 ;
le 6X2 6X3

=202+ xzxg) + 2x12xg + 6xfx%x3
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Chapitrell Description du mouvement

Chapitre Il

Description du mouvement

[I-1- Description

€ A
Dg M, D, "
En description lagrangienne t
Variables : Xt X
Inconnus : x=x (X, t) =x; (Xi, t) 0 g
€
Vitesse  V(X, t)— t‘ (X,p)
X
oV 0°X
Accélération I (X,t) = W‘ (X, t)=—= (X t)="=2
X x
En description Euleurienne
Variables : x,t
Inconnus : V=V, (X, t)
Vitesse V(X t)_GX (x,1)
Accélération :y(x,t) = (X t)= X (X t)
Alinstanttona: V,(X,t)=V,(X,1)
lI-2- Tenseur gradient de la transformation
0X;
F=G = Grad F.=——"1
randy) rad (x) = i GXJ-
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Chapitrell Description du mouvement

lI-3- Matrice jacobienne et jacobien
Le Jacobien J est le déterminant de la matricebjanoe.

0X; 0Xq 0Xq
0X; 0X, 0Xj
3=Pe e 9% =detf) notation J(X,t):—D(X1 X, X3)

0X, 0X, 0Xs D(X;, X5, X3)
O0X3 0X3 O0Xj3

X, 0X, 0Xs

= det(F)

lI-4- Transport convectif
Arc: tdl=F¢gdl
Surface : ndA = J Gy dA, avec G=F
Volume : dv=Jdy

[I-5- Tenseur des dilatations

0X 0X
_ — — p p
C= FT F = CI] _Fpi I:ij -_ [RJ%KJ
[I-6- Tenseur des déformations
E=%(C—I) = Ej =%(Cij -9;)

[I-7- Dilatation, déformation et allongement dans une direction

Dilatation dans la directiorpu A (ug) -d._ W Cug

dl,
, . — _1d*-di3 _ 1,
Déformation dans la directiory u E(uo,uo)—E 2 W Eug —E(A (Up)-1)
0
Allongement dans la direction ud(uy) = dl(;ldlo = A(Ug)-1=[1+ 2E(ug,ug)*2-1
0
lI-8- Tenseur gradient de déplacement
_dU, _ ox;
H=Grad(U) =F - | = H”“W;_a_xlj'{)”

Avec U=x-X Vecteur déplacement

H=e+w=H+H
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Chapitrell Description du mouvement

1 T 1{ouU, U,
avec €=S H==(H+H e = | =S4T
ymiH) =5 ) = Z[axj X,

w = antisyn{H) =—(H-H =g Rt B §
i =5 H=H = q 2[axj axi]

[I-9- Déformation en petites transformations

1 T 1(oU, 0U,
Ede=symH) ==(H+H E =g =—| —i4 71
ymH) = (H+HT) = E =g, 2(axj o

€ : tenseur des déformations linéarisées

[I-10- Tenseur gradient de vitesse de déformation

oV,
L = Grad(V L. =—1"
rad(V) = i axj
L=A+Q=1+1L°
1 T 1(oVv. 0V,
avec A=symL)=—(L+L = A == 24
ymL) = 2(L+L) .J Z(GXj axi]

. 1 T 1(ov. 0V,
Q =antisyn{L) =—(L - L Q =—| 21
ymiL) =2(L-L1) = o Z(GXj ™

A : Tenseur des taux de déformation

Q : Tenseur des taux de rotation
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[1-11- Exercices

Exercice N° 01 :

L’espace R est rapporté & un repére orthonormé R=(De.ee). le mouvement du milieu
continu est définit par la relation vectorielle ¥€X, t) tel que :

x1=X1e't x2=X2et )@=X3+X2(ét-1)

a) Ecrire les équations inverse du mouvement défamit =)('l (%, t).

b) Donner en description Lagrangienne et en descnipiwleurienne les parametres

suivants : la vitesse, l'accélération et le déptaent.

Solution :
a) les équations inverses : | Xx, €
X;=X%, €
Xa=Xg-% €' (e'-1)=%-X%X(e"-¢€)
b) en description Lagrangienne :

La vitesse

V(X,t)=%—>t(‘ (X,t)=%—)t(‘x(x,t) L= xet
X

ot
0X
Vo(X,0)="52 = X €'
(004 _
V(X)) =52 =-X.€ t
L’accélération
2 2
_6V‘ _0°X _ 9°x _ 0%y _ g ot
FOXH) =55 (X, )=—2 (X,t)=22 (Xt (X )=—=t=X,e
(=Gt 00=52) (0=031 X0 = Re=7 =y
09X
M (X,1) = aTZZ =X,€'
0%x _
M(X,b) = at23=x2et
Le déplacement
U=x-X Ur=X—% = X (e'-1)
Up=%—X = X (€-1)
U=X—Xs = X (e'-1)

Pr. HECINI Mabrouk
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en description Euleurienne :

La vitesse
v(X, t)— (x t) = V(X t)—aa)f[ =—x,€e ' =—x;
vz(xt)—a(;(tz—xze d =x,
X3 _
v3(xt)—aat ~X,e e = —x e
L’accélération
9%
Vo =0 = X . yxp)=9 S =xdet=
ot> ot>
0%, _

Vz(Xt)—T—Xze é=x,
92
y3(xt)—T—x2e el =x.e2
Le déplacement
U=x-X = U=x-X =x€(e-1)=x(1-¢&)
Uy=x%—-X, = e (é-1)= % (1-¢)
U=x—-X =xe (e-1)= x(e"-¢)

Exercice N° 02 :

Le mouvement d’'un milieu continu est définit damsrepere orthonormé R=(Q,&, &).

par les relations suivantes :

-

X1= %(Xf" X, + %(Xf X,

Xp= 35Xyt X )& = 5(Xy= X )
X3= X3

a) Montrer que le jacobien est différent de zéro.
b) Ecrire les équations inverses du mouvement défarit X :)(‘l (x, t).

c) Donner en description Lagrangienne et en descniptuleurienne les parametres

suivants : la vitesse et I'accélération.

Solution :

a) J =det(F) telque F= Grad(X)= F.=—"L
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€+eHr2 E@-ehHr2 o
F= €-e/2 E+e)/2 0 -
0 0 1

J=det(F)=1£0

b) les équations inverses du mouvement : )} =(x, t).

1 _
X2 =E(X1+X2)e
X3 =X3

c) en description Lagrangienne :

1 _
X1=§(X1+X2)e t

1
+§(X1 ~x)e"

1
- mxo)e!

La vitesse
ax _
V= 1 1(X1 z)et_%(xl_xz)et
V= x0=2 (x0 = 1V,= "axf- 10X+ X0 + 30— X )
X
0X3_
V3= o =0
L’accélération
2
7 6c?t)(l_l(xffxz)e+1(><1 X
2
_av‘ _ 0% 0X2_1 oLy ¥ et
X )=+ (Xt) ==—2 (Xt M= X =(X;—X
(=Gl (0 =53] (XD = o= 5= 5K+ X0 - H(Xam X e
I :@_0
3 a2
en description Euleurienne :
v—%—x
1= gt = A2
La vitesse : v(X, t)— (X t) = <V2=%=X1
_O0X3_
=t °
( _62x1_
Y1 652 1
o At - av_ax _ 0%, _
L’accélération : X,t = =X
y( ) atz = y2 aztz 2
0°X3
=—"9°=(0
> ot
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Exercice N° 03 :
On considére le champ de déplacement plan défird da repere orthonormé direct
R=(e, e, &).muni de la base B=(0,,®, &).par :
U(X;, Xy) = X1 X, (ag + be)
(X;1, X,) étant les coordonnées de Lagrange et a et bodesantes strictement positives.
a) déterminer le lieu des points dans la configomainitiale ou la condition de non
pénétrabilité de la matiére n’est pas satisfaite.
b) déterminer dans la base B les composantes :
- du tenseur des dilatations
- du tenseur des déformations
- dutenseur gradient des déplacements et ses dmposantes et w.

c) montrer que si a et b sont petites devant B bien E =.

Solution :
U(X;, X)) =X X, (ag + bg)= U =x-X =aXX;
U, =%—X; =b X X,
U=x%-X; =0

X1=U+ X, =axXx X+ X,
X2:U2+X2:bX1X2+X2
X3:U3+X3:X3

a) La non-pénétrabilité de la matiere n’est pas satessi J = det(F) =0

X 1+aXo axq 0
F= Grad(x) = Fi=av- = F=| bXp 1+bX; O
GXJ 0 0 1

J=det(F) =(1 +a} (1 +bX)—abxX,=0 = aX,+bX;,+1 =0, c’estun plan

b) tenseur des dilatations C

2aX, + @ +bH)X2 +1 aX, +bX, + @ +b*)X X, 0
C=F'F=|aX, +bX, + @ +b?)X.,X, 2bX,+ @ +b*)XZ+1 0
0 0 1

tenseur des déformations E
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2aX,+ (@ +b%) X3 aX;+bX,+ @ +hH)X . X, 0
Ez%(C—I)z% aX;+hX,+@2+b)X X, 2bX,+(@%+bAX2

0 0

tenseur gradient des déplacements H et sescdeusosantes et w

aX, aX 0

H=GradU)=F-1=|bX, bX, O

0 0 O

H=g+w=H+H
1
ax, P @x;+bXx,) O
avec € =symH) = %(H + HT) = %(ax1 +DbX,) bX,
0 0

0

o = antisyn(H) = %(H ~H")= %(bx2 -aX,)
0

%(ax1 ~bX,) 0

0

0
0

a) siaetb <<l alors on néglige dans le tensewasBdrmes du deuxiéme ordré {aty)

devant ceux du premier ordre a et b et on obtientE

Exercice N° 04 :

Un barreau cylindrique de génératrice parallélesenteur ¢ de section quelconque, subit

une flexion circulaire caractérisée par les condgisuivantes :

i) la base dans le plan, X 0 reste plane, la particule ef(d®? X,, X5) venant en P(0,,XXs). telle

que :
Xo = Xo+ W (X5,X3)
Xs = X3+ W (X5 ,X3)

La particule en O ne bouge pas (,0) =y (0,0)=0

Py

Mg

Pr. HECINI Mabrouk
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ii) la particule en MX; ,X, ,X5) de projection Psur le
plan X, = 0, vient en M(x,X; ,X;) se déduisant de P par
la rotation d’angle ¥R (R constante positive) autour
de la droite 4) d’équation X = R.
a) determiner la déformation du barreau. Que deeiehles sections )& cste ainsi que les
fibres paralléles aux génératrices ?
b) Calculer le tenseur gradient de la Transfornmatio

Solution :

a) X=OM=O0l+IM

| . projection de P sut)

IM=T(IP) avec T :la matrice de rotation d’'an@i¥/R)

. X
cos=t) -sin=:) 0
0 0 0 %) (R)
_ _ _ e Xs @
IP=OP-Ol=|x, |-| R |=|X,+u,-R| et T= sm(ﬁ) cosR) 0
X3 X3~ U 0 0 0 1

cos(%) —sin(%) 0 -(X,+u,-R) cos%)

IM = sin(%) cos(%) O|X,+u,-R|= (X2+UZ—R)Sin(%)
0 0 1 0 0

La déformée du barreau est décrite par :

x1=—(X2+u2—R)sin%)
X=0M=0I+IM = x2=(X2+u2—R)cos%)+R
X3=X3tUs3

- déformée des sections X cste

Xl _ X2_R
—sin(X;/R) cosK,/R)

X, = cste = X; = -tg(X/R) %, + tg(X/R) .R

C’est une équation de droite les sections restent plane est tournent d’'un aigIR).

- déformée des fibres ,X cste et X= cste
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X, = cste et X= cste = U, = cste et y= cste = Ki=X;+ WL —-R=cste

K= X; + u; = cste

X, =-K sin(ﬁ)
1T TR x?+(x,-R)*=K? c'estunarcdecerclede
X, = chos%) +R = centrgO, R)etderayonK, = X, +u, -R
X; =K, lecercleappartienauplan((e, ,e,); X; = X; +U,]
: : _0X;
b) tenseur gradient de la transformation F= Grad(x) = Fi X
i
1 ou,, . X ou, . X
-—(X,+u,-R)costt) - (@+—%)sin(=t) —-—%sin=
~(X, +u, ~R)cosE2) = SO —Esey
X . X ou ou
F=|-—2(X,+u,-R)sin(2) (@+—%)cos-t) —%cosf=2
N E UGN & " &
0 ou, 1+ ou,
X, 0X,

Exercice N° 05 :
L’espace R est rapporté & un repére orthonormé R=(Qgee). Un milieu continu a un
mouvement définit par le champ de vitesses suivant
V(M) = ae; (& .OM)
1°)
a) Déterminer la représentation Lagrangienne du moemen{On désignera par {XX,, X,)
les coordonnées d’'une particule a l'instant t = 0).
b) Déterminer les composantes de la matrice M(t) sgr&nt I'opérateur qui permet de passer
de la position Md’'une particule a I'instant t = 0, a sa positioraMinstant t.
c) A l'instant t, déterminer les composantes du tengeadient de la transformation au point
Mo.
d) Déterminer le tenseur inverse G=fpuis le tenseur de dilatations C.
2°)
a) On considere, a l'instant t=0, le carreBfC,D, de centre O, de cotg tel que :

AoBo=ne; et ADy=ne,. Déterminer le transformé de ce carré a l'insfant
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b) On considére, a l'instant t=0, le cube dont laisectans le plan (O,.ee) est le carré

A.B,C,D,. Déterminer, a I'instant T, le transformé de cbecu

c) Comparer les volumes du cube et de son transfdPowdvait-on prévoir le résultat ?

d) Calculer l'aire de la déformée de la face contem&@t. retrouver le résultat en utilisant la

formule de transformation d’'un élément d'aire.

Solution :

1°) V(M) =ae (e.OM)=ax;e.

V1=ax2=% X =a X, t+X;
a) V= =% = Xo= X5
v3=0=% Xg=Xs
b)
Xq X4 1 at O
X, [EM(t) X, M®={0 1 0
X3 X3 0O 0 1
9)
1 at O
F= Grad(x) = Fijz% - FOO=5{0 1 0| =  M(t)=F(®)
: 0 0 1
- X1=-0 X, t+X4 1
d G=F Gij=a—x_' avec 4 X,= X, = G(t)= 0
’ X 4= X4 0
1 0 0\(1 at O at 0
C=F'F={at 1 O[J0 1 Ofat +a%® 0
0 0 1)lo 0 1 1
1 0 0\)(1 -at -at O
B=G'G=-at 1 O[l0 1 O -at 1+a’? 0
o 0 1)lo o 0o 1

-t O
1 O
0 1
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2°) a)

n/2
CO: r]/2 =
0

n/2
BO: _n/2 =

0

-n/2
Aoz _r]/2 =
0
-n/2

DO= r]/2 =
0

n/2 Dy Co
0

[an172+n/2 .
t=0 2

€
n/2

[—an172+n/2 As Bo
B_

-n/2
0

t=T €

-n/2

-anT/2—-n/2
0

anT/2-n/2

b) Dans la directionsde cube cisaillé reste sans déformation

n
AB=OB-OA=|0|= | AB| = n
0

C) V = AB * hauteur * épaissewrn .n.n=n?

Vo=n.n.n=n?

Transformation homogéene>

1 at
J=det®)=0 1
0O O

=1 =

t=0
: €
<1
= V=V,
V=J.V,
D
t=T
V =V,
A
B
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(XT]T
d) Aire=h.BC avec BC=0C-OB= n |et
0

BC=4a’n?T?+n? =m/a®T?+1 =  Aire= n*a’T?+1

en utilisant la formule de transformation d’'un é&rnd’aire. :

ndA=JGn,dA, = dA=nJ G n, dA,

Transformation homogéne= A=nJGn A

1 a
no=| 0 |=¢ et n est le vecteur unitaire perpendiculaireCa B = n=| b

0 0
nlBC = a.a.n.T+b.n=0= b=-aa.T

F+b=1> #+&.07. =1 = a=——L et b=

—aT
VI+a®T? V1+a®T?

Are=A=nJGn A,

1 0 oY1 1
Aire=A=(a b 0D-aT 1 0|0|B*=(@a b O)I-aT |{*=(@-baT)H?
0 0 1)0 0

212
Aire=A=[ 1 ot }EZ L+a®T? Ej =n 2\1+0%T

1+a2T2 J1+a 1+a°T
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Chapitre Il

Tenseur des déformations

[1I-1- Définition des tenseurs des déformations pugs et des rotations

Soit U=(u,v,w) le vecteur déplacement du point P

Q un point voisin de P

Qo Q=R P+ grad(B PP, Q)
U+dU = U + grad(Udx

grad(P,P,) =gradJ=¢ +Q avec

X3‘

A
Py !
Qo
g

Xy

¢ =Sym(@gradJ) :% (gradJ +grad U)

Q = Antisym(gradJ) :% (gradJ - grad U)

Q Q. =P P, + P, Q) + QP Q) ou U+dU = U +Tdx + Q[dx
. tenseur des déformations pures
&1 &2 &3 1 du. U,
2 0u; 0du;
&3 &3 £33
Q : tenseur des rotations
0 -w, wgs
Q= (W) = 0o - _10u oy ij=1,2,3
=) =| @, Wy | AVEC @y =7 (o == =) =12,
“W3 Uy 0 J l
%
Le vecteur de rotation:  w=| w3
W
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Cas du déformation plane :

ou 1( ou avj
—_ Jy I 0
U= U, Xy) ) aax1 ; 2 axg 0X4
PP =U={Vv=V(X{,X,) ] e A N 0
B 2\ 0x, 0x, 0X,
w=e 0 0 c
o o)
1(ou 0 n o “as °
Q= _(_u—_vj 0 0 w=|W; |= 0
0 0 c “ha Slac T Ao
2(0x; 0x,
Cas des coordonnées cylindriques :
X, =rcos@) u=u(ré,xz)
X, =rsin(@) et U=<v=v(réx,)
X3 = X3 w =w(r,8,Xx;)

u 1 a_u_V) ou ou l(ﬂ+1‘ﬂ_v) 1(ﬂ+6_w)
or r 09 0X 3 o 20 rof 2'0x,  or

gradj: a_V }(@+u) ﬂ &= Erp }(Q‘FU) l(ﬂ.{.a_w)
o r-90 X 5 ro8 2'0x, 06
o roe  ox, 0%

l1I-2- décomposition de la déformation pure en dildation et glissement

Le vecteur déformation pure & (R) =€ .n+g  Se compose en :

Dilatation suivant le vecteur n

Glissement sur le plan de normal n
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[1I-3 - Allongements principales et directions principales

Dans le repere principal de base {XX, , X3} le tenseur des déformations s’écrit :

& 0 O
<=0 g O

Pour déterminer les allongements principales, etegy, il faut résoudre I'équation :

det¢” —Al) =0

Pour déterminer les directions principales, X; et X; il faut résoudre I'’équation vectorielle :

Les vecteurs unitaires;X X, et X; de la base propre vérifient les relations vecliesesuivantes :

X, =X, A X,
X, =X A X,
X5=X, A X,

Les invariants : e +g +g, =tr()
&=¢¢§ tEg & tE§,

& =¢& L& [, =det ()

llI-4- Représentation géométrique de I'état de défamation en un point

a) Ellipsoide de Lamé

2 2 2
X; X3 X}

=1
2 2 2
& &y gy
b) Tricercle de Mohr
Pour le cercle (i,)) : le centre (0;)C avec G= (s +¢g)/2
Le rayon R avec R=(-¢)/2
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Pour le cercle (1,2) = (& +&)2

Pour le cercle (1,3) : &= (& +&y )2

Pour le cercle (2,3) : &= (&0 + &0 )2
Cas particulier : le vecteur (n) appartient au plan{ XXz )

e= Y2 & +& ) +% & -& ) cos (20)
g= 1 €| -& ) sin (2¢)

l1I-5- Partie sphérique et partie déviatrice

Dans le repere principale :

2 2 v o e ce
&=+ ave( = 3 | (e=tr())
= -

l1I-6- Equations de compatibilité :

0%ep, =62‘911+62‘922
Ox0x, Ox3  OxZ
0% =62511 +62533
0x,0x3 x5  OX}
%55 262‘922_,_02533
0X,0x3  Ox5 x5
0%, _ 0 ,0&, L 9%13

R.=(-¢€)/2
Ris= (& -€u )2
Res = (&1 - &0 )/2
(y=0)

avec ¢ = (g, X;) :angle polaire

. la partie sphérique dé

- la partie déviatrice dé

_ 0523)

6x26x3_0x1 0X5; 0X,
0%°c,, _ 0 01, , 962

0X4

B 6513)

0X.0X3 OX, OXz3 O0X;
0%3; _ 0 05 , 945

0X,

6x16x2_6x3 ox, 0X,

Forme tensorielle des équations de compatibilité :

graddiv () +grad div () - gradgrad(tr(-* )) - &7 =0

B 6512)

0X4

(6équations)
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[1I-7 - Exercices
Xz

Exercice N° 01 :

On trace au point A un carré ABCD de

10
9,997

c6té 10 dans le plan (A/1xX, ). Apres

chargement et par rapport a un repére fixe, nous

obtenons le parallélogramme A'B'C'D'. 02| A

a) déterminer les composantgsde la matrice A

0,5832 10,5875

associée au tenseur des déformations pures et la

rotation du milieu.

Solution :
Le probleme étant plan = €13= €3=€33=0

Q13:Q23: 0

BB')x, —(AA' — (055
. duy _ (BB)x, ~(AA)y, _ (105875-10)- (055-0) _ 37500-3
aX]_ AB 10

dup _ (CC)x, ~(AA)x, _ (9997-10)- (02-0) _
6x2 AC 10

-2031073

€22 =

e —1[0u O0up)_1 (AC), (AR,  (AB), (AA),,
12 2 6X2 Oxl 2 AC AB

_1(05832- 055+ 0.2312-02
2 10 10

j =% (332010°° + 312M10°%) = 322[10°°

Q :1 %—% :1 (AC')Xl(AA')Xl _(AB’)XZ(AA')XZ
#o2lox, ox ) 2 AC AB

_ l( 0.5832- 055 0.2312-02
2 10 10

j =% (33210° - 312110°) = 01010°
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Le tenseur des déformation pures sera :

3.7510° 3.2210°% 0
& =|32210°% -20.310° 0O
0 0 0

Le tenseur de rotation et le vecteur de rotatiort sEspectivement :

0 -0.110° 0 0
Q=|01107° 0 0 et w= 0
0 0 0 011073

Exercice N° 02:

En vue de déterminer expérimentalement le tendesr déformation au point M d'un
ouvrage, on place autour de ce point un dispasiiférimental ( 6 jauges extensométriques ou 6
cordes vibrantes) permettant la mesure des alloagEmunitaires suivant les 6 directions
considérées.

Le point B appartient au plan,(xx,).

Le point C appartient au plan, (xx,). S

Le point D appartient au plan,(xxs).

Le point F appartient au plan, (xxs). E
45¢ D

45¢
1°) En appelant, , & , €& , & , & , & , les 6 60°

7 s g . X
mesures effectuées, définir le tenseur des B ’

déformation au point M. 60¢
AN.:€=60.10 ; &=15.10

&=30.10 ; &=15.10

=0 ; &=3,0.10

2°) Rechercher les directions et allongement

X1

principaux. En déduire le tricercle de Mohr des
déformations.
3°) placer les 6 points relatifs aux 6 directiores d

mesure sur le tricercle de Mohr.
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Tenseur des déformations

Solution :

Soient n(a,b,c) E=n;c

&11 &2 &3 a

&= @bo)| e £ En3| b|=a%ey;+b%ey, +cPezz+ Zher, + Acs 3+ Xbeys

€13 €23 £€33)\C

na = (L00) = &a =11

13 1 3 24/3
B=(C—0)=>epg=—&1+—n+——&1
4 4
V3 1 3 1 243
Ne=(—2 = 0) = Er =g+ —Eop—— "¢
c=( ) )= &c Qe 2T b

V2 2

np =0—,—)=¢ -Es +2£ +ﬂ£
D 5 D = %117 €337, 412

Ng = (0,0,1):>£E =&33

:(ﬁ, ’ﬂ)

n 0 =& -25 +3£ +ﬂ£
F 5 > F 411 433 413

(1)

(2)

3)

(4)
(5)

(6)

Soit un systeme de six équations a six inconnugsésolution donne :

(1) = €11=€n
J3
(2) et (3) = 512:?(2‘% +&g —38¢)
1
(4) = 823_§(£A_€B_£C+2£D+£E)
(5) = €33 =€
1
(6) = €13 _E(_gA ~ & +28¢)
A.N.
€1,= 6.0 10°
€5 = (-6.0+1.5+3.0) 18 =-1.5 1C°
€33=0
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NE

£1p = V3 260+15-3mB0)103 =23 103 = 13103
6 4

£13 =%(—6.0—O+ 2[B0)10 3 =0

£3= % (60-15-30+2015+ 0)10°3 = 211073 = 22511073
2 4

Le tenseur des déformations pures sera :

6010° 13103 0
¢ =/1300° -1.510° 22510°
0 225103 0

2°) Valeurs propres :

Pour alléger I'écriture on élimine le coefficiert*ldans le calcul des

60-4 13 0
det¢” -A)=0 = 13 -15-4 225=0
0 225  -)
= - A[(6.0\)(-1.5-A\)-(1.3¥]-(2.25}(6.0-A) = O
= -A+45)\+ 1575\ -30.375=0

Soit f(A)= - A* + 4.5A%+ 15.75\ - 30.375 11.1]

On trace la fonction K) pour déterminer , A
une racine de I'équationy = 0. o 111

f(0)=-30.375 , f()= -11.125 et )= 11.125

doncA, O0]1, 2 -30.4.]

On remarque queXj s’annule pour
A=15 = A=15
det¢”- Al) = (A-1.5)(al\*+ b +c ) =- aA®+ (b-1.5 a\*+ (c-1.5b)A - 1.5¢
=-A®+ 4.5\*+ 15.75\ - 30.375

Par identification on trouve a =-1; b=3; =@20.25
Le polyndbme devientA-1.5)( A*+ 3A +20.25) =0 = A=15

A, =-3.243 ; A3=6.243
§>¢ >g = € = 6.24310° ; g =1.510° ; &n = -3.24310°

Pr. HECINI Mabrouk 42



Chapitre Il Tenseur des déformations

Directions propres :
Pourg, = 6.243103

600107 - 624310° 13103 0 a,) (0
(“-g)X,=0= 1301073 -1.5[10° - 6243010°  225M10° | b, [=|0
0 2250107 - 624310° | ¢, ) |0

0243a, +13 b, =0

c, = 0360b
{ 1 1
225b, -6.243c, =0

a, = 5341b,

X, vecteur unitaire = aZ+bZ+c? =1 (5347 +1+ 0360°)b? =1  b? =0.033

0981
On prend b, = 0184 = =0.981 et c,=0.066 = X, =| 0184
0066
De la méme maniere on trouve & X, .
Pour g, = 1.510°
- 0158
(“-&)X,=0 = X, =| 0548
0821
Pour g, =-3.24310°
0115
(\({' £|||) X||| = O = X3 = - 0816
0566
X peut étre trouver par la relation 3 XX; [1X,
Cercle de Mohr
Pour le cercle (i,)) : le centre (0;)C avec G= (s +¢g)/2
Le rayon R avec R=(-¢)/2
Pour le cercle (1,2) £= (& +&,)/2 =(6.243 + 1.5[00%2 = 3.87210°

R, = (& - & )/2 = (6.243 - 1.5[00%2 = 2.37210°
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Pour le cercle (1,3) 6= (& +€&, )2 =(6.243 — 3.243)0%2 = 1.510°
Rs= (& - &0 )/2 = (6.243 + 3.243)0%2 = 4.74310°
Pour le cercle (2,3) &= (e, +€&, )2=(1.5-3.243)0%2 = -0.87210°

Rs= (& - € )/2 = (1.5 + 3.243000%2 = 2.37210°

i Cxs en Cis Cp €

3°) pour placer les six points A’, B, C’, D’, E'&t’ il faut calculer le glissement g.

o = [(6.0a + 1.3+ (1.3a - 1.5b + 2.25¢)(2.25b§] [10° — €2
n, = (100) = g4 =[(6.001)% +(1.3)?]107% - (60107%)?

= 0. =1.310°
B = (%,g,O) SN =[(6.0[—];—+1.3EI\/?§)2 + (1.3@2 -1.5@/?‘75)2 + (2.25@/2—§’)2]EL0‘3 - (1510732

— g = 4.3610°

n.=(- 3 ,1 0) = g? :[(6.0[¢—ﬁ)+1.391)2 +(1.3Eq—@)-1.591)2 + (2.2591)2]E10—3 - (30010732
2'2 2 2 2 2 2
— @ = 4.0510°
N = (o,%,g) =g =[(1.3[-?/7§)2 + (-1.5@/7E + 2.25[-1‘/75)2 + (2.25[-?/75)2]&0‘3 ~ (1500732

= o =1.1810°
ne = (001 = g2 =[(2.25[1)*]107° - (0.0)?

ng = (@ ,o,g) = g2 =[(6.0E-?/7E )2 + (1.3@/7E + 2.25@%)%&0‘3 - (30010732

— @ = 2.2510°

— g =3.910°
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Exercice N° 03:
On considere le champs de déplacement & B(u, v, w) suivant :
u= 730.10 x; + 350.1F x,
v= 430.10 x; + 145.1C x,
w =-375.10 x3
1°) Déterminer le tenseur Grad U . En déduire éeseurs de déformation pure et de rotation ainsi
gue le pseudo-vecteur de rotation.
2°) Déterminer les allongements principaux et iesctions principalese( > g > gy).
3°) Tracer le tricercle de Mohr dans les axeg)(associé aux déformations.
4°) Déterminer I'angle (xX1) que I'axe x (ou q) fait avec I'axe principale X
5°) Quelle est la valeur du glissement relatif maadignax ? A quelle direction g correspond-elle, et
dans quel plan ?
6°) Déterminer l'allongement unitaire et le glissarelatif dans la direction n faisant un angle de
45° avec l'axe x(ou q) et perpendiculaire a l'axe Xou &). Retrouver ces résultats avec le

tricercle de Mohr.

Solution :

G%Xl %xz 6%)(3 730 350 O

° —| ov, ov ov, = 6
1°)  gradU)= Axl sz Axs =| 430 145 0 |10

6%)(1 d%xz 6%)(3 0O 0 375

730 390 O
f(if’:syn(grao(U))=%(grac(U)+grad(U))= 390 145 0 [@mO°
0 0 375
0O 40 O 0
Q=antisyn(grac(U))=%(gradU)—grad(U))= 40 0 O|m0° w=| 0 |m0®
0O O O 40

2°) Soientg, , g, etg, les allongements principaux deet X, , X, et X; les directions principales

correspondants.

730 390 O 1 0 0) [730A 390 0
det¢” -Al)=0 = 390 145 0 |-NO 1 0= 390 145A 0 |=0
0 0 375 \0 0 1 0 0 375\
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(-375A)[(730-A\)(1114510)-3909=0 = (-375A)(\>875\-46250 = 0

A=-375
A,=-50 et A,=925

g>g >g, = §=92510 : g, =-50 10° : g, =-375 10

Directions propres :
Poureg, = 925 1¢P

730-925 390 0 a) (0
(“-g)X;=0=> 390 145-925 0 b, | O
0 0 -375-925) ¢, ) \O
~195a,+390b,=0 | an3%0,
3903,~780b,=0 171952
-1300c,=0 = c,=0
X, vecteur unitaire = aZ+b?+c?=1 = 4p2+b?+0=1- b=L1 - a=2
1 1 1 \/_ 1™ \/g
Pour g, =50 1¢°
370+50 390 0 a,) (0
(“-8)X,=0= | 390 14550 0 |b,|H0
0 0  -375+50)c,) |0
780a,+390b,=0
el b,=3%0h =2 4,
390a,+195hb,=0 195
X,vecteur unitaire =  a5+b5+c;=1 =  aj+4a5+0=1 al:_Té = aF%

Pour g, = -375 1¢

730+375 390 0 a;) (0
(- &) X5=0 = 390  145+375 0 by |5 O
0 0 -375+375)¢c;) \0
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110%;+3900,=0
= a;=b;=0 (detz0)

390a,+5200,=0 = la valeur de gest quelconque
0g,=0 lavaleur degestquelconque
X, vecteur unitaire = aj+b3+c3=1 c3=1 on prend ¢; = +1
2 -1 0
X,=L!1 ; X,=L| 2 . X350
¥ 0 ¥ 0 1
3°) Cercle de Mohr
Pour le cercle (i,j) le centre (0;)C avec G=( +¢)/2
le rayon R avec R=( -¢)/2
Pour le cercle (1,3) &= (& +&, )/2=(925-375) 102 = 275 10

Rs= (& - € )/2 = (925 + 375) 102 = 650 10

Pour le cercle (1,2) &= (e +¢&)2=(925-50) 102 =437.510
R, = (€ - € )/2 = (925 + 50 ) 182 = 487.5 10

Pour le cercle (2,3) &= (€ +&,)2=(-50-375) 102 =-2125 10
R = (€ - € )/2 = (-50 + 375 ) 182 = 162.5 10

gmax

On

23

&l Cxs &

Pr. HECINI Mabrouk 47
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4° )tg(xl,xl)—l/*/_ 1 = 05(X,X,)=2656° X3
2V 2
XII
8 —8 XIII
50) gmax: | I} _925+375_L0—6:6501|0—6
2 2 X2
\/5/2 X1 26.56
(X;,q)=14 oug=| O | dansleplan (X X ) warNn
J2/2 X
J2/2
6°) (,n)=45° =  n=/2/2
0
) 730 390 V2/2 1120
en=ntn=22 Y2 ) 390 145 J2/2|107® £ V2 0) 535 ﬁmo‘s:sz?mo‘6
2 2 0 0 -375 0 2 0 )2
Y2
1120
=||535 -8275%| M0°=(112¢ +535 -8275%)Y210° =292.510°
0

avec le tricercle de Mohr

nOplan (X, X, ) avech = 45° - 26.56° = 18.44°= 2¢ = 36.88° (point N sur le cercle (1,2) )
€n = Ci, + R, cOS(29) = 437.5 10 + 487.5 10cos(2 x 18.44) = 827.5 10

gn= Ri, sin(20) = 487.5 10 sin(2 x 18.44) = 292.5 10

Exercice N° 04:
Montrer que I'accroissement proportionnel d’'un voliélémentairAV/V est donné par :

AV
—=tr(
y @)

Que devient une sphére élémentaire apres déformatio
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Solution :

AV _V, -V, _ (L+g)dX, [@A+g,)dX, [(L+g,)dX, —dX, [dX, [dX
Y, V, dX, [@X, X,

2= (l+¢g)M+g,)L+eg,) -1

=1l+g, +g, +g ¢, tE +EE +EE, tEEE, ~1

On négligeant les termes de deuxiéme et troisi@mte (€ €,, € €y, & €, & & &y ) ON

trouve :

%:ﬂ te, +ey =tr()

Aprées déformation une sphére élémentaire de ralRodedient un ellipsoide de longueurs €)dR,
(1+¢,)dR et (1€,)dR suivant les directions respectives, X, et X; .

V —V' (=4
ﬂ:gztr(@() =& e teE
\Y; Vi

. B 3
Son volume sera: Vi = @+tr())) Vi = @+ tr(c")) G47T(:R)

Exercice N° 05:

On considere le champs de déplacements . B(u, v, w) suivant :

u=7k X, -8+/3k x5 ou k est suffisamment petite pour assurer la
v=25K X, validitt de I'hypothése des petites
w =23k X +13K Xg déformations (k>0)

1°) Déterminer les tenseurs de déformation pudeebtation.

2°) Déterminer les allongements principaux et iesations principales.

3°) Tracer le tricercle de Mohr dans les axeg)(associé aux déformations.

4°) Quelle est la valeur du glissement relatif maedi gnax ? A quelle direction g correspond-elle, et
dans quel plan ?

5°) Déterminer l'allongement unitaire et le gliseamdans la direction n faisant un angle de 45°
avec l'axe x (e)) et perpendiculaire a I'axe Xe)).Retrouver ce résultat en utilisant le tricercée d
Mohr.
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Solution :
7 0 -8/3
1°) gradU)=f 0 25 0 [k
2J3 0 13

Le tenseur des déformations est donné par :

7 0 -3/3
%f”:syn‘(grao(U))=%(grao(U)+gradt(U)): 0 25 0 |k
-3/3 0 13

Le tenseur de rotation est donné par :

0 0 -5/3
Q:antisyn(grao(U))=%(grao(U)—gradt(U))= 0 0 0 Ik
5/3 0 0

2°) Soientg, , g, etg, les allongements principaux deet X, , X, et X; les directions principales

correspondants.

7k 0 3/%) (1 00)|7kh 0 3/
det("-\)=0 = 0 25k 0 |-NO 1 0|2 0 25kA O |=0

3% 0 13k| |0 0 1) [3/%& 0 13kA
det(” - )= @5k-A\)[(7k A )(L3k-A)—27k?]= 25k —A) (A2 —20k\ +64k 2) =0

A,=25K
=
A,=16k et A,=dk

€| > €|| > €||| = €| = 25k , €|| = 16k , €||| = 4k

Directions propres :

Pourg, = 25k
7k - 25K 0 -3J3k Ya,) (0
(“-e)X,=0= 0  25k-25 0 b, |=|0
-3/3k 0 13 -25 |\ c, ) |0

Pr. HECINI Mabrouk 50



Chapitre Il Tenseur des déformations

~18a, -3J3, =0 0
0lb, =0 = X, =|b la valeur de pest quelconque
-3J&, -12¢, =0 0
X, vecteur unitaire =  af +bf+cf =1 bZ =1
on prendy, = +1 = X;=|1
Pour g, = 16k
7k —16k 0 -3J3k Ya,) (O
(- &) X,=0=> 0 25k —16k 0 b, [=]0
- 3V3k 0 13-16k | c, ) |0
—982—3\/7302:0 b2:03
-3J3a,-3c, =0
X, vecteur unitaire = as+bi+cs=1 = as+32=1 a2=1/4
_]/2
Onprend: a=-1/2 = G =/3/2 = X,=| 0
J3/2
Pour g, = 4k
De la méme maniére on trouve .X
J3/2
(\({' €|||) X||| = O = X3 = O
12
X, peut étre trouver par la relation 3 XX, [1X,
3°) Cercle de Mohr
Pour le cercle (i,)) le centre (0;)C avec G=( +¢g)/2
Le rayon R avec R=(-¢)/2
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Pour le cercle (1,2) &= (& +& )2 = (25k + 16k )/2 = 20.5k
Ro= (& - & )/2 = (25k - 16k )/2 = 4.5k

Pour le cercle (1,3) : &= (& + &y )2 = (25k + 4k )/2 = 14.5k
Ris = (& - & )/2 = (25k - 4k }/2 = 10.5

Pour le cercle (2,3) &= (&, + &y )2 = (16k + 4k )/2 = 10.0k
Rs= (€ - &0 )/2 = (16k - 4k )/2 = 6.0k

4°) Omax =

2

J2/2
g=| O dans le plan (X X )

J2/2

. £
\/5/2 “'! Cs Cs & Cp &
5)(%,n)=45° = n= 0
J2/2
7k 0 -3J3k\|+/2/2 (7-3J3)kE/2/2
e=n'¢n= £ 0 %) 0 25k O 0 =(§ 0 %) 0
33k 0 13k | +/2/2 (-3/3+13k 3/2/2
= (L0-3V3)k = 48k

12
2 g2 =(§k2 (49-42\/3 +27+27-78/3 +169 -100+ 60\/5—27j =3k

avec le tricercle de Mohr

V3/2

nOplan (X, , X ) avec(xy, X, ) =arctd—— 12 ) arctg(— \/§) 12¢¢

(n, X,)=120-45 = 75%= € = Cy3 + Ry;3 €0S(2 X 75) = 10k + 6k cos(2x75)=10Bk = 4.8k
0= Rssin(2 x 75) = 6k sin(2x75) = 3k
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Exercice N° 06:
On considére une piéce cylindrique de révolutiotoar de I'axe ox Cette piéce de hauteur
h et de rayon R est faite en matiere parfaitemliastique, homogene et isotrope.
On la soumet a un ensemble de sollicitation qudogsent a des déplacements de chaque
point répondant aux caractéristiques suivantes:

X3
Chaque section droite de la piéce tourne dans &m p | s

autour de oxd'un petit angl®0 qui est proportionnel a la cotg x  —x \R/X;—/
du point. En supposant que le point O, centre detdion droite
inférieure (§), est fixé, on peut donc écrire que d0(X; ) = K X ;
k étant homogene a linverse d'une longueur et pigige par n e -
rapport a 1/h. §>\V.M%
On demande : VA

1°) Trouver le champ du vecteur déplacemenitnitésimal

u(x % ,Xs ) qui régne en M(x) sous l'effet de ces solliaitas. L2 S T

2°) En déduire le champ du tenseur de déformatione p (S
infinitésimale ainsi que le champ du tenseur datiat locale

infinitésimale qui regnent au voisinage du poinM@insi que le

pseudo-vecteur rotation associé a W.

3°) Déterminer la valeur des allongements relghifisicipaux en un point M(x), ainsi que les
directions principales qui leur sont associées.

4°) Tracer le tricercle de Mohr dans les axeg)gassocié aux déformations en M(x).

Quelle est en M la valeur de la déviation maxinggle? A quelle direction n correspond-elle?

En quels points de la piece g maximale prend-elleageur maximum?

5°) Quelle est en un point M(x) la valeur de laatiition cubique relative ? Le résultat obtenu

n'était-il pas prévisible simplement ?

Solution :
1°) Soit le vecteur déplacement U=(u,v,w)
X3 est invariant et w=0

M(r, 8, X3) devient apres déformation M’'@+00, x3) tel que d0 =k xg

X, = r[cos@) X; =X, +u=r[eos@ + )
M4 X, =r3$in@) MI X5 =X, + Vv =r$in@+ o6)
X3 =X3 X3 = X3
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00 est petit = cos@) 01 et sindB) (150

X1 =X, +u =r[Jcos@) [tosb) —sin(@)sin(d0)] = r [{cosP) — o8 [3in(@))
M x5 =X, + Vv =r[[sin(f) [tosEh) + cos@)sin(0B)] = r [{sin(@) + 56 [tosP))

u=-r LG $in(@) = —(r [$in(@) LBO) = —X kx5 = —KX ;X5 u —kx X5
v =1 [06 [tos@) = (r [tosP) LDO) = x kx5 = kx X5 = U=| vV |=| kx;Xg
w=0 w 0
0 -x3 -X,
2°) gradU)=|x; 0 x; |K
0 O 0
Le tenseur des déformations est donné par :
1
0 0 -=x
2 2
& =sym(gradU)) :%(grac(U)+grad‘(U))= 0 0 %xl k
1 1
Le tenseur de rotation est donné par :
1
Q = antisyn(grad U)) = %(grac(U) —grad (U))=| X, 0 %xl k
1 1
—X, ——=X 0
2 2 1
|
Le vecteur rotation est donné par sz -X, K
2X4
'/‘ O 'lkXZ
2
det¢” - M) =0 = 0 - %kxl -0
1 1
——=kx kx -A
2 2 2

A2 —%kzxf)—%kx2(—/]%kx2) —0- y [%kz(xf +x2)- =0
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2=x24xt = A (A-IK)A+2kN=0 = A4 =0; A =2kr; Ay =-—ki
2 2 2 2
1 1
e>¢g >¢; (k>0) = 5,:§kr ;& =0 5m:‘§kr
Directions propres :
Pourg, = kr/2
-_kr O 'EXZ
L 12 ay 0
(“-e)X=0= 0 -Ekr Ekx1 b, |=|0
1 1 C, 0
-=X, —kx, -=kr
2 27t 2
—_ - = X
ra; — X, ¢; 0 a,=--2¢,
x2 x2
X, vecteur unitaire = af+bf+cf=1 = (F+L+1cf=1
r
o 2 o 1
Vo2 exZer? 2402 2
-X X
Onprend ¢, =1/V2= a,=—2 et b =L = X, =] x/r
1 ]/ 1 r\/z 1 I’\/E | \/E 11/
Pourg, =0
12 a, 0
1 C, 0
X; C, =0 = bzzﬁaz
X2 x2
X, vecteur unitaire = as+b3+c3 = = (@(+=2)j=1 a;=—%
l r
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X,/
X X
On prend:azzT1 et bzsz = X, = x,/r
0
Pourg, = -kr/2
De la méme maniere que &h trouve X.
X, I
o 1 /
(-en) Xy=0 = Xgz=—=|=x/r
|||) 1] 3 \/E 1
1
4°) Cercle de Mohr
Pour le cercle (i,) le centre (0;)C avec G=(s +¢g)/2
Le rayon R avec R=(-¢)/2

Pour le cercle (1,2)

Co=(@E+&)2=(krl2+0)/2 =krl4
R.=Ryu=(-¢€ )2 = (kr/2 - 0)/2 = kr/4

Pour le cercle (1,3)
Cu=(€ +tey)2=(krl2-kr/2)[2=0

Ris= (& - €0 )2 = (kr/2 + kr/2 )2 = kr/2

Pour le cercle (2,3)
Cu=(e+&n)2=(0-kr/2)/2 =-kr/4
Rys= (€ -€n )2 =(0 + kr/2)/2 = krl4

. J2/2
ey = £ 2‘9III =§kr g=| O dans le plan (X X, )
J2/2
Omax Prend sa valeur maximale au point iz R = (Omax) max :%kR

5°) La dilatation cubique relativedV/V = e = tr() = div(U) =0
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Exercice N° 07:
Le champ des déplacements d'un milieu solide worst donné par :
U=kxX;, V=kxxX,, W=2Kk(X+X)Xs
ou k est suffisamment petite pour assurer la \élidé I'nypothese des petites déformations(k>0).
a) Déterminer le champ des tenseurs des défomsatio
b) Quels sont les points en lesquels I'un desigdments unitaires principaux est nul?
déterminer en ces points les allongements unitpnasipaux et les directions principales.

c) Déterminer la rotation du milieu.

Solution :
1,0u; Ou .
a) g; (6u m) 1)=1,2,3
ou ou ou
1 :a_ui:kx2 : €50 —a—uz—kxl ; €33 =a—uz=2k(xl+xz)
au1 L0U . 1,0y, | 0ug
( au k(xl+x2) ’ (aus au ) k
Lou, 0 X2 %(Xl"'xz) X3
u u v
(aui auz) =kx, “ =k %(x1+x2) X, X3
X3 X3 2(X;+X5)
b) Un des allongements principaux est nul = det¢) =€, -€&,-€, =0
1
Xz E(X1 + Xz) X3
det¢”) = ksé(x1 +X,) X, X,
X X3 2(x, +X,)

- kg[xz (2%, (%, +X5) = Xg) _%(Xl +X)((X, + X2)2 - Xg) + XS(%XS(Xl +X;) - X1X3):|

= _% ks(xl + XZ)(Xl - X2)2 =0

1*Cas:x +%=0 =  x,=-% (onremplaceppar (-%))
X, 0 X3
X3 X3 O
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det¢"-AD=kd 0  —kx,~A kx| =A-N+K*2x5+x5)[F0 = €1 =N, =Ky 2x5+x5
Directions propres :
Pourg, =0
X, 0 XzYa) (0
(“-e)X,;=0= kK 0 —-x, Xg|b|HO0
X3 X3 0)c ) (O
X qtx3¢q =0 _ X,
-% Q+X% ¢ =0 - G X_3 &
% & +X3¢, =0 ath=0 = b=-a
X5 X5
X, vecteur unitaire = ai +bf+cf =1 = af+al+2=1 = a=[2+2
X3 X3
1
2 2 2
b=- [2+22 =2 2472 o X= (2422 1
X3 X3\ X3 X3 _y x
2/ N3
Pour g, =ky/2X5+X3
((({/' 8|I) X|| = O:> O _kX2_£” kX3 b2 = O
(k)liz_sn )a,+ kxli G —g (kx,—€, Ja,+(kx,+€,)b,=0
—(KX,+€& + = = _€
(kx ey )by +kxs ¢ az+bz—ﬁ02
kxs & +kx3 b, —¢, ¢, =0 3
& __ b, _ath,_ ¢, c=1 ¢ - =kX2+5uC : b :_kxz"'snc

kX2+€“

X, vecteur unitaire = as+bi+ci=1 = (
2kX3

[ fﬂ}cg:l

2KX 5
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2 2 2 2 2 2
X5+2X X Xo+y/2X5+X =X+ 2X5+X
2 . 3¢2=1 = c= 23 — a=2 23 22 : p=2 ) 32 2

kx, +€, kx, +Ky2X5 +X5 X, X, +4/2X5 + X5
& = C, = =

2kx 2kx V22 +x2 222 +x2

2
2 2 2 2
b, = -kx, +¢, c = —kx, + Ky/2X5 + X5 Xs B =X, +4/2X5 + X5
, =

2kxy 2kx 2x2 + X2 2,/2x2 + X2
X+ 2X5+X5

Xy =——2— Xy 2X5 X5

2)/2x3+%5 2x,

Pour &, =—ky/2X5+x3

Pour trouver aet k il suffit de remplacerg() par €,) dans les expressions deeth (¢;=G).

2kxg 2kx, 2x2+x2 22x2 + X2
R LTI Cmkx, —ky2X3 X5 X, —X, —4/2X5 + X5
’ 2kx, 2kx,4 V2X5 + X5 2\ 2x2 + %2
2X5+X5

X2_
Xm:—]é > _Xz_\IZX%"'X%
2\ 2X5+X5 2%

2°™Cas:x -%=0 = X =% (onremplacepar (%))

a3=kx2+eIII . _kx, -k 2X5 + X5 X, X, —a2X5 + X5

Xy, Xy X3
=K x, X, Xg
X3 X3 4X,

det¢” -Al=k¥ kx, kx,-A  kx, :-)\)\2—6kx2+2k2(4x§—x§)]:o

€=A,=0
= € =N, =3KX Ky 2X5+X5
€11 =A3=3KX, +—Ky/2X5+X5
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Directions propres :

Pourg, =0
Xo Xy, Xz Y&) (O
X3 X3 4x,\¢ ) \0

X atX bitxge, =0 a+ 1=—§C1
X b+% b +x3¢ =0 = A% = g=0 = a=hb
— 3
X & tXsby+4ax, ¢ =0 A tb=— >
P 2 L h2 482 — 2.2, _ﬁ
X, vecteur unitaire = a; +by +c7 =1 = a+a;+0=1 = =5
V212
blz_g = X,\= V212
0
Pour g, =6kx ,+Ky/2x5+X5
kx,—¢€, )a,+kx, b,+kx, C =0 _h =
( 2 ||) 2 2 M2 3“2 a, b2_0 B ) _4kX2—€”
kx, a,+(kx,—€, )b, +kx;c, =0 = Ya+b _4kx, g, = az—bz—T
_ 2772 kxg 2 X3
kx; & +kx; b, +(4kx,—€,)c, =0 3

Akx o= V. Akx—g, )
X, vecteur unitaire =  aj+b5+c=1 = {[ 2k2x3 ”j+( 2k2x3 “j+1}c§=

2 o2 2, .2
X3 t2X3= X[ 2X5HX5 5

X

— 3
> C, =1 = C,=

X3

\/x§+2x§—x2\/2x§+x§
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b _4kx,—g, | _ AKX, =3KX, Ky 2X5+X3 X Xy—2X5+X5
2 M2

2kxg 2 2kx 2,2 2 2: 2,2 2,2

2 2
X, —4/2X5 + X5

X, = ! X, =+ 2X% + X5
2\/x§ +2X2 = X,/ 2X5 + X2 2x,

Poureg,, =3kx, — k/2x2 + X3

Pour trouver aet ky il suffit de remplacerg() par €,) et on trouve :

X3

2 2 2 2
\/xz + 2X5 + X4/ 2X5 + X5

C; =

o= KXo =€y _4KkX,—3KX, +ky 2X5+X3 Xs X, h|2X2+X2
37237

2kxg 3 2kx 2,42 2 2_ 2,2 2.2
8 3 \/2x3+x2+x2\/2x3+x2 \/2x3+x2+x2\/2x3+x2

2 2
X, +4/2X5 + X5

1
Xy = X2+\/2X§+X§
2\/x§ + 2X5 + X0 2X2 + X5 2x,

c) la rotation du milieu

1,0u; du,, 1

==(— —-—2) == (2kx; — 0) =kx

= 2 du, aus) 2( »~0) :

=1 My L oy =k,
2 0u, du~ 2
10u, odu, 1 1

=— (== —-—) ==(kx, = kx;) ==k(x, = x

0= G ~au) = (% Tho) = KOG )

W 2X3
le vecteur de rotation: W, =% —2X3
0 X%
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0 -w o 0 X1=Xy  —2X5
lamatricederotation: Q= w, 0 -y :% Xo—Xq 0 2%
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Chapitre IV

Tenseur des contraintes

IV-1- Vecteur de contrainte
ij

IV-2- Tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes est définit par :

017 01 033 011 T1p I3
2=\0y, Oyp Oy |=|T1; Oy Ty
013 0Oy O3 I3 Ty O3

Ainsi le vecteur de contrainte se décompose en :

Contrainte normale o=fA'n

Contrainte tangentielle 1= (") Z )=/ > ([)]?-0?

IV-3- Equations d'équilibre

f +div(Z)=0
qui s’écriten :
coordonnées cartésiennes : coordonnées cyluelig
f2+%()7(112+%022+%c)’(233 =0 fo+ agr6+1(6066 +20 re)+6093 -0
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IV-4- Contraintes principales et directions principales

Dans le repere principal de base {XX, , X3} le tenseur des contraintes s’écrit :

o 0 O
=0 og, O

Pour déterminer les allongements principales, etgy, il faut résoudre I'équation :
detE-A1)=0
Pour déterminer les directions principales, X; et X; il faut résoudre I'équation vectorielle :

(Z-ol)X, =0

Les vecteurs unitaires;X X, et Xz de la base propre vérifient les relations vecliese

X=X, N\ X,
suivantes: (X, =Xz A X;
X3=X; N X,
Les invariants : S0, +0, +g, =trQx)

S, =0,0, +0, Oy + 0,0y

S =0, Lo, (b, = det §)
IV-5- Représentation géomeétrique de I'état de conginte en un point

a) Ellipsoide de Lamé

Xi X5, X5

< :1
o oi o
b) Tricercle de Mohr
Pour le cercle (i,j)) le centre (0;)C avec G= (o +0;)/2
Le rayon R avec R=(0-0;)/2
Pour le cercle (1,2) &= (0, +0y)/2 R.= (0 -0,)/2
Pour le cercle (1,3) &= (0, + oy )/2 Rs:= (0, - oy )/2
Pour le cercle (2,3) L= (o, + oy )2 Rs= (0, -0, )/2
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Cas particulier : le vecteur (n) appartient au plan{ XXz ) (y=0)

o= %@ +0,)+%© -0, ) cos (2p) avec ¢ = (e, X;) :angle polaire
1= %@ -0y )Ssin(2¢)

IV-6- Partie sphérique et partie déviatrice

Dans le repere principale :

=342, ave( = S—g I (s, =tr(¥)) :la partie sphérique de

S

DI %I . la partie déviatrice de

IV-7- Tension et cission octaédrale

La Tension et cission octaédrale sont définies fadirection

a 1
n,= B | tel quea=P*=y* ; donc a2= %= y*= 1/3 — nozg +
Y +1

la tension octaédrale, :
O, =T, = ﬁozl(0| +0,+0y, )=%51
la cission octaédralg :

To=| )z ﬁo)|:\/[z(ﬁo)]2_0(2) Z%\/((ﬂ —0y )2+(0| —Oy, )2"'(0” Oy )’

I\V-8- Etats de contrainte particuliers

Etat sphérique : 0,=0,=0, =s/3
Etat uniaxial de contrainte o, =0, =0 et %0
Etat de cisaillement pure : g; =0 et T1,%0

011(X1,X2)  Tip(Xy,%X5) O
Etat de contrainte plane : Z=| 7,(X;,X5) Op(X;,X5) O
0 0 0
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IV-9- Exercices

Exercice N° OL

Soit une plaque plane, trés mince dans la diredtien pratiguement contenue dans le plan
X1 X, et qui est chargée uniquement dans ce plan; pleifee est dite soumise a une sollicitation de
contrainte quasi-plane. On suppose que l'on a perrdiéner, par voie expérimentale, les
composantes du tenseur de contraihen un point P, exprimées dans une base orthonottée

X2 X3 ), et que l'on a :

AX
310 °
>=/110[10" Pascal . %,
000 Xl/

On demande :

1°) De deéeterminer mathématiquement la valeur aedraintes principales, ,0, ,0, qui
regnent en P et les directions principales de aor# qui leur sont associées.

2°) De retrouver ces résultats aprés avoir coidgudiagramme de Mohr en contraintes
relatif au point P. Le cercle de Mohr associé angrincipal (P %, ) jouera un réle important
dans cette détermination; on pourra I'obtenir enstraisant deux de ses points diamétralement
opposés et donc représentatifs de I'état de cotdrajui régne sur deux facettes orthogonales
passant par P.

3°) De trouver les directions de facettes passmmt P pour lesquelles la contrainte
tangentielle est la plus grande. Quelle est lawateaximaler,,, de la contrainte tangentielle ?

4°) Calculer les composanteset T du vecteur contrainte dans la direction de la @
bissectrice du plarx{, X2 ). Retrouver ces résultats par le tricercle de Moh

5°) De situer et caractériser l'ellipsoide destramntes de Lamé relatif au point P et a cet

état de sollicitation de contrainte quasi-plane.

Solution :
1°) Soiento, , o, etg, les allongements principaux deet X; , X, et X; les directions principales
correspondants.

Directions propres :

310 (100)[3A 1 0
detE-A)=0 = 11 0-N0 1051 1A 0[=0
000/ (0010 0 -\
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MIBE-N(D1-0A0)-1]=0 = (AMN\-4A+2)=0 = {/]1 =0

a>oi >0, = 0 =2+42)00" = 3414007 Pa

o, =(2-+2)10" = 0586010" Pa g, =0

Directions propres :

Poura, =(2++2)0107 = 3414107 Pa

3-2-42 1 0 Ya
(=-0l) X =0= 1 1-2-+2 0 b, |=
0 0 -2-v2 ¢

o O O

L-+2)m, +b, =0
a, + —1—\/§)Eb1 =0 :{ al:(1+\/§)Eb1
—2—x/§)E¢1=O = c, =0

X, vecteur unitaire = aZ+b?+c2=1 = (1+ 22 + 2+1)Ebl2 =1

1
o
W
(o]
w

Onprend: b=0.383 = & =0.924& X4

Pour o, =(2-+2)r10" = 05860107 Pa

3-2+42 1 0 Ya,) (0
(=-0,0) X,=0 — 1 1-2+4/2 0 b, |=|0
0 0 -2++2¢c,) 0

[L++2)m, +b, =0
a, + —1+\/§)Eb2 =0 :{ &
-2+\/§)E¢2=0 = c,=0
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X, vecteur unitaire = as+bi+ci=1 = (1— 22 +2 +1)[Ib§ =1

= b2 = 1
2 4-22
- 0383
Onprend: pb=0924 = &=-0.383 = X, =| 0924
0

Pouro, =0

De la méme maniéere on trouve X

(Z-0ul) Xs=0 - X

X peut étre trouver par la relation 3 XX; [1X,

2°) Une direction principale est caractérisée par econtrainte tangentielle nulle.

Pour la direction (P de normale £0, O, 1) la contrainte tangentielle est nulle :

0 0
2/0|=|0
1 0

Dans cette direction; €0, 0, 1) est une direction principale de conteamormale associér, =0
Deux directions orthogonales sont représentées lesutricercle de Mohr par deux points
diamétralement opposés. Soient les deux directamtisogonales (PX et (Px%) de normales
respectives.€l, 0, 0) et €0, 1, 0).

1) (3
— 7
Pour la direction (P : & =20|=[1|000"Pa = U—3ELC7) Pa 7
0 0 r=100"Pa our =-1110° Pa
oL =1010'P
Pour la direction (Px : X[, =31|=|1|00"Pa = o= ) a 7
0 0 r=100"Pa our =-1010"Pa

e I S
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o) [3*1
Joindre MetM, - Cl( j: 2

2
rayon= (%1) +12 =42

0, =(2++/2)10" = 34140107 Pa

o, =(2-+2)10" = 05861107 Pa

o, =0

X, fait avec le vecteur unitaire kangle 6/2.

tg@) =1/(3-2)=1 =  0=45°

et 6/2=225°
cos@/2) 0924 cosPO°+6/2) - 0383 0
X, =|sin@/2) |=| 0383| ; X, =|sin@0°+8/2) |=| 0924 et X3=
0 0 0 0 1
J2/2
o _0, ~ 0y _2"'\/5 7 DA — 7 _ /
3°) Thax = 5 =5 10"Pa=1707[10"Pa et g=| 0 | dansle plan (X X, )
J2/2
J212 3 1 0Y+2/2 [
4°yn=|2/2 -  I=|1 1 0|+2/2 =2
0 0 0O 0 0
AN
o=n'Yh=|— — 0|—|2|==6=3 = o =310 Pa
2 2 2 0 4

r=+(Z)%-0o? :,/E (6+4)-9=1 = 1=110Pa
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Avec le tricercle de Mohr Xa
¢ =45-22.5=22.5% 2[p = 45°
2 X X

J:CR+R12COSQ¢):2+\/§EI?2:3 = 0=310Pa

J:Rlzsin(2¢):\/§E—l\/?§:1 =  1=110Pa

590, =0 = L’ellipsoide de lamé se réduit

X, A x,

en un ellipse dans le plan {XX5).
Les demi-axes de I'ellipse sont : X1
a=0, =(2+2)00" = 3414010’ Pa -
b=0, =(2-v2)10" = 0586[10" Pa e
Exercice N° 02: A

Soit une poutre de faible largeur, chargée % “
selon la figure ci-contre : _? ’ f\
cisaillement constant k sur la face AB, et chargg é A Ik Xy
normale linéairement décroissante dead sur la _é O t
face A'A. Ecrire les conditions aux limites en 77 B’ ) |B

contraintes, pour ce probléme dans le planx; ).

Solution :
Il s’agit de déterminer les contraintespour les différentes facettes (AA’, AB, BB’ ) de |
poutre.
O11 O, O30
Le vecteur contrainte : t=t(M,n)=20h=|0, 0, 0,5l L
O13 Oy Oz3)\V

Pour la facette AA!

Dans la direction xil y a une tension de valeur g telle que :

q=0do si x,=0

=ax+b et
a= {q:O Si X, =/
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0 0\ (oy,) (0
tan =t(M,&y)=| —q|=2[& =201 |=| 0, |=| —q
0 o) loe) Lo

015 (%,0,%X3) =0

= O (X11b’X3):_q:_%(1_x%j

0,3 (X,0,%x3) =0

Pour la facette AB

Dans la direction xil y a une cisaillement de valeur k telle que :

0 1 O 0 01,(0,%X1,X3) =0
thg =t(M,e)=|-k|=2[&, =200|=|0y, |=|-k| = T15 (£, X4, X3) =K
0 0) (o 0 013(0,X1,X3) =0

Pour la facette BB!

Sur cette facette le vecteur contrainte est nul :

tgy =tH(M€;)=| 0=2[1-e,) =2 -1|=| -0y, |=|0 = O, (%,7b,x3) =0

Exercice N° 03 :
Soit, en point P d'un matériau, le tenseur degraimes définie dans la base (& , & ). sa

matrice représentative est

0.70 3.6 O
2,=|36a 28a O (daN/mnf) oua (réel) est un parametre de charge.
0 0 76

Quel est I'état de contrainte en P paurO.
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1°) déterminer, en fonction de les contraintes principales.

2°) Retrouver les contraintes principales, etdisctions principales, dans le cas wsl,
par la méthode du tricercle de Mohr. représerétatides contraintes sur les facettes de normale
(1,0,0) et (0, 1, 0).
3°) En supposani=1, calculer la contrainte appliquée en P, suratzette dont la normale a pour
cosinus directeurs, par rapport a la base @ , & ), ( V3/2, 1/2, 0). Retrouver le résultat par
construction sur le tricercle de Mohr.

4°) Méme question que la précédente, en prenafacktte ayant pour cosinus directeurs,
par rapport a la base,(es , &), ( 1¥2, 1N6, 1N3).

5°) Dans le repere principale des contraintesrd@éher les valeurs de pour qu'en P I'état
de contraintes soit cylindrique. méme questionnepoisant un état de cisaillement superposé a un
état hydrostatique.

6°) a étant maintenu positif, trouver les directionscamillement maximum, et la valeur du
cisaillement maximum. Retrouver les résultats damdan de Mohr.

7°) Application : Le matériau est tel, qu'au pditil admette au maximum un cisaillement
de 17 daN/mrh; déterminer la valeur correspondante, puis a l'aide de la représentdgadvohr,

en déduire la direction de ce cisaillement maximum.

Solution :

Sia =0 - Etat de traction pure de valamr= 7.6 daN/mm dans la directionsx

1°) Soiento, , 0, eto, les allongements principaux deet X, , X, et X; les directions principales

correspondants.

Valeurs propres :

0.70 3.6a O 1 0 0) |0.7a-A 3.6x 0
detE-Al)=0 = 36a 2.8 O |-NO 1 O 360 2.8x-A 0 |=0
0 0 76 0 01 0 0 7.6-A
(7.6N)[0.70-A)(12.80 -TAN)-B.6a)]=0 =  (7.6A)(\*-3.5aA-110%)=0

O| > 0|| > 0||| = 0| = 76 O|| = 53] 0||| = —20(
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Directions propres :

Pourao, = 7.6
0.70-76  3.6x 0 a) (0
(Z-al) X;=0 = 3.6a 2.80-76 0 b, |=| O
0 0 7.6-76)\c, ) \0O
O0.7a - 76)a, +36a b, =0 0
360 a8, + (28a - 76)b, =0 = X,=10 la valeur de gest quelconque
Ole, =0 C
X, vecteur unitaire = aZ+bZ+c? =1 c? =1
0
on prencc, = +1 = X, =10
1
Pour g, =5.50
0.7a0 - 55a 3.6 0 a, 0
Z-o) X,=0 = 36a 2.8x - 55a 0 b, |=|0
0 0 7.6—-55a )\ c, 0

- 48a'[&, + 36a (b, =0
(76-55a)k,=0 = C, =

:»{ a, = 0750b,

X, vecteur unitaire = as+b3+ci=1 =  1.65250b35=1
06
On prend : b=0.8 = =06 = X, =108
0
Pour o, = -2a
De la méme maniere on trouve Xavec la formule : X-oul) X5=0
ou bien avec la relation :
0 06 -08 -08
X;=X,0X,=|0(0]08|=| 06 = X;=| 06
1 0 0 0
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290 =1
Une direction principale est caractérisée par wmrainte tangentielle nulle.

Pour la direction (P) de normale £0, 0, 1) le vecteur contrainte est donné par :

0 0 T3
2|0(=| 0 |=| Ty = la contrainte tangentielle est nulle.
1 76 O35

Doncosz =0, =7.6 est une contrainte principale de directig, e, 1).

Deux directions orthogonales sont représentées lesutricercle de Mohr par deux points
diamétralement opposés. Soient les deux directamisogonales (PXx et (Px%) de normales
respectives.€l, 0, 0) et €0, 1, 0).

1 0.7
L =07
Pour la direction (P} : >[& =20|=/36| =
r=36 our=-36
0 0
0 3.6
o g=2.8
Pour la direction (P} : 2[e,=%1|=|28| =
0 0 r=36 our=-36

07 28
(Px) - Ml(g:(s.eJ o P9 - Mz(g:(— 3.6)

Joindre MetM, - C; = 5 |=
T 0 0

2
rayon:\/(gj + (36)% = 375

0, =1.75+3.75=5.5
o, =1.75-3.75 = -2

Soit0 I'angle entre X et le vecteur unitaire e

Alors I'angle entre @M, et CGo, et .

3.6
tg(180-20) = ————
o ) 2.8-1.75

20 = 180-arctg(3.428)=106.26> 0 = 53.13°
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[COS@)] [o.e} “
X9 =|sin@) |=| 08 ‘
0 0

0’ 'angle entre X et le vecteur unitaire e

6’ = (180+M)/2 = 90+53.13 = 143.13

X1

cos@) -08
donc X5 =|sin@) |=| 06
0 0
J312 04 36 0)+3/2) (241
3)a=1 etn=| 1/2 = 2h={36 28 O 1/2 |=| 452
0 0O 0 76) O 0
241
a:nfzm:(g % O] 452 |= 435 = o = 4.35 daN/mrh
0

r=4(Z)? -0 =,/ (581+ 2043 - 1892 = 271 —  1=2.71daN/mrh

Avec le tricercle de Mohr
(ne)=30°=¢p= (CM,, CN)=2[p = 60°

0 = 1.75+3.75 c0s(106.26-60) = 4.35 = o = 4.35 daN/mrh

T =3.75sin(106-60) = 2.71 = T =2.71 daN/mrh
1//2 04 36 0)Y\1/+2) (196
) a=1 etn=|1//6 -~ =36 28 0 |16|=]|396
1/4/3 0 0 7613 |439
196
r 1 1 1
o=n zm=(— — —] 369 =543 = 0 =5.43 daN/mrh
V2 e V3 439

r=4/(Zh)? -0 =,/ (384+ 1361+ 1927) - 2948 = 269 =  1=2.69daN/mrh
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Avec le tricercle de Mohr

1/+/2
n=|1//6 dans labase{ee, &).
1/+/3
On doit déterminer les cosinus directeur dans sl , X2, X3).
1 0 0 0 08 -06
n—i0+i1+i0— O|+bl 06|+c 08
V2 0 V6 0 V3 1 1 0 1
06b-08t=1//2 a=1/1/3= 0577 0577 ) (cose,)
08b+06[E=1/6 = <{b= 0751 = n=| 0751 |=|cos@,)
a=1/+/3 c=-0320 - 0320 |cos@s)
Avec ¢, =54.73
¢, =41.33°
$;=108.70°
=5472=(N
¢ (Ny0y 0 Cy) arc
centreC,
= 4133= (N 0y, 0y C
¢2 ( 2111 n 1) arc o
centreC,

5°) Un état cylindrique de contrainte est un éhtitie deux contrainte principales sont égales,

donc on a trois cas possibles :

0, =0y = 76=550 = a=1.382
0, =0y = 7.6 =-2a = a=-3.8
o, =0y = 550=-2a0a = a=20

Un état de cisaillement simple superposé a uneraiatg¢ hydrostatique est représenté dans le

repere principal des contraintes par I'un des trassuivant :
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-o+p 0 0 -g+p O 0 p 0 0
0 o+p 0| ; 0 p 0 ; 0 -o+p 0
0 0 p 0 0 o+p 0 0 g+p

p : contrainte hydrostatique

1* cas :

—o+p=0,=176 2p=76+ 550
og+p=0, =550 ;= 7.6

-4ag=76+550 = a=-—=-08 a=-08

p=o, =-2a 9.5

2*Mcas :

—o+p=0,=176 2p=76-2a

P=0y =550 = S iper-76-20 = a="°=0585 a = 0585

og+p=0, =-2a 13

3*Meas
p:0'|:7.6 2p = 35a

TORPEO0,E0N= S e o35r o g=122= 4343 a = 4343

60) a>0 = O,=-2a<0 = 0,=7.6 ou 0,=5.5a
5.50 = 7.6 —  q=1.382

0<a<1.382 ~ =76 =1 =%1"% _7b6%20_ .5,

max — 2 2
Dans ce cas la direction de cisaillement maximsidéaepremiere bissectrice du plan
(X4(7.6), X(-20)).

_0| _am _ 550"*‘20'
max — 2 - 2

Dans ce cas la direction de cisaillement maximsidéaepremiere bissectrice du plan
(X4(5.50), Xs(-201)).
7°) Twax=3.8+a=17= a=13.2 impossible car < 1.382

a>1.382 = 0 =55 =T =375

donCt,»=3.75% =17 = a=4.53 dans la direction de la premiére bisseetlu plan

(X4(5.50), X5(-20a)).
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Exercice N° 04 :
Soit un corps cylindriqgue dont la génératrice getallele a lI'axe x. En un point P, on

suppose le tenseur des contraintes de la forme :

2=| Oy, 0 kx, | avec k constante ( on néglige les forces de volume

1°) Si le corps est un cylindre de section droiteulaire, détermineo,, pour qu'il soit en
équilibre et que sa surface latérale ne soit pasyéle.

2°) Déterminer, les contraintes et directions @pales.

3°) Le systeme matériel étant maintenant défini p& | < Xo; | % | < Yo, | % | < Zo; (Xor Yo Z
des constantes positives ) et, le tenseur desabor@s etant celui défini a la premiére question,
déeterminer l'effet, au centre de la face, du tarsis forces ( résultante des forces et moment

résultant ) appliquée sur chacune des faces X, = Vo ; Xs = 2 .

Solution :
0
6012 =0
1°)  les équations d'équilibre : axz = 0;, =f(X3)
015 _
0X,

la surface latérale ne soit pas chargée : > n=0

0 f(x3) —kx,) cosd f(x3) $in@ f(x3) [$in@ 0
>[h=| f(x3) 0 kx, |l sin@ |= f(x3) [tosd =|f(x3)tosf |=| 0
-kx, kx; 0 0 - kx, cos@ + kx, sin@ 0 0
0 0 -kx,
Donc f()=0 = 2= 0 0 kx,
-kx, kx; O

2°) Soiento, , 0, et g, les contraintes principaux deet X; , X, et X; les directions principales

correspondants.
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Les contraintes principaux

det¢" -M)=0= | 0 -4 k¢ |=0 = (W -K2(xZ+x2)|=0

= 0, =M =kxZ+x5 o, =A, = ; Oy =3 =—KyX{ +%5

Directions principales :

- 0; 0 -—-kx,\a 0
(“-0)X=0=| 0 -0 kx, |b [=|0| avec a?+b?+c?=1
-kx, kx; -o ¢ 0

—x2/1/2(x12+x§) xl/ X%+ X3 x2/1/2(xf+x§)
X, = x1/1/2(xf+x§) ; X, = xz/ XZ+X2 |5 X, = —xl/w/Z(xf+x§)
" 0

3°)
R, =[[ t(M,nds et Mc =[JCM O t(M,nds

Pour la face x=x, et [ %< Yo, | % |< 2
1 0
t(M,n)=20|=| O

S

0 0 - kx5 v 2
0 40
Mc =[x, |0 0 |@s=[]| 0 |CHs=[[-kxj (& Cx,dxs= | [-kx3 (& [Hx,dx,
S S S ~Yo 20

4
Mc, :_gkzo)’g €

Pour la face x=Y, X < Xo; [Xe| € 2o
0 0
t(M,n) =2 1|=| kx,
0 0

Pr. HECINI Mabrouk 79



Chapitre |V Tenseur des contraintes

R, =[[kx,dx,dx; O, = 0
S

Xy 0 0

X Z,
s s S —Xp ~Z0
Pour la face x= z | % | Xo0; | % | Yo
0) (—kx,
t(M,n) =% 0|=| kx,
1 0
R; = [[kx,dx,dx; e, = 0
S
Xy -kx, 0
Mg, =[f| x5 [O] kx; |Cs=]f 0 [As=[[k(x{ + x3) [&, [tls
*Lo 0 | kx? +kx3 ®
X0 Yo 2 2
= [ [ Kk(x{ +x3) [e; [ilx,dx,
—Xo0 ~Yo
XoYo

Mc, = k(Xg +y§ )€s

3

Exercice N°05:
Soit en point P, le tenseur des contraintes défiaies la base {€ & , & ). Sa matrice

représentative est :

4 k k
s=|k 7 2| daN/mm? ol k estun réel ; o, = 3 daN/mrd et o, =20,

k 2 4

1°) déterminer les contraintes principaleden P.

2°) déterminer la valeur de k.
3°) décomposer le tenseur des contrailitesa partie sphérique et partie déviatrice.

4°) déterminer la tension et la cission octaédrale
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Solution :
1°) La trace d’'une matrice est un invariant :
s, = tr(X) = 0y, +0,, +033 = 4+7+4=15 =0, +0, +0,, = 20, + 0, +3 = 3, +3

30,+3=15 = o,=4daN/mm ; o,=8daN/mmM ; o, =3 daN/mm

2°) Le déterminant d’'une matrice est un invariant :
Sg = det@) = 0| @” @m = 8@'[3:96

4 k k
s,=det€)= |k 7 2=96-7k*=0, b, b, =8#[B=96 = 7K=0= k=0
k 2 4
39) 5=3, +3,
5 00
Zszs—gl avec $=tr(X) = 0, +0 +0y = 8+4+3=15=  3_.=/0 5 0| daNmm?
0 05
4 0 0)(5 00 -1 0 0
S,=3- 2 5,=|0 7 2[-]0 5 0 -  3,=[0 2 2|daN/mn?
0 2 40 0 5 0 2 -1

4°) Soitg, ett, respectivement la tension et la cission octaéslrale

S, 25 15=5 0,= 5 daN/mm

lo = % (@,-04) +(0,-0y)% +(0y -0y )211/2 - %[(8'4)2 +(8-3)% + (4-3)° "2 =216

1,= 2.16 daN/mrh

Exercice N°06:

En un point P, le tenseur des contraintes estididims la base (ee , &) par :

o, 21
2= 2 0 2| MPa
1 20
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1°) déterminer la direction g normale a un plandi
2°) déterminer dans les conditions de 1°) la corapteo;
3°) déterminer les contraintes principalesden P

4°) déterminer les invariants du tenseur des conés.

Solution :
1°) un plan libre est un plan non contraint t=3¢=0
a 0;; 2 1lYa) (ao;;+2B+y) (O
Soitg=| B | ;donc t=30=| 2 0 2|B|9§ 20+2y |90
Y 1 2 0)\y a+203 0

00y, +2B+y=0

20+2y=0 = y=-a *)
o+23 = B=-a/2
itai 24132 = 2,12, 2_ _2
g est un vecteur unitaire> o~ + B + y2 =1 = o +4G +a2=1 — a= 2
2
= 'l = -2 :l —
B_ 3 et Y 3 = q 3 1
-2
2)() = aou+rPry=0 = %011_2%_%:0 = 0, =2 Mpa
3°)
2n 2 1
detC-A)=0 = |2 1A 2]=0 =  1[4+A]-2[2(2-A\)-2] -A[- A (2-N)-4]1=0
1 2 -A

AN+ =0 = A=0; A=lAR2 et A=1+2R2

o >0, >0, = o, =@+ 2J2) MPa; o, =0 et o, =@- 2J2) MPa

4°) les invariants :
s =1tr() =2 MPa
$=0,0y +0y Oy + 0y Oy = -7 (MPa]J

s=detg)=0
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Chapitre V

Elasticité linéaire

V-1- Loi de comportement du solide élastique linée

0; = G En ou {o}=[C] { €} [C] : matrice de rigidité

€ = Sk O ou {}=[S] { o} [S] : matrice de souplesse
W= trEsc’) =% on € =% Gu &€ (énergie de déformation )

a) Elasticité anisotrope :
nécessite vingt et un (21) composantes indéperslante

011 Cllll C1122 C1133 C1123 Clll3 C1112 811
022 C2211 C2222 C2233 C2223 C2213 C2212 € 22
033 — C3311 C3322 C3333 C3323 C3313 C3312 € 33
0-23 C2311 C2322 C2333 C2323 C2313 C2312 € 23
0-13 ClSll Cl322 Cl333 C1323 C1313 Cl312 € 13
012 Clle C1222 C1233 C1223 C1213 C1212 € 12
b) Elasticité orthotrope :
nécessite neuf (9) composantes indépendantes .1, BEE
G.Z 1 G13 ) GZS
Vi2, Vi3, Va3

Vio_Va Vis_Va Vas_Vs2
E E E, Es E, Es
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c) Elasticité isotrope :
nécessite deux (2) composantes indépendantes v E,
La loi de Hooke généralisée

1+v v

o 1+v v — -
= 2 -Esl ou = 0y TE Ok 9; s=tr(X)
Z:a'l({+)\e| ou O—ij:a'lsij+)\£kk6ij e:tréﬂ

= Ev - E _ - ;
)\_(1+v)(1—2v) M 201+) G [ (A, pn) coefficients de Lamé]

.....

nécessite cing (5) composantes indépendantes ; = EE , E=E=E
G.=Gi;=G (Gs = Grr =E+/2(1+V1y))

Vi2=Vi3=Vir , V3 =Vi7
V-2- Méthode de résolution des problemes élastostaties

Quinze (15) inconnues . 26, 7)) , U®
Quinze (15) équations : Loi de Hooke (6)
Relations déformations - déplacementsf(U) (6)

éguations d'équilibre (3)

a) Méthode des déplacements :
Les inconnues sont les déplacements U(3).

Les équations :

f+(A\+2) graddiv U)-prot (rot U)=0 équations de Navier (3)

b) Méthode des forces :
Les inconnues sont les contrainks).

Les équations :

f f+V (divf 1 arads=
gradf +grad f + Ty (divf)I+AZ+ T+ gradgrads=0

égquations de Beltrami (6)
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V-3- Exercices

Exercice N° OL
Reprendre la matrice associée au tenseur desntfons des exercices N°02, 03, 05 du

chapitre Ill et calculer, en fonction geetA, la matrice associée au tenseur des contrainteslda

base (e, &, &).

Solution :

O =20 g + A g O

6.010° 1.310° 0
a) ¢ =| 1300 4.510° 22510°
0 225103 0

12 + 45\ 2.6 0
€w= (6-4.5+0) 16 = 451G = S=| 264  -3u+45\ 454 |00°
0 450 A5\
730 350 O
by ¢ =[350 145 0 |10°
0 0 -375
146Qu + 500\ 7004 0
€4 =(730+145-375).16=500.1F = == 7004 290u + 500\ 0 10°
0 0 — 75Qu + 500
7 0 3B
c) “=l 0 25 0 k
3/3 0 13
14 + 45\ 0 - 6/3u
gw= (7+25+13)k = 45k = 5= 0 50U + 45\ 0 [k

- 64/3u 0 261 + 45\
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Exercice N° 02
Reprendre la matrice associée aux tenseur degudas des exercices N° 01, 03, 04 du

chapitre IV et calculer, en fonction de Evetla matrice associée au tenseur des déformatiams d

la base (ge,e;).

Solution :
310

a) ¥={1 1 010" Pascal
0O 0O

3-v 1+v 0 107
O«= (3+1+0) 10=4.10 = < ={1+v 1-3v O EI?

0.70 3.6a O
b) %,=/360 28a 0 | (daN/mnf) Ow = 0.70+2.80+7.6 = 3.5 +7.6
0 0O 76
0.70 — (280 + 7.6)v 3.60(L+V) 0
= &= 360 (1+V) 280 - (0.7a + 7.6)v 0 E—ll
0 0 7.6-3.50v
C) 2=| 0 0 kx
-kx, kx; O
od 0 kX, (1+V) .
04=0 = & = 0 0 kx, (1+v) E

—kx,(Q+v)  kx,(2+v) 0

Exercice N° 03;
On considéere la matrice associée au tenseur dsirges suivante :
a+tf a O

Z,=| a o-B 0} oua et sont deux constantes réels positives.
0 0 O
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1°) Trouver la relation entre et 3 pour que la direction définie par (V3/2, 1/2, 0 ) soit principale
poura; .
2°) déterminer la matrice associée au tenseur éfesndations en fonction de E et et déduire les

déformations principales.

Solution :
aB-A  «a 0 A=
19 detE-A)=0 = a  o-f-A O=—A(N*-20A—B%)=0= A,=0— /o2 +3?

0 0 -A A3 =0+ /0 +f2
o >0,>0, = 0, :G+\/02+[32 0, =0 Oy :a_vaz'l'Bz

V312
n,= 12 [=X, estdirection principale poar, = (Z-0)n=0
0
a+p—a—Ja+p? a 0 J3/2) (0
= a a—-B-a—/a?+p? 0 12 =0

0 0 —a—Ja?+p%| 0 0

—G2+2‘/§+l 2
(B\/f }G:O: eﬁi\/: —L = B=2/0+F = a=pV3

dancecas o, =(2+3)B 0,=0 oy =(-2+3)B

2°) g :1%) Ojj '% Oy Oj
o+t o O
Dans la base initiale {ee &;) : 2,=| a o 0
0 0O O
(a+B)—(a-B)v a (1+v) 0,
€ =0+B+a—-B=200 = = a(1+v) (a-B)-(a+B)v 0
0 0 —20V
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Chapitre V Elasticité linéaire

W3+ )B BB 0
Si a=pJ3 ,=| B3 (3-1B 0}
0 0 0
&3+1)-(/3-1)v V3(1+v) 0
£ =2BV3 = &= A3IHv) W3-1)-(3+1)v 0
0 0 ~2\/3v
a+a?+p? 0 0
Dans la base principale {XX; X3) : >, = 0 0 0

p

0 0 a-ya?+p? |
0, =l + o +5) - (@ - aT r gk

oo 0 O 1
g« =20 = %,=0 o, 0| avec {0, =(-20v)O-

E
0 0 oy o, =[(O(— /O(2+[32)_(O( +.4/a? +[32)V]B|];_-

W3+2B B3 0
Sia=py3 = 5, =| B3 0 0
0 0 3-2p

e 0 0 e, ={(/3+2)-(/3-2 ]2
Ew=28V3 = z’f:{o £ O} avec e,,:[—zx/ﬁv]%

0 0 g o =[(\/§_2)_(\/§+2)V]%

Remarque : On peut facilement déterminer les destprincipales qui sont :

J312 0 ~1/2
X,5 12 X, 0 X4=| /312
0 1 0
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Chapitre V Elasticité linéaire

Exercice N° 04
On grave sur une plaque d'acier doux un cercl@0femm de diamétre; on soumet ensuite

cette plaque a des sollicitations telles que legramtes dans la plaque valent respectivement :

0, =160 N/mm; 0 =20 N/mm

T1, = -100 N/mn. 02

T2
L'acier travaille dans la zone élastique linéaire
ses caractéristiques mécaniques sont :
T
E=21000 N/mf ; v =0.28. : 8
Apres sollicitation, le cercle se déforme en une 01
ellipse; calculer les longueurs du grand axe efpelit
axe de cette ellipse et reporter leurs directioms la
figure.
Solution :
160 -100 O
>,=|-100 20 0| (N/mnv)
0 0 O
La déformation linéaire se trouve dans les axexipales
160A -100 O A=0
1°) det@g-A=0 = -100 20-A O[=-A(N*-18A-6800=0 = A,=—32065
0 0 -A A;=212065
O| > 0|| > 0||| = 0| = 212065 N/mﬁ‘l 0|| = 0 O||| = '32065 N/mrﬁ
160-212065 -100 0 a) (0
Z-al) X, =0= -100 20-212065 0 b, |7 O
0 0 -212065)¢c, ) O

-1003,-192065b,=0
-212.06%,=0 = ¢=0
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Chapitre V Elasticité linéaire

X, vecteur unitaire = a2+b+c?=1 = a =-0.887 et b, = 0.462

- 0887
X,= 0462 tg(e):—%g%: 0521 -  9=-275°

5 .
_1+v \Y
i"E % EOkY

£ = 1 i [(1+0.28)(212065)-0.281180 = 1.532610°°

21010

O2

g, =< [(0-0.28180=-02410 T

2110 —
¢ =— 1 [(1+0.28)(-32065)- 0.28718d = ~0.4354710°°

( ) )

" 2110%

Les axes de I'éllipse sont :
L=(1+e)d, = (1+1.5326 160) 300 = 300.47 mm
I=(1+¢&,)d, = (1-0.4354 16) 300 = 299.88 mm

Exercice N° 05:
On considere un cylindre indéformable (A) conténan matériau élastique homogéne

isotrope (B) comprimé a l'aide d'un piston (C) detion S. on mesure le tassem&htdu matériau,

dont la hauteur initiale h, sous l'effet d'une geap. P
On appelle module oedométrique” Ha l
- o ©) Ah
constante caractéristique du matériau définie par | //m N / i:
relation suivante : é é
Pt .
S h ®) Y é H
W
7
1° . . . . (A) /:ﬁ: /
) Déterminer la relation liant le module — %
oedométrique Eet le module de Young E. ¢/////////A
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Chapitre V Elasticité linéaire

2°) On considere le cas d’'un piston de 20 cm dmeliee ; déterminer la charge P nécessaire pour
obtenir un tassement de 1 mm sur une longueur deetire du milieu (B).
On donne pour le milieu (B) :

Le module de Young E=10000 daN/mm

Le coefficient de poisson= 0.3

3°) Déterminer le tenseur des contraintes qui négdans le milieu (B).

Solution :
&1 00

1°) Le cylindre (A) est indéformabte €,=0 et e;;=0 = <=0 0 0}
O 0O

ng*ATh = 0,=Eg;; = Enzéon *)

&j ::va 0jj '% Ok O

_1+v -

822_1%} Oy - E (011"'022"'033) (2)

833_1-'-?V O33- E (011"'022"'033) 3)

(2+(3) = 822"'333 (022"'033) 011 0 = 022"'033:%011

_1v-2? *ok
(1) = 8ljl. Eoll E% 11~ E(].V) ( )
_1 . _1lv-2? a_ v _  1v

*) et (** = £ 0y, = g, = E= E

(*) et () 17 gn O T g (qy) 1 v—v? @) 2)

o E: *A_h :& ZA_h

2)g7E = PE@myaa) ™ n

p= (IO g 1 190907 =  P=422907 daN

(1+03)(1- 20.3) 10°
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Chapitre V Elasticité linéaire

E

VE
20y & @y a—av) 1

3°) 0 =g tAgy O

i = 0;=2 i

o= E &

VE g - VvE AWI2V) o _ v
(1+v)(1-2v) E % (1+v)(@-2v) T E@d-v)  t1-v

0,,=033 =\ = 01y

* 1-03 - 2
E = 031 203) 10*=13460daN/mm

£,=—L=0.001 = 0,=13.46 daN/mfet  0,=0,=5.77 daN/mrm

10°
1346 0 O
=l 0 577 O (daN/mnf)
0 0 577

Exercice N° 06

Les relations de la loi de Hooke généralisée donhées par :

& =1+fvcij - %Gkkéij (1
Gij =2p'€ij + )\ekkéij (I I)

1°) Déterminer, en supposant le cas des contepltmes, les coefficients de Laét
en fonction du module de Young E et du coefficemtoissomw.

2°) Exprimer le module de Young E et le coeffitiade Poissonv.en fonction des
coefficients de Lam et .

3°) Exprimer la relation (1) de la loi de Hooke fmction des coefficients de Laméet pile

et la relation (Il) de la méme loi en fonction dodnle de Young E et du coefficient de Poisgon

Solution :
O3 O O &1 &2 O
1°)Dans le cas des contraintes planes oRa=| 0;, O, Olet & =|g, &, O
0O 0 O 0 0 &g
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Chapitre V Elasticité linéaire

Tr(X)= 0.1+ 0y

Tr()=¢€11 + €+ €53

D’'aprés la relationo; = 2ug; + A g, d; on trouve :

O =2UE+A (€1 +En+ €)= (QU+A)En+AEnt A Es; (1)
02 = 2UEn+A (€11 +En+ &) = (QU+A)En+AEL+A & 2)
01, = 2U €, (3)
Dapres la relation g =1+?V0ij —%Gkkéij on trouve :
511=1+?V011 —(011 Opp) = 011 Eozz (4)
522=1+—V022 —(011 Opp) = 022 —011 ©))
E E
esszl-l-?vcw Y(0y11+0,5) = _%(011"’022) (6)
512—1EV 012 (7)
(3) et (7) donne u=—E *)
2(1+v)
+e..= Lo +0..) - V(0. .+0.) =1V (G, .+

(4)+(5) = &1t€y E(011 052) E(011 02)) E (011702 (8)
6)+(8) = €33= — LHE (£1+€5,) = — Y (€11+€2) ©)

33 E% 117€22 1=y \E117€2
D+ @)= 0131055= (2U+2N)[(€1+€5)+2A €33 (10)

(10), (8) et (9) donnentl.l_LV—(Zu+2)\)l—l_Tv)£11—2)\ €35=0

" = ( Er D Ve 2)\)833=O

Cette derniere relation est valable quelquesggitionc :

_E, E r]; Vv 1- v_ VE .
Y 1+v 2\ 2A=0 = A= (1-2v)(1+v) )
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Chapitre V Elasticité linéaire

o () + (+ 1 v =t

290+ = K= ( 2(1+v) (1—2v)(1+v))[E 2(-20) ()

Sk _ f— E = A :L = A
S W A = VIR ey

E=[2(1-2v)(1+v)]i{u+A)

On substituant la valeur detrouvée dans la relation précedente :

_| of1_ 2\ A o 2U43A _ K(2u+3N)
E‘Hl 2(u+7\)j[é1+2(u+>\)ﬂ[@+)‘)_(2”)2(u+>\) = TN
3°) eijzﬂ-?voij_%ckkéij 0)
+v_1
E 2u

A g KA A

£ 2(L+HN) TRU+3N) ~ 21(2u+3N)

Donc la relation (1) devient & =2:L[Gu ZU)\TS’)\Gkkaij}
0 =2Ug; + Mg Gy (1)

* *% _— E VE "

*)et(™) = Gj 1+V8|j + (1—2V)(1+V)€kk6”

Donc la relation (II) devient Gjj —1_||_E gj + - 2V£kk6
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

Chapitre VI

Résolution des problémes d’élastostatique plane

par la fonction d’Airy

VI-1- Hypothése

Les forces de volume, les déplacements imposgshlrges appliquées sont supposés

indépendants de,et paralléles aux plan,(xx; ).
Les forces de volume dérivent d’'un potentiel = f=—gradv

@ : fonction de contrainte ou fonction d’Airy

0% 0% 0%
01—tV O0,=——+V 0,,=—
11 axg 22 GXf 12 6X16X2
4 : . _1-2v
En déformation plane : AN@= 0 AV
En contrainte plane : AA¢=-(1-v) AV
oo, d%e 9% 9%V , 02V
Avec AAQp=——F+2 +— et AV ==—+>—-

Ox;  OXZ0X5 OXj oxZ  0x5

SiAV=0 ( forces de volume constantes ou nulles ) alots\®=0

VI-2- Les déformations
En déformations planes

€; &, O O;; 0, O
=g, &, O 2= 0, O, O
0O 0 O 0 0 04
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Chapitre VI

Résolution des problemesaditdstatique plane

ou 0°
€11~ %, L= 1+U[(1 U)0;,~U0,]= 1+Ur( U/ax(g Gx(p]
2 1

du 0% 07
822‘%2—1+U[(]-_U)Gzz_UGlJ]_1+Ur(l v) axczp_ua_(zp]
1 2

__1+u_ 0%
EA= 0X,0X

(aul au2) 1+U
f12= 20X, 0X,

033=V[0, 40,

En contraintes planes

O;; 0, O €1 &, O
2= 0, 0y, O =&, € O

0O 0 0 0 0 ey

ou; _1 az(P_ 0’ 1,0u auz o —_1tu FR0)
€117 ox, E[Oll U0,,]= (axg U6X12 €107 2(6X2 axl) 01=""F Ix,0%,

du, 92 92
€2p= W— [022 Vo, 4|= ( Y% (g —-U ax(gj 033=_%[011"'022]

2

VI-3- Les déplacements

U, =[g, dx; +F(x,) et

Détermination de F&) et G(x)

1,0U; 6u2
2°0x, axl

__1+y 0%
127 E ax,0x,

12

VI-4- Cas des coordonnées cylindriques

Fonction d’Airy : ®(r,0)
_100, 1 0°¢ . _0%p
ror e O or
ou u,  10u
5 e

avec

Uy=[€,, dX, +G(Xy)

A_a2 10%.10
or r2og? Tor

109 10%
(200 rorae

! Or":_ar( B%

_10u;  0uy U,

! &= 30 Tar
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

VI-5- Exercices

Exercice N° OL
Soit une poutre de longueur |, de hauteur h gtal&seur e, encastrée a son extrémie x
0, et soumise a une charge concentrée P a somééteé= | ( on néglige les forces de volume).

1°) Montrer que le probleme se résout en utilisareg ¢,

fonction de contrainte de Plegré; puis déterminer; ,

022 , 012 €n un point M(x, X2 ). [ﬁ ’/ B
X
2°) En considérant le cas de contrainte planermiéter / '
les déplacements en un point M(x; ).
Solution :
La fonction de contrainte  @(X,,X,) = A X2 + A XX, + A X5
4 4 4
1°) a_(fz : 0 ? —O : a_(f:
0x; Ox20X5 0X5
4 4 4
doncAA(p=a (f +2 o9 6 (p—O = ce probléme se résout avec cette fonction de
ox;  OxZox5 ax2
contrainte
Les contrainte en un point M(xx ). :
ach_ . o_ . __ 0% __
011~ 2 =2A, , 020= % =2A, , 015= XX, Ay
Les conditions aux limites relatives aux charggsigpées :
pour %= +h/2 = 0,=0 et 0,,=0 = Ai=A;=0

dF=0,,e dx =2A, e dx

F=—P= IhﬁzZAoedeZAoe%:ZAoeh — Ay Z_EE
0'11:—h—P€ : 0,,=0 et X 0,,=0
20 ou;_1 1P
) €= ox, [011 VO,,]= Ehe
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane
= uEfendx F0G) S[-L dxy +F0G) =L % +F(x,)
ou
€= X, 2= 1[022 UO—l:I]_EI,IIDe
= U, =[€5, Xy +G(Xy) _f dX2 +H(X,) =2 , +G(Xy)
1,0U; 6u2 _1+u . dF ,dG_
f127 2(ax2 ) E 20 = gt 0
dF _ = 1P
ax, 0 = F(x)=C, = U=Fhe % +C,
d_G: = :ME
dx, 0= G(x)=C, = U= e X +C,

Les conditions aux limites relatives aux déplaceisienposeés :

L (0,0=0 = C=0 = ul:_%h_Pe X,
L(0,0=0 = GC=0 = UZZ\éh_Pe X,

Exercice N° 02

Soit une poutre de section droite rectangulaitersse a une cission uniforme de valegr

sur tout ses faces.

1°) Montrer que l'on peut résoudre ce probleme
comme fonction d’Airy un polynébme du second
degré en xet % ( on néglige les forces de volume).

2°) Deéterminer les tenseurs des contraintes, des
déformations, puis les déplacements des pointa de |
poutre ( on supposera que la basg X0 est
maintenue dans le plans (DxOx; ) et O reste fixe.

Solution :

La fonction de contrainte  @(X,,X,) =A X2 +A. XX, +A,

Xz

To

S S S S

)

~ <~ < < <

/

2
X5+

———=
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

4 4 4
1°) 0_(sz ; A =0 ; 9°9_,
ox; Ox20X5 0X3
4 4 4
donc AA(p=a—(f ﬂ 9 (p—O = ce probléeme se résout avec cette fonction de
[ axlax2 x5
contrainte
Les contraintes en un point M(xxz ). :
_9% _9% %@
O. >=2A ; O,=——=2A ; 0,="— =-A
11 2 0 227 a 2 2 12 axlaxz 1
Les conditions aux limites relatives aux charggsigpées :
0,=0 et 0,~0 = A =A,=0
01~ To = A=-T
o, 0, 0)(0 1, O
Le tenseur des contraintesz=| 0;, 0, 0|51, 0 O
0O 0O 0){O0O O O
o aul_l _ —
2°) &= %, [011_U022] =0 = U =feg, dx; +F(X;) =F(x))
ou, _1 _ -
€20~ X, [022 vo,,]=0 = Up=[€p dX, +H(Xy) =H(X,)
1,94 6u2 _1+v 1 dF ,dH
“127 2(6x2 ax,) " E ‘oG = o|x2 T, 56
- E . o
avecG 20H) Module de cisaillement
i: 1'[0 dF =0
dF,dH_1. : dx, G dx,
ax, dxl =gTo ace niveau on note deux cas dH g ou dH_1.
dx, dx, G°
1% cas : c?—x':z:éro = F(xz):érox2+c1 = ulzétox2+c1
g—>'(*1= = Hx)=C, = w=G
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

Les conditions aux limites relatives aux déplacesenposeés :

X,=0 = u="0 mais ulzétox2+C1:O est impossible

2*™cas : dF g =  Fx)=C, = u=C = u=Ll1x,+C,
dx, G
g—;'l:éTo = H(x1)=éT0xl+C2

Les conditions aux limites relatives aux déplacesenposes :

U (00=0 = C=0 - =0
L(00=0 = GC=0 - uzzTG—Ox1

Exercice N° 03
Soit une poutre de longueur |, de hauteur h gtal&seur e, encastrée a son extrémie x
0, et soumise a un moment de flexion M a son extééxp= | ( on néglige les forces de volume).

1°) Montrer que le probléme se résout en utilisare X
2

fonction de contrainte de 8legré; puis déterminer; , "
022,012 €n un point M(x, X2 ). @ <\ S

Jx

2°) En considérant le cas de contrainte planeymiéter

les déplacements en un point M(xx; ). En déduire la

déformée de la poutre.

Solution :

La fonction de contrainte  @(X;,X,) = A5 + A XX, + A X.X5 + A X5

1°) ﬂp: : 04([) =0 : ﬂp:
ox; Ox20X3 0X5

4 4 4
0(p+2 0°p +6cp

donc AAp=
P T T ot

=0 = ce probléme se résout avec cette fonction de

contrainte

Les contraintes en un point M(xxz ). :
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

%p ¢
0, = Kg = 2A X, +6A X, ; O, = af = 6A X, + 2A X,
02
O, =~ i
0X,0X,

=—(2A X, +2AX,)

Les conditions aux limites relatives aux chargqdigpées :

* pour x=*h/2 = 0,~0 et 0,~0

6A X, +A,h=0

0,=0 = = A;=0etA,=0
6A X, —A,n=0
2A X, +Ah=0

0,0 = = A,=0etA =0
2AX,-Ah=0

En considérant ces résultats on peut ecrire : 011=6AX5

* pour x =1 on connait le moment M.

dM=dF x=0,,ds % =0, edx X, =6 A X, e dx X,

h/2 h/2 6 2M
M=de=j6A0ex§dx2=§A0e ——A)ehe‘ = A==

-h/2 -h/2

‘ -h/2

Les contraintes en un point M(xx. ) seront :

12M
= ?xz ; 0,~0 et ; 0,,=0
ou 1 1 12M
2°) € a_)(l=E[011 22]_E ol X3
1

1 12M 1 12M
= u1:.[811dx1 +F(X,) :.[EE}e?XZ dx, +F(x,) :EG‘Le?Xi X, +F(X,)

ou, 1 _ 2M
822_6_)(2_E[022 v 11] E eh3 X5
v 12M v _6M
u, = |e,,dx, +G(x,) = |- X, dx, +F(x ———El6—x2+Gx
= U, = [endx, +Gx) = (%) = =2 B35 % +G(x)
812=E(au 2)_1+U 0 - 1&2!\3/! %, + dF+dG —0
2 0x, E eh dx, dx
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

LR 2|VIX1 = G(X1):'1G6MX12+C1

dF , dG __ 1 12Mm dx, E el E el
Yk ECem T 1dF
dx, dx, E eh oL = F(x,)=C,
dx,

1 12M
U1ZEG‘L€?X1X2 +C2

M
LG

VM, 1
. E e’ E

Les conditions aux limites relatives aux déplaceisiénposes :

1 12M
u (0,0=0 = C=0 = ul:E oF X, X,
u (0,0=0 = C.=0 = Uzzé tﬂ(“’xi‘xf)
e

L’équation de la déformée sera donnée en calculgmiur % =0 :

1 _6M
U,(X,,0)= “E %Xf

Exercice N° 04
Soit une poutre de longueur |, de hauteur h gial&seur e, encastrée a son extrémgé x
et soumise a une charge g par unité de longuetorom@ment répartie sur sa surface supérieure
(y=h/2) ( on néglige les forces de volume).
1°) Montrer que le probleme se résout en utilisam¢ fonction de contrainte de Begré; puis

détermineioy; , 022 , 012 €n un point M(x, X2 ). X,

2°) En considérant le cas de contrainte planeuiéter T ¢$¢WWW

les déplacements en un point M(xx; ). En déduire la R i 7
Xy

déformée de la poutre.

Solution :
La fonction de contrainte
(X, X,) SAXF %+ BX +Cx; % + DX +EX]
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

4 4 4
1y 9% 99 _1oax, 99 _150Bx,
ox; OX20X3 ox;
4 4 4
AA(p:a(f+2 62(p2+6(f=0 = 12A X, + 120Bx,=0 = B=-1A
0x; 0X;0X5;  0X; S

La fonction de contrainte devient

B0 ) = A (DG =2 8 )+ Cx x + DX +Ex

Les contraintes en un point M(xxz ). :

%@

2

=6AX X, —4A X, +6DX,
0X5

05, =

2
0., :ZT‘pzzA %+ 2Cx, + 2E

=N

=—6A x %X - 2Cx,

Les conditions aux limites relatives aux charggsigpées :

* pour = +h/2 = 0,=-q et
* pour = -h/2 = 0,=0 et
h/2
* pour = //2 = [071 X, dX, =0
-h/2
3
h 022:2Ah—+ 2CD+ 2E=-q
X,=5 = 8 2 2
2 h

012=—6Ax17— 2Cx =0
3
022=—2Ah—— 2CD+ 2E=0
8 2

2

012:—6Ax1h7— 2Cx =0

K A+ 4h G 8E=-4q
3F A+ 4C=0

i A+ 4h C- 8E=0
3F A+ 4C=0

0,,=0

0,,=0

(1)
(2)
@)
(4)
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

2h* A + 8C=-4g/h

2)+(3)= =
(2)+3) {3h2A+4C:O h® 4h

@ = E=2
Dans ce cas la contraintg, s’écrit :

O = % (3XfX2—2X3 )+ 6D X,

h/2 M2 Foq 12
pour x=/12 = Ioll X, dx, = j {— (32x2—2x2 )+ 6Dx2} X, dx, =0

-h/2 -h/2 h?
2 3 5 3
2_(3:' I_3f_2h__22h_ +§ Dzh_:o = D:—ig(gz_ghz)
h® 134 8 5 32| 3 8 4h 5

Les contraintes deviennent :
_ -9 3 q 2
1= ZF (3Xfxz _ng ) _EF (f2 'g hz)xz

1

1 3
:E[Z% (3x2x, - 2x3 ) _E% (562 -2 ), -VE% (4% - 31 x, —hﬂ

up=[g;; dx +H(X,)

=19 2( xfx2 - 2x§x1) —% (50?2 -2h?) X1X5 -v% (4x§ — 3h? Xy — h3)x1

ERs3

+H(X5)
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Résolution des problemesaditdstatique plane

ou
822=a—2:l[022—uolj]

%{ L (4x3-3h%x, -h%-2vL 3(3x1x2 2X2)+—V—(5f 2h2)x2}

Up=[€m, dX, +G(Xy)
‘%ﬂ[l(xz Sh?x5 = h%%,)=2v (3x{x3 -5 x3)

+%v (502 -2h? ) x3|+G(xy)

812=%[2%% (% —6x5x ) — %%% (5¢%-2h? ) x - v%l& (12x3 - 3h? )x, +8E sz
—2\;%% (3x1x§)+g—G] = 1%\’%% A @x3 -n)x,

3
Ec? (ddsz +g)((31) = % (502+8h%) x,+ %vhle - 2%

dF

—=0 = F(x,)=C
dx,
3
ER° dG _ 3(513 +8h*)x, += vh2x1 2x°
q dx, 10

N G(x1)=%9hq§[ (5°+8h% ) x¢+ Suh*} - 2x1]+ C,
les déplacements seront dans ce cas :

U1=l&[2( Xfxz - 2X§X1) ‘i

_19

> (51 -2h% ) xpx, -vl (4x3 - 3h?x, - h3)x1]+C1
Up= En 3[1(X2 3h2x2 hx,)- 2\)(3X1X2

2x2)+ v (5% -2h?) x5
%(52 248h%) x2+3

202 _1,4
SVhX] — =X

4 IR
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

Les conditions aux limites relatives aux déplacesenposeés :

u-50=0 = c=ilAvnt=1,3

43" T4VE
L 0= -_149(5 A4+3 h2 24 3 yh2 2
Uz 0)=0 = G gpslgz! g e

Le déplacement en un point M(xx, ) seront :

Uf%&g[z( XX, = 2X3%q ) —% (5¢% -2h? ) X, -V% (43— 3h%x, = hS)X1+%Vh3f]

uz-li[l(x2 3h2x2 h®x,)— 2\)(3x1x2

2x2)+20 (502 -2h?) x5
2yy24+ 3yh2x2 +1y4- 5 4_3 h2,2_ 312 2]
20 (512 +8h )x1 4\)h x1 +2x1 32 10h 16 vh
Au plan moyen (x=0):
Les contraintes:  0,,=0
0,= (/2
. . Y
Le déplacement axial : :z_g (x1+%)

La courbure de la fleche :

19| 14(15224224 )_54_;22 22]
U= sl X T o0 ooV N 5! igh? P gpun’

Au milieu de la poutre (= 0)

] : v
Le déplacement axial : U =—=
P 1 4E
La fleche maximale: U,=—= [ D 4y 3 h2 E2_,_136 vh? {,2]
Le déplacement axial de I'extrémité simplement ggpux,= %) VY =\;_C|IEB
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

Exercice N° 05:
Un cylindre circulaire de rayon intérieur et eidére r et I, respectivement, soumis a la fois
a une pression intérieure ¢t p une pression extérieure . Le probléme se résoudiksant une
fonction de contrainte de la forme :
@rB)=ALnr)+CF .
1°) Déterminemo,; , 0gp , Orp dans le cylindre
2°) En considérant le cas de contrainte planeruaéter les déplacggznents en un point N,
3°) Application : Un cylindre d’acier a paroi épsas
de 8 cm de diametre intérieure est soumis a une

pression intérieure de 400 kg/emll n'y a pas de

pression extérieure. La contrainte pratique du

matériau et de 1260 kg/ém Calculer le diamétre Xy
extérieure du cylindre.
Solution :
o 100, 10°0_A,
) O Tagge Tt
_0%_ A
099——2—'r—2+2C
__ 9 109_1 9%
00=5G e(p> (200 rorae
Les conditions aux limites relatives aux charggqdigpées :
o .(t0)=—P = A+x=—p
I\ | ri2 | . A_ ‘zlf(Pe_IDl) ’ C Pr _Pere
0,(LO="R = H+2c=-P -t 2(¢ 1)
re
6, = ECR) g R -PUC . o= FERR) g RIPL C Gu=0
e N C R e N R

20) En= aaurl_ 1[0rr Voee]_ ( 2 (1+V)+ 2C(1_V)J

ulzé(—é (1+V)+ 2C(1—v)r)+F(9)
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

u1+6u2_1

ou
€0~ 90" E[Gee_UGrr]3 2_r[Gee_UGrr]_Ul

00 E

aauez—é[orr—voeek—( Atocr- vA 2vCr—A A 2Cr+2vCr)~F(9):—F(9)

u,=—F(8)d0+G(r)=0

_10u; 0Uy Uy _1+y . _ 1dF,dG,1 1
&= a0 or r E 0V rd6 ar Tyl F©)d8-GN=0

g—le:+IF(9)d9:O = %+F(G):O = F(6) = C, cos) + C, sin®)

%_?_%G(r) =0 - d6_dr . gn=gr

U= E( A 2 (1+v)+ 2C(1—v)r)+C1cos@)+CZS|n(e)

u,=—C,;sin(@)+C,cos@)+C,r

ethi

Les conditions aux limites relatives aux déplaceisienposés, = >

W (,0=0 = %(—rA(l+v)+ZC(1—v)rcj+Cl=O
C

u(r,00=0 = C+GCr.=0

auz(ur 0=0 = GC,=0

C,=0 ; G =0 : clz—%[—rA(1+v)+ 2C(1—v)rcj
C

ulzé{A(lw)(LS@)—%j— ZC(l—v)(rCcose)—r)}

e

UZI%[—A(1+V)r—]C'+ 2C(1—v)rc}sin(9)

A=fERR) . o RU-PE C Ll

Avec : ;
2(r?-r?) © 2

e i

3°) Si la pression extérieure est nulle alors on a
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

P 2 r2 P 2 r.2
O'rrz—z'mz(l—%j ; Ogg= z'_mz(]&% X 0,=0

£ (2
|099|>|0rr| = Geezﬁ 1+% >O-pratique

=i\

Oge €St maximale pour,fima C'est a dire r == 4 cm

2 2 2
—49@'2 1+r—e2 >1260 = 1f+—re>@:> >>30.88 =  r.>5.56cm
re—4 rr-16 400

Exercice N° 06

On considere une plague semi-infinie soumise afaree concentrée P agissant sur sa
frontiére rectiligne.

1°) En utilisant une fonction de contrainte dedexfe ¢(r,0) = K; r 8 sin(8), Déterminer la
distribution des contraintes dans la plaque delaé 1
Déterminer les déplacement en un point

2°) En utilisant une fonction de contrainte dedenfe @(r,0) = K, r 8 cos@), Déterminer la
distribution des contraintes dans la plaque delaé 2

3°) Déduire la distribution des contraintes danplaque de la figure 3

P\<
X,

Xa

Figure (1) Figure (2) Figure (3)

Solution :
1°) Figure (a) : @(r,0) = Ky r0sin(®)
_100, 1 0°9 _10 ncinayed 0 - _2K
O, —W+r—26—92 -?K195|n(9)+?%[K1r95|n(9)+K1recos@)] . LcosP)

Pr. HECINI Mabrouk
109



Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

Ogo= [K 8sin@®)]=0

62

__ 9,109 100 10%0_ a1, oo i
Oro= ar(rag5 590 roraeorly far(sin®)-6cose)F0

Projection sur I'axe x:

/2 /2 /22K /2
P+2 [dF=P+2 [0, rd8 cos@)=P+2 | Tlcos@) rcos@)de=P+4K, | cos(8)de=0
0 0 0 0

P+4K1£ §(1+cos(26))cB:O = P+2Kl(6+§sm(26))o =0 = Klz_ﬁ
Orr=—%cos@) —%cos@) 0 0
0ge=0 5= 0 0 0
0r0=0 0 00

Détermination des déplacements :

ou
srr—a—l—E[orr voee]— Cos@) = u1=—%é|n(f) cos@)+H(6)
_Uy 0u, _
% _v 2P —v P -» 2P
= B -E ﬂcos@) U= “<-cos@)+ In(r)cos@) F(©)
= 1,;=2sinE)-u =L Leosp)+22in(r) sin@)-F(O) d8+G()

rae o r E

1( ZDIn(r)sm(e)\}#ldg +1.2 5ine)+ 41 2P 5jn )+ 2'3'”“) sin()- 1jF(9)d9+G(r)

f FO)do+——=" 21 I;} P S|n(9)+r%—cr5+(;(r)=o
O JF@) o+ == 2(1 = Psngzo = 39F F(g)+24VP 2(1m;’ P cos@)=0 *)
rc(ij_?-*-G(r) =0 = dEG'*%:O (**)
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

(1 v)P

*) = F(0)=— 0sin(@)+AlSin(0)+BldosP)

* = Gn=Cr

1=~ 2in(r) cos@)—% 0 sin(@)+ASin(0)+BGosE)

1, =22Psin(@)+2in(r) sin®)- j((l V)P 6sin@)-ASin@)- Blos@)jd9+Cr
0, =22Psin(@)+2in(r) sin®)- ( ) Gcos@)+(1 )P5|n(9)+Aos@)—BBin(9)+Cr

. - . , . L _tr
Les conditions aux limites relatives aux déplacesenposés, = 32 L

u(r0)=0 = A+Cr=0 (r) = A=0 et C=0
~4.0)= > _ _®P
U, (r=d ,0) = 0= nEln(d)+B 0 = B nEln(d)

=-21n() cose)- ( ) 65in@)+22In(d)cose)

0, =22Psin@)+2in(r) sin@)- ( ) 0 cos@)+ U=V P E) sin@)- Zin(d)sin@)

=Zin(dinoose)-F asing)

=-2in(d/nsin@)- (1= V)Pecose)+(1 ")P sin®)
1°) Figure (b) : @(r,0) = K, r 0 cosp)
_109, 1 0% _ -1k 0 @5(0)+ L 2 [K ,rBcog6)- K ,r8sin@)]=—2 cose)

r2 00

Oge=— > ik cp_a [KZGCOS(G)] 0

0 92 '
Oro= ar r agB ]é ag_%ara(g:_gr [%Kzf(—005(9)+esm(e)]:o
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

Projection sur I'axe x:

/2 /2
P+2”de=P+2”jo r d6 cos@)= P+2j cos@)rcos@)de P+4K jcosz(e)de 0
0

P+4K, | §(1+cos(29))d9=0 = P+2K1(9+§sm(29)) =0 = Klz—ﬁ
0 0
orr=—%cos@) —%cos@) 00
Ope=0 3= 0 00
0,6=0 0 00
Projection sur I'axe x:
/2 /2
P+2 [dF=P+2 [o,, rdBsin(@)=P- 2j sm(e)rsm(e)de P-4K jsm ©)de=0
0 0
P-4K, | E(l—cos(ZB))cﬁzo = P-2K ,(6— S|n(29)) =0 = KZ:H
0
orr:—%sin(e) —%sin(@) 00
Oge=0 3= 0 00
0,=0 0 00

1°) Figure (C) :
P, = P cos (cas de la figure (a))

P, =P sim (cas de la figure (b))

2,
0,= —ﬂ—rlcos(e) = —H—Z:cos(a)ose)

P . .
O,p= —n—rzcos(e) = —]fl—zfsm(a)@n(e)

En considérant le principe de superposition dest®ff
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

0= U +0p = —2>(cOg0)(C0SE) +sin(e) Sin@)) X,

0,= —%cos(a -0) —%cos@r—e)

X1

Exercice N° 07 :
Soit une poutre de section droite rectangulaireasinée a une extrémitéd(= 12 ), et
soumise a une charge concentrée P a l'autre exéréén 0 ) dans la direction radiale, ( on néglige
les forces de volume).
Sachant que le probleme se résout en utilisant une

fonction d'Airy de la forme :
@(r,0) {Ars +By Cr+Dr Ln(r)} sin(@)
r

déterminer les contraintes , 0gg , Org dans la poutre .

Solution :

cp(r,e)z{Ar3 +By Cr+Dr Ln(r)} sin(@)
r
O, =——+—-—= [ZAr - ZBi3 + Dl}sin(e)
r r
2
O =20 :{6Ar +BZ+ D}}sin(e)
r r

or?

_i(l'a_q)): 1 a(p—l 02(p =

O = -
® ar'ree’ r2ae r oo

- [ZAr - ZBi3 + Dl} cos@)
r r

Les conditions aux limites relatives aux charggqdigpées :

Osurface libre: 0,=0 eto,e=0 sir=a etr=>b 0e.
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

G,=0 sir=a 06) .= 2Aa-2BL+D1=0
a a
6,=0 sir=b [0 .= 2Ab—28#+D%:0

* surface chargée :

b
.Tcre dr =P sif=0 = [ {2Ar—28%+Dﬂ cos@)dr = P
a r

(@2-bAA - ba =3 B+Ln(a)D

Finalement on obtient le systeme d’équations saiivan

2an-21B+1p=0 )
a a
2bA-22B+1p=0 2)
b’ b
b2
@-)a-2 T gy (—)D— 3)
a’b’

Aprés résolution et en posant: N =b* -& +(a° + b%) Ln(%)

212 2 2
Ontrouve: A= 1P B:—abP; D _a+b
2N 2N N

En remplacement A, B et D dans les expressiors,J@g etorg On trouve :

242 2 2
orr:E{-r—a? 2D }sin(@)
N r r

22 2 2
Oy = IZ{3+ rb a:b}sin(e)
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Chapitre VI Résolution des problemesaditdstatique plane

2142 2 2
{I’+a? 2 :b }cos@)
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

Chapitre VI

Résolution des problémes d’élastostatique anti-plan

Torsion et Flexion des poutres cylindriques

VII-1- Torsion

\X3
a) Hypotheses St -\
L
- la poutre est encastrée a la sectip(xs= 0) '/
- les forces de volume sont nulles S MM
- les charges sont nulles sur la surface latérale S i
- les charge sur la face &; = |) sont équivalentes a un /_ § 3

couple M dirigé selon I'axe x. S,

b) Poutre cylindrique a section circulaire

U =-0 X3 X2
U= O X3X1
wm= 0

o : rotation de la section par unité de longueutake x,

c) Poutre cylindrique a section quelconque
cl- Champ de déplacements
U = -0 X3 X2
= O X3X1 U

W= oy (X1,%)

Y : fonction de gauchissement
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

c2- Tenseur des déformations

0 0 g5
aLp oy ,
€15~ 2( OXp+0a - €23~ Z(GX1+G6 X, &= 0 &5| (IN)
€3 &3 O
c3- Tenseur des contraintes
5 5 0 0 o053
013= Ga(XE ~x,) 05=Ga(L4x)  I=| 0 0 o
0% 0%y
O;3 03 O
c4- Equations d’équilibre :
0%y | 92
O13 =013 (X1, X2 ) ; 023 =023 (X1, X2 ) ; oy —qJ—O
)
c5- Conditions aux limites
oy oy dx2
(a2 X:I.)ds (al z)
oy
M;=Ga D avec =| (¢ +x2+x1— X26x1 )dx dx,
D : rigidité géométrique a la torsion de la sectn
d) Utilisation de la fonction contrainte
@(X1 ,X2) : Fonction de contrainte :
_ogp . _09 . 0%, 0%__
o] ; o ; -2Ga [
1570x, 27 "ox, ox2 ox2 o

dg _

Conditions aux limites : d_
c

=2j¢(& Xo )dx dx,
Sy
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

e) Méthode de résolution

Si f(x1 ,%2) = 0 est I'équation de la frontiére, on prengix; ,x2) = m f(X; ,X2) avec m=cte

L’équation différentielle de (lll) permet d’obtenirm= f(@ , géométrie )

MSZZJ‘(p()(l,x2 )dx dx, donne m=f(M, géométrie ) - o= f(M3, géométrie )
s1
et @x1,%) =f(Mg,
géomeétrie )
Les équations (lll) permettent d’obteois; et o3
Les équations (ll) permettent d’obteH(x; ,xo) ou ses dérivées

Les équations (I) et les conditions aux limiteepettent d’obtenir u= @U,W , W)

VII-2- Flexion
a) Hypotheses

- les génératrices sont paralléles a I'axe x

- 'origine du repére est le barycentre de la secti X S Xy
S, les axes xet x, sont les axes principaux d'une 7IS; S 1=
section quelconque d’abscisse x / X XN 5
- la poutre est encastrée a la sectip(xss= 0) vP

- les forces de volume sont nulles
- les charges sont nulles sur la surface latérale S
- la poutre est chargée sur la sectigixg= 1)

d’une force concentrée P dirigé selon I'axe x

al- Tenseur des contraintes

0 0 o5
P(l-x
=l 0 0 o0, avec 033:—¥x1
2
O13 O3 Og3

l, : moment d’'inertie quadratique
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

a2- Tenseur des déformations

€1 0 &3
<p= O 822 823 avec sll_EP(II_ZX?) Xl ’ 812—0
€3 €3 E33
_v P(I-x _
22 \é I J 1 ; 813—1%)013
__1P(-x _
€33~ |]_:' I J 1 823—1%)023
a3- Equations d’équilibre :
013 =013 (X1, X2)
023 =023 (X1, X2)
0013 , 903 +£x1 _o
a4- Equations de compatibilité:
1 P
AO ,=—— — AC,5,=0
13 14V |2 23
b) Utilisation de la fonction de contrainte
@(X1 ,%2) : Fonction de contrainte :
o P > g
O;3=————X *th Op3=—— vV
1375 "o 8 (%) 27 " 5 (V)
bl- Equations de compatibilité :
2 2
A(p:a (p+0 o_v P 2_dh(><2)+c W)

2 aE 1+v i, °  dx
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

b2- Conditions aux limites :

d¢_. P » dx,

*surS — =[x —h(x;)]—=
ds [2|2X1 (X2)] ds

*sur§ 0,3ds=P et joza ds=0
;1 S1

[% 053 (% % )% 013 (% X% 1) ]dx dx=M,

S1

Ci (d1, &) : centre de cisaillement

avec d=M; /P ou d=M:/P ('suivant la direction de P )

c) Méthode de résolution
( P appliguée au centre de cisaillementflexion sans torsion (C=0)) :

Si f(x1 ,%2) = 0 est I'équation de frontiere, on peut prendre

o Xi-h(x)=0=m f(4.%) - m puis hix)
2

3—(2:0 =  @(X,,Xy)=constante0 surlafrontiere
Onpose P, X)=m, (X, %) X,

L’équation de compatibilité (V) (avec C=0) donne puis@(X1 ,Xo).

Les équations (V) donnent les contraintesetoys .
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VII-3- Exercices

X3
Exercice N° 0L m
1°) Soit une poutre de section elliptique, enéast une k_-//"
extrémité ( ¥ = 0 ) est soumise a un couple de torsionavi
l'autre extrémité (= 1). ( on néglige les forces de volume).

a) Déterminer le tenseur des contraintes dansdaose

3

droite de la poutre.

b) Déterminer le vecteur déplacement d’'un point M(x
X2, X3) de la poutre.

2°) Déduire le cas d'une poutre de section circelai !
Dans ce cas, on considere la poutre en acier dgudam un

meétre soumise a un couple de torsion de 300000Kg.c k_/h
a
X1

Déterminer le diamétre minimal de la poutre endla de

X2

rotation maximal de la section supérieure; £ X) .
La contrainte pratique du matériau et de 1300 kgicm

Le module de cisaillement est de 25 kgfcm

Solution :

La frontiere d’un ellipse est décrite par I'équatio

X, X5

a’ b?

la fonction de contraint@(x; ,X) doit étre nulle sur la frontiere ; donc on pexgrre la fonction

@®x1 ,%2) de la forme : (p(xl,xz)—n{leer 1]

2 2MR2
A(p:a ¢, 0°0_ ~2Ga N 2n‘(i+ij=—2(30( = m=-GO(( a; D j
a

ox? ax2 Z p? a’+b?
M,= 2j(p(x1,x2)dx1 dx, = 2f n{—+——1jdx1 dx, —2 jx dx, dx2+2krjn [x5dx, dx,— 2mjdx1 dx,

= My=2m) +2lf3glxl—2mnab_2mn%+2mnﬁ 2mmab= -mmab
a

Mg _ _ a’b?
mab - O al+p?
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2 U2
X Mj; [ X X2
O(x, , X5)=~Ga—5—=—~ aa +bb2 [E_;"'b_g_lj ou (X 1 X2)= _ﬁ[é aé bg 1)
09 __0p _ 2M3 _2M,
0,3= 0X2 et O0y3=~ axl = O013= T[ab3 Xy et 023_T'a3bxl
0 0 o053

2=| 0 0 Oo3

O13 O3 O

2M
a<b = Tmax=0923max :023(X1:a): 23
b
calcul de déplacement
_ ou __dy
Us = aP(Xy ,X2) o, =a o,
oy 2M, oy ( 2M, j
0,3=Ga(z+-X%,)=- X =
3 (axl 2) o 0x, nGaab’
2112 3113 2 2
M..=Ga-aDP"_pp=TiC0a’b q=2_*b
3 a’+b? a’+b? nGab® °
ou, 2M, j nGoal’-2M
=q| 1 = Xy , Xo)= 3 %X, +f(X
axl ( T[G(Xab3 U3( 1 2) nGa t3 1”2 ( 2)
2 2
_ —_a+b
2 2
_ — a+b
U= O X3 X1 = u,= ﬂGe3b3M XgXq
(0,0)= 0 (x,)=0 b’-a’
u ,U)= = X,)= = U,= =-—< X
? ? 3 nGep° X2
Dans le cas du section circulaire on a :
a=b=R = = 2M34
TGR
_ 2Mg, _2M,
_2M;
e R
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

les déplacements

_ _ 2M,
U = -A X3 X2 = ul——ﬁxgz
U= O X3 X = u,= 2My X X

2 3 X1 2 T[Ga3b3 3™
_ b*-a?
u M XX
¥ nGen? X2
2M 2M
Toax STagm = Ty =2 ST = RS 8
TR T[Tadm
R nin=3146.9=5.27cm dpyin =10.54cm

= ZMj =8I0 __g g
TGR T25%27*

min

a max

Bmax = amax E =9.8[11=9.8rd

Exercice N° 02

Soit ABC le triangle équilatéral constituant lactsen
droite d'un poutre. Cette poutre, encastrée a xménité (x = 0)
est soumise a un couple de torsion M a l'autreemité (% = /).

(on néglige les forces de volume).

1°) Trouver les équations des droites formant iengie ABC,

sous la forme :

X+ X2+PB1 =0 pour (AB)
X2+B2 =0 pour (BC)
Xy +03Xo+PB3 =0 pour (CA)

2°) En considérant la fonctiop(x1,x2) permettant de résoudre le

probleme de torsion sous la forme :
@(X1,X2) =M (¢ +B2) (X2 + 01 X2 +B1) (X1 + 03 X2 + B3),
déterminer la distribution des contraintes darselzion droite de

la poutre.

X3

¥/

X1

<« 3a

Xz
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

Solution :
3a 3a
A0, 2a B(-— ,-a) C(—,-a
( ) ( 73 ) (\/§ )
Pour (AB): x+a;x;+[B; =0
0+ 20,a+3,=0 (A)
B gasp=0 (B = = B=22
NE 1= V3 V3
1 2a _
X — ==X, +<2=0
V3?3
Pour (BC): x+B2 =0
-a+B, =0 = B, =a = Xo+a=0
Pour (CA): X+azx2+B3 =0
0+ 205a+B;=0 (A)
B_q.a+B,=0 (B) = 5= ; Baz‘ﬁ1
NS V3 V3
1 2a _
X+ =X, —-<2=0
1 \/:—_)’ 2 3

0%, X5)= m(X2+a{X1 - iXz +@IX1 + iXz _@j

(X 1 X2)= m(x2+aix12 -

02(p 02(p
A =-2Ga
(p:a 2 0x5

= ai)(l[m(x2+a)(2x1)]+a%2lm(x2+a)(—%x2+%a)+m(x12—%x2+%ax2 % a’=-2Ga

-~  4ma=-2G = m=-82

2a
M, 2j(p(x1,x2)dx1 dx, = 2jm(x2+a*x1 213 X5 + 43"°‘x2 ‘31 2}1x1dx2
a2 1
fl=——-—=Xx
2 f 2
M,=2 ja[ jlm(x2+a{xf - %xg +4—;‘x2—i31a2)1x1}dx2 avec \/§2a \/51
-al f2 - —
f2=—-—+—=X,
NERE
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

My=—22ma® = M,=24C0g o =53

0 0 013
Op3=~ ——_Ms (% +a)x, 2= 0 0 o0y
O13 O3 O

Exercice N° 03
Soit une poutre de section droite circulaire dié&i Cette section est délimité par deux arcs

de cercle :

C, : de rayon a et de centre (a,0) X2
C, : de rayon b et de centre (0,0) M C1

La poutre est soumise a un couple de torsion M ) X
1

a une extrémité et encastrée a l'autre extrémie.( g b a 2

néglige les forces de volume). Cz

1°) Montrer que le probléme de torsion peut éteolé

par la fonction :
o(r,8)=m(b?- rz)(l— m%se)j

en coordonnées polaires

ou Py, X)=m(b?—x2-x3) 1- 2a le :
X2 +x32

en coordonnées cartésiennes. m étant une constante.
2°) Montrer comment peut-on déterminer la valeuladsonstante m ?
3°) En supposant que la constante m est connuendéés en coordonnées polaires la distribution

des contraintes dans la section droite de la poutre
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

Solution :

o(r,8)=m(b>- rz)(l— m%se)j

petit arc (entaille) : x2+x2=b? =  r?=p’ =  b?-r’=0
grand arc  : (x,—a)*+x5=a’ =  xZ+x5-2ax=b’
X,= 1coP
v } -2 a r coc)=0 = rz(l— ZaLse)j:O
X,=rsinB r
(£0 = 1- m%se):o

b%-r?2=0
1 2,956) =O} = (bz—rz{l— Za—COfe)j:O

r
m = constante = (p(r,e):m(bz—rz{l— Za%se)j a la frontiere de la

section droite; donc elle vériﬁ%(—fzo *)

1 0(,00)],10%
A(pzr{ar(r or j}r? 002
2a0(r)se) . Zabzr(;os@) - Zabzrcgos@) . 2a0(r)se)

Ag=—4m+ m=-4m=condante (**)

(*) et (**) = le probleme de torsion de la poutre entaillée pénat résolu

par la fonctiong(r,0)
Ap=-4dm=-2Cn1 = m:%GO(

2°) détermination de m:

M =[[o(r,8) r dr = 2jjm(b2—r2{1— b@j rdr &= 2mi[ (b2-r2)(r— 2acos@))drde

avec b<r<2aco8j

et 6, <0 <6, tel que 8y :arcos(z%)
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

M=[[@(r8)rdr ®= 2m jracfse)(bz—r Y(r- 2acos@))dr}

on utilisant : cos(8) =%+%COSQ9)

cos'(6) =%+%COSQ9)+%COS@9)

M
b (5,2 2 2_ 12 4_ 52 2_b74 S(b)
{8(261 +7b W da“—b +(a 2ab 2jarco Z‘J

on trouve : m=

otry=mi*-r?| 1- 250 o dGa 212 1-2a 0 |

_100_1 2_ 2 28SiN0) _ . p>r?
571 0 r%Ga(b F— Ga= 5 asin@)

acp_ E—JZFGO([ r( cos@))+(b2_rz)—2a!3r2$(9) } -Ga(a+a?—22) cos@)-r

Go(b—2 ) asin@)= Zw(kr’—,j—lj asin()
Og3= Go{ (tr)j +1j acos@)} = Zr{r—(kr’—jﬂ) acos@)}

Pour trouvein,; eto,;

On utilise :  053= aaxq; ; Oy3=— gfi
Puis on remplacepet %, par : X =1 cosf)
et % = sin@)
Ou bien par projection sur les axes : 40,
013 = 0,3 COSP) - Ogs SINE) 5—-0-?? -----
O = 0,3 SINP) + 043 COSP) 9 O3
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

On trouve :

01y Ga(ar—‘fsin(ze)—r sin@® )) - er(?—gzsin(ze)—r sin(e)j

0,3~ GO({—a+rCOS@)—(ar—22+lj cos(d )} = 2n{—a+rcos@)—(a;—k2’2+1) cos(E)}

Exercice N° 04

Soit une poutre de section circulaire creuse, dré&masa une extrémité gx 0 ) est soumise
a un couple de torsion M a l'autre extréemitg£ k). ( on néglige les forces de volume).

Sif(x1, X2 ) = 0 est I'équation du contour extérieur de [dise droite de la poutre, alors le
probléme de torsion se résout en utilisant unetiomace contrainte de la forme :

OX1, %) =mf(x, %) ou m est une constante.

%E

5>

Dans ce cas le moment de torsion est donné par :

ia

M=2¢qA -20.A, +2”(pdxl dx, ou
S

@ et@. sont les valeurs dgsur le contour intérieur et extérieur

A; et A sont les surfaces de la section au contour intéee

\

extérieur.

1°) Déterminer la distribution des contraintes dinsection
droite de la poutre. En déduire le cas de la poaitsection
circulaire pleine de rayon R.

1
2°) Soit une poutre de section circulaire creusedidmetre .
intérieur 10 cm et de diamétre extérieur 16 cmemhéiner le

moment de torsion maximal dans le cas d'une corifai J X,

X1

admissible de 1260 kg/cfn

Solution :

(X1, X)) =m f(x ,X2)

fxX)=xT+x53-b% = @lxy,X,)=m(x{ +x5-b?)
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

2
Acp:a 9,0 9 ¥=—2Ga

= 2m +2m =-2@
6x1 2

-1
= m= 2GO(
M =2qA -2¢.A, +2gcpdx1 dx,

@=m(E@-b) A=m&
@.=0 A =1’

M =2m(& -b*)ra? +2mﬂ(x1 % b%) dx, dx,

M =2m(& b )ma’+ 2m(1, +l, )-2mb’(b* &)= 2m(e b’ )ma’+ 2m[2[—72ﬂ (b* -a%)-2mb(b? 8%

M = tm(@@*-b* = m=—M__
( ) n@*-b?
-1 _ M _ 2M _ M 2,02 |2
m=-=Ga = = o= —<¥v = X1, X5)=———(X"+X5-b
277 @b nG@E*-b% WX (ot a4)( 1+Xz70)
_09_  2Mm
BUox, mfat)
—_09_ 2M —__2M
o 2= 0 0 x
2770k, et a’) - bt -a%) !
A2 1 0
Dans le cas du section circulaire on a :
a=0 et b=R = cr13:—%x2 et 023:%x1
s=2M| o0 0 x
=0,4x,=b)| =05, =b)=—2M__b<1 L TR
max 13\"*r27 23\ - b _a) adm 2b adm

=4
M, . = "(824[85 ) 1260=858726.8%g.cm
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

Exercice N° 05 :
On considére une poutre cylindriqgue dont la sactimite est circulaire de rayon R. Cette
poutre, encastrée a une extrémitg=0), est soumise a la charge concentrée P ad axtrémite

(x3=1). (On néglige les force de volume).  x,

Xy
Déterminer le tenseur des contraintes dans %
la section droite de la poutre. 2 Xs X, \l/
{
vP P
Solution :

L’équation de frontiére est x2+x3=R? = f(x,X,)=m(x?+x5-R?)

21, X1 h(x)=my f(x,, X)=my(x;+x5-R?) = h(x) ( mljxl -my(x3-R?)

h=h(%) =  ms= 2F|’2 - h(xz)—2|2(R2 x2)

d(p_[ x1 h(xz)]dx2 = @(x, , X,)=constante0 surlafrontiére

On posep(x , %,)=M, f(X;, X,) X,=M,(X7 +X5-R?)X,

0’9, 0°%_v p, dh(x) 0%, 0%_v P, P, _ 1 Py
ox2 6x2 141,72 dx, ox? 0x2 V1,72 1,72 8(14v) 1,72

2 2
a—(p+a—(p:mz(2x2+6x2):8rr12x2 = m,=it2v_P

ox? x5 278(1+v) 1,

904 X2)= gy 05 XERIX,
09 _p _1+2v P _ Pp2_

013 a 2 2|2X1 h(XZ) 8(1+V)| (Xl 3X2 R) 2|2X1+ (R 2)

- =_<9¢=_1+2v£xX

2 x, s8a+vwl, ?
_3+2v Po2_ 2 1-2v 2)

9137g1+v) 1, R*—Xi 3oy X2 0 0 oy
__ 1P _

O3 4(1+v)| —2X X, 2= 0 0 o0y
__P(- X3) O13 Op3 O3

O33=— I, X1
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

Exercice N° 06 :
On considére une poutre cylindrigue dont la seatimite est un ellipse de petit axe a et de

grand axe b. Cette poutre, encastrée a une exér@mit 0), est soumise a la charge concentrée P a

lautre extrémité (x=1). X L

(On néglige les force de volume). 2& A
, . . X3 Xz

Déterminer le tenseur des contraintes 6

dans la section droite de la poutre. P P

Solution :

2

X2 X2 X2
L’équation de frontiére est a% b§=1 = f(xyXp)=m aé b§‘1

2 2

2 XEmh0)=m, 10, %)= m{x X—g—lj = hx,) ( i mljxl ml(xz -1)
a’ b I, a?

nneo = mEbE o g Edd)
d(p_ dx2 _ .
[2I Xz h(xz)] = ©(x;, X,)=constante0 surlafrontiére

2

On pose@ (X , X;)=m, f(X;,X;) X,=m; (Xé"')t()z _l}(z
a

a2(P_|_02(P_ v Py dh(Xz) 62cp+62cp= v Py a2x _ a2 v P
ax2 oxZ vl 7 dx, ax2 ax2 1+vl, 2 1,p2 % | p? ey I, 2
0%p, 0%p ( 6 j (2 6)
T+ =My X, 40X, [FMy S+ K
ox? 0x3 2 22 A )
a, v
_ P b2 Itv _ p a@+v)+vb® g2
= MT e T, 1w 21007
2 240 2 6a”+2b
a’ b?

1+v Ja? +vb? a2
Qv ) IB(Xf+ 2_g2)

) = a
(p(xl XZ) 2(1+V )($2+b2) b2 X2
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Chapitre VII Résolution des problémes d’élasttigtie anti-plane

5.2 00 P
1370x, 21,1 2(1+v )(Z2+b?) |, 2(1+v)al+b? 2 0 0 op
2 2
e a(p - (1+V)a :Vbz BXlXZ Z= O O 023
0X;  (1+v)(X*+b?) |2

P(/-Xz) 013 0Oy3 O3
O33=~ X1

2,12 _ 2
200 Pz yo 2LVRTHD P(az_xz_ (1-2v)a ij

053

2

Exercice N° 07 :

On considére une poutre cylindrique dont la sectist formée de deux segments verticaux
et de deux paraboles. Cette poutre, encastrée @xiremité (¥ = 0), est soumise a la charge
concentrée P, appliquée au centre de cisailleméattie extrémité (x= 1) (On néglige les force
de volume).

Soient f (X1 ,x2) =0, & (X1 ,x2) = 0 les équations des droites verticales; €t,f ,x, ) =0
I'équation des paraboles. Alors I'équation de &nfrere sera considéré :

fXxe, %) =fi (X, %) . (X, %) (X1, %)

Déterminer le tenseur deg -
contraintes dans la section droite % X a
de la poutre. o ai/\] A
On donne I'équation des « vP l P

1
paraboles: 1

f3(% , Xp)= @+V) XF =V 3G -&°

Solution :

Les équations de frontiere sont :

fi(XpX2)=x,-a

fo(XpXo)=X,+a = f(xl,xz):(xg—az)[(lw)xf —vx§+a2]
fa (X1, %)= (L+V)X7 ~Vx5+a”
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P2 oh(x)=m, 10, x,)=my(x-ad] Arv)xi -vx+al]

21,
= h(x2)= [ —my (1+v)(X5 - a)}xl+m1(vx2+a )(x5-a)

h=h = P marv)x2-ad)=0 = :i+

(XZ) 2|2 1( )( 2 ) rﬂl 2 (1+V)(X2 a)

__P[( 3,2 &
hX2)==5 | v 2 1+vj

d(p_ dx2 _ .

[ x1 h(xz)] = @(X; , X,)=constante0 surlafrontiére

On poseq(¥ , X;)=m;, (X, xy) X2=m2(xg_azi(l"'V)Xlz_VXg"'az}Xz

02(p+02(p_ v PX dh(Xz) a (p a (p_ V) PX P v %.=0
oxZ ox; 1tvl, 2 dx, ox2 oax2 1+vl, 2" I, 1+v "2

A(P:g (,f g ?‘Zn (Xg—612)(1+v)x2+m2x2[6(1+v)x12—2vx§—6612+6\;,512}><2

Ap=2m 2x2l3(1+v)xf —(Qv-1)x3+(2v- 4)32]

Ap=0 (Ox; et [x;) = m=0 et @x,%)=0
99_p _ 2_V o, a
013 GX 2|2X1 h(XZ) ( Xl 1+VX2+1+V 0 0 0_13
0
023~ _a_;i: 2= 0 0 o0y
__P(l=x3) O13 Oz3 Ogs
O33= _—|2 X,
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Formulaire

Formulaire
I- Rappels Mathematiques
o _du _ 0% _ 0w
Dérivée partielle : U, =— ; Vi T ; Waij =5
0xX; 0X;0X ; OX{0X;
n
Convention de sommation : ab, =X ab, =ab, +ab, +------e +a,b,
i=1
1 sii=]
Symbole de Kronecker : ; = oL
0 sii#]
Tenseurs : X=x € et Y= yi &

Uu=X0OV :(lel,lez,leS,Xzyl,Xzyz,X2y3,X3yl,X3y2,X3y3)
=x'y' g Oe,

y') (Al AL ALY X!
La relation Y=A(X) peut s’écrire : y? |= A12 Ag A% x2 | ou yj:A{'xi
yil A2 A AP

AS_A+tA
t _t =
A=A+A+A A:AS+Aa: 2
2 2 Aa_A—tA
2

Valeurs propres et vecteurs propres

Pour déterminer les valeurs prophed faut résoudre I'équation : det(®)=0
Pour déterminer les vecteurs prop%sil faut résoudre I'équation vectorielle(:A —)\I)X =0

Changement de base orthonormée

Vecteurs : X=Xg :)ijj = 'PX=x
{f } est une base orthonormée = x=(PYx=(PHx=Px
Tenseurs : Dans la base initiales Y=A(X)
Dans la nouvelle base Y =A(X) tel que A= PAPH
Opérateur du produit vectoriel
n, U, n,Us; —N3U, 0O -n3 np
Opérateur de projection Ui =u' + U" U’ =-(h)%u (projection sur le plan)
u" = |_| + (Eh)ZJ u (Projection sur I'axe)
Remarque si le vecteur n est unitairef{j=1) alors: | + (Ch)2=" (A)(A)
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Formulaire

Opérateurs différentielles

Gradient d’'une fonction scalaire :
0¢
0X4
dg =gradp d =| 99
¢ =gradg .dp = grad = 0%,
0¢
0X 5
Gradient d’'une fonction vectorielle :

du = gradu.dp=

[ou, ou, ou, /|
0X4 0X, 0X 4
_|du ou ou

gradi = ;96;1 ;?6;2 ;96;3

ou, 0u, 0u,

| /00X, 0X, 0X 3 |

Divergence d’une fonction vectorielle :

o du,
div(U) =tr(gradi) =——
0 p

0A}

0X;

0A?2

0xX;
oA}

Divergence d’'un tenseur [div(A) =

O0X;

|
Laplacien d’'une fonction scalaire :

A¢ =div(gradp) = 9 [%]

axp axp

Laplacien d'une fonction vectorielle :

0 | 0uy
0x . | 0X
Au, ap 3 P
AU = Auz = — ﬁ
Au, axp axp
o (ou
axp axp

Rotationnel d’'une fonction vectorielle :

0X, O0Xg3
3 1
0x, 0X,

Crot(u) = 2antisym(gad())

En coordonnées cylindrigues d’axe{Ox

Gradient d’'une fonction scalaire :

Ve

— 1a¢
radph =| -
g db r 46

a%x3

Gradient d’'une fonction vectorielle :

d¢ =gradg .dp

du = gradu.dp=

o rlag ?) ox,
gradi = oz 1(au—2+ulj oup
or r\ 06 0X 4
0u, 1(0u, 0u,
= %)

Divergence d'une fonction vectorielle :

div(t) = tr(grac) =% +%(% + ulj + oug

Laplacien d’une fonction scalaire :

: 0% 10¢ 10°%¢p 0°¢
Ag =div(gralp) =—+-—+-"—F +——
¢ (gracp) or? ror rog* ox3
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Formulaire

[I- Description du mouvement

En description lagrangienne : Variables ;tX
Inconnus : p= x (X, t) =X (X, 1)
0 0X
vitesse VOGH =X (0= (x,1)
ot |, dt |,
ov 9° 9°x
Accstération T(X,)= 2| (X,0)= 2K (x,1)=22] (x.1)
at | ot? |, at? |,
En description Euleurienne : Variables ;tx
Inconnus : V=V, (X, t)
: 0X
Vitesse V(X,t) =— (x,1)
ot
oV 9°x
Accélération :y(X,t) =— (X, t) =—— (X, t
y(x:1) at( ) atz( )
: : 0x,
Tenseur gradient de la transformation : F = Gpand Grad (x) = FIJ :K
j
Matrice jacobienne et jacobien
0X; 0Xq 0Xq
0X; 0X, 0Xj
J= 0z %z X =detF) notation J(X,t)=M=det0‘)
0X; 0X, 0Xj D(X4,X5,X3)
OX3 0OXg3 OXg
0X; 0X, 0Xj
Transport convectif : Arc : tdl = EdTIo .
Surface : ndA = J Gy dA, avec G=F
Volume : dv=Jdyv
o ox, | [ 0x,
Tenseur des dilatations : CIF = Cij = If)i [ij = — |l—=
X, ) 1axX,
) _ 1 1
Tenseur des déformations : E=—(C-1) = E, =-(-9)
2 2 J J
: . N _d
Dilatation dans la directiorgu A (ug) P W Cug
0
2 _q12
Déformation dans la directiorn u E(Uy,Uq) =%% =y Eug =%(/12 (Ug)-1)
0
di-dl,

Allongement dans la directiory ud (Ug) = =A(ug)-1=[1+ 2E(uo,uo)]1/2—1

0
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Formulaire

Tenseur gradient de déplacement : H = Grad(Uy4d F

Avec U=x-X Vecteur déplacement

S a
H=¢e+w=H +H

i

avec € =sym(H) = %(H + HT) = € =

. 1
@= antisyn(H) = (H - HT)
Déformation en petites transformations

E=¢& =sym(H) :%(H +HT) = E =¢

Tenseur gradient de vitesse de déformation : Grad(V)

L=A+Q=L°+L"

i

avec A = syn(L) :%(L +L") = A =

Q = antisyn{L) = %(L -L"

1fov, 9V
2 axj 0x.

yfou, 0y,
2(ox,  ax,

— 1 an an
2( 0X, oX,

_1fou, 2,
2(0x,  0X,

aV,
= LI] =a—x;

- 0V,
= Qij :1[%—_']
2
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Formulaire

lll-Tenseur des déformations ¢)

o ¢ = Sym(gradJ) :E(grad] +gradU)
gradd=¢" +Q avec #2 1 ~ ~
Q = Antisym(gradJ) :E(graoU - gradU)

0 w3 W, oy
Q=([)=| w, 0 -w W=| W,
W, W 0 W3
. 1, 0u; J ) ,
ou Ejj =—(—+— Déformation pure
2°0u; 0u;
1 aui aUJ .
i =G Rotation
2°0u; 0y
En coordonnées cylindriques :
X1 =rcos@) u=u(r,6,x3)
X5 =1sin(@) et U=< v=v(r,0,x3)
X3 =X3 w=w(r,6,x3)
ou 1 du ou ou 1,0v 1du 1 0du  ow
e o B = STy St )
or r 0o 0X, or 20r radd 2 0x; or
—~ ov 1 o0v ov 1 0v 1 0v  ow
radJ =| — =(—+u) — " =|Sym “(=—=+u (—+—
J o raet o S el (et 20k e
ow 1ow ow ow
— = — Sym Sym —
or r o 0X,4 0X 5

Le vecteur déformation pure (1) =¢.n+g de composantes: e="'# " n

g=|@) A=

Déformations principales et directions principales

- 8(; 80 8 det(* -Al)=0 §1=_>)<(2//\\>)<(3
C = Il (‘((_ell))zl =6 2: 3 1
O O EIII X3_X1A X2
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Formulaire

Ellipse de Lameé

2 2 -

2
8I 8II EIII

Tricercle de Mohr

Ci=(%€&i+en) ,0) et R=% € -&n)

Co=(%€& +&1) ,0) et R=%€-&n)

Cs=(%2€&+en) ,0) et R=%%€-¢en)
Cas particulier : le vecteur (n) appartient au plan{ XXz ) (y=0)
€= Y26 +¢g ) +% € -¢€)cos (29) avec ¢ = (g, Xi)

g= %2 & -¢& ) sin (29)

Partie sphérique et partie déviatrice

O — O (2 O

I (e=tr ()

wIlom

Equations de compatibilité :

2 2 2
0%, _0 511+a €,

: angle polaire

2

ox,0x, Ox2  ox? Tl _ 0 O, 08y Ot

. ) , 0X,0X; 0%, OX; OX, O0X;
0%€;; _07€y  07&s 9%, 9 3, 0O, Oc
a a 2 2 22 — 12 + 23 _ 13
X; X3 62(3 62(1 0x,0X axz(ax3 0X, 6x2)
0°€,, =6 €, +6 €43 92 0 o o de
0X ,0X ox3 0x> 3= =+ -—1)

20%3 3 2 oX,0X, O0X, 0X;, OX, O0X,

Forme tensorielle des équations de compatibilité :

graddiv () + grad div (") - gradgrad(tr(*")) - A =0 (6équations)
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VI- Tenseur des contraintesY)

Vecteur de contrainte:

t=2n ou t=g;n,
composante du vecteur contrainte t : o=n'ZIn
1=|(th A)| =y [Z(A)]* - 02
Equations d'équilibre f +div(Z)=0

Contraintes principales et directions principales

o 0 O X, =X, A X

s=| o 0 det@-~Al) =0 x1 xz/\xs
= (0) _ ~ =

! (Z-0l)X, =0 SR

0 0 o, Xy=X, A X,

Ellipse de Lamé

Tricercle de Mohr
Ci=(*%ou+oy) ,0) et R=%©n-0m)

C2:(1/2©'|+0'||) ,O) et B=1/2(0'|-0'||)
Cs=(% @ +ou) ,0) et R=%©y-0u)

Cas particulier : le vecteur (n) appartient au plan{ XX, ) (y=0)

o=%@E +0,)+%© -0, ) cos (2p) avec ¢ = (g, X1) :angle polaire
1= %O -0y )sin (2¢)

Partie sphérique et partie déviatrice

S=3 + 3, avec X = 2 I (s=tr(2))

S
Ty=2- |
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Formulaire

V- Elasticité linéaire

Oij = Gjnk & ou {o}=[C] { €} [C] : matrice de rigidité
& = Sihk Oij ou {€}=[S] { o} [S] : matrice de souplesse
W= tr& ) =% Gink Enk Eij ( énergie de déformation )

Elasticité anisotrope :
nécessite vingt et un (21) composantes indéperslante

Elasticité orthotrope :

nécessite neuf (9) composantes indépendantes 1, BEEs
G2, Gz, Gz
Vi12,Vi13,V23
Viz_Va Vis_Vai Vas Va2
E, E, E, Ej E, E;
Elasticité isotrope :
nécessite deux (2) composantes indépendantes v E,
L, _1+v_ v _1+v Y, 5 ~
6 —?Z'ES| ou 8“‘ —?O—ij -E(Fkk ij S—tr(Z)
Z=2HE+)\e| ou oij =2|J.€ij +)\€kk 6” e=tr(2”)
Ev E
A= = =G [ (A, p) coefficients de Lamé]
L+v)@-2v) 2(1+v)
Elasticité a isotropie transverse :
nécessite cing (5) composantes indépendantes ; = EE B =E;=Er
G2=Gi=Gr (Gz3=Grr
=E1/2(1+v.7))

V12 =V13=ViT , V23 = V1T
Méthode de résolution des problémes élastostatique

Quinze (15 inconnues X >®) , 7(6) , U@®

Quinze (15) équations : Loi de Hooke (6)
Relations déformations - déplacements=f(U) (6)
éguations d'équilibre (3)

Méthode des déplacements :

f+(A\+2u) graddiv U)-p rot(rot U)=0 équation de Navier

Méthode des forces :

gradf +grad f + 1L (divf)I+AZ + 1% gradgrads=0  équation de Beltrami
-V y
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IV- Résolution des problemes élastostatiques par fanction d’Airy

2 2 2
_o90 _07¢ __ 0%
0p1=——+V Opp="—*V O12="
En dé formaions planes : JAVAYO) L2 AV
-V
En contraintes planes : A =-QQAV
4 4 4

avec rag=d $4p 0,00 o av=2Y.0V

0x; 0% 0x5; 0% ox 0%

SiAV=0 ( forces de volumes constantes ou nulles yald\®=0

En déformations planes

811 812 O 011 012 O
< =l¢g, &, 0|;%=|0, 0,, O
0O 0 O 0 0 o0y
du, 1+vu
11~ a_Xi = ?[(1_ U)On - U0'22]
ou 1+v
22— Kz - E [(1 U)Ozz Uoll]
1,0u, du 1+v
12 == ( L+ —2) =

01, Op 0 €1 & 0
2=|0, 0, O, =g, &, O
0 0 0 0 0 ¢,
ou
11 a_Xi—E[on Uozz]
ou 1
22=_2= [0,, —voy,]
0X,
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Calcul des déplacements

U]_:J.Elldxl +F(X2) et U2:J.€22dX2 G‘(X)

Détermination de Fgx et G(x)
1.0 ou
( Yy —2)=¢p,

2 6X2 6 1

En coordonnées cylindrigues

02 10° 190
+ +

Fonction d’Airy : ®(r,0 avec A=—+ -~ 4+ 7
Y erd) o2 r290% ror

lop, 1 % . _ 9% _ __0.10¢,_10¢_10°%
Op = A2 ) Ogg == ; Og=—— -

ror r2ae or or ro8’ r2a90 raroe

Ju u, 1ou 16u ou, u
Err = , €00 =1+=—2 ; €= L2222

or r r oo ‘0 o 1

5/7
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Formulaire

[IV- Résolution des problemes d’élastostatique antplane :
Torsion et Flexion des poutres cylindriques

[IV-1 Torsion des poutres cylindriques

Section circulaire : U= -0 X3 X2
b= aX3X1
k= 0
Section quelconque : 16 -0 X3 X2
= OX3X1 ()

L= ay (Xy,X)

Loi de Hooke 0,,=0, =03 =0
oy oy
O0.2= Go(— —x O,7= GO (— + X 1
13 ( 2%, 5) 23 ( 2%, 1) (I
0 0 013

2= 0 0 023
Oi13 Op3 O

Equations d’équilibre : O13=015 (X1, %) : O =02 (X1, %)
2 2
a_qJ +a_l.|J - O
X2 Ox2

Conditions aux fimites (XY 4+x )22 (¥, )%:o
S

0%, ds 0x
op oy
M.=Ga D avec D= |0 +x2+x——x,—)dx dx
3 j(xl 2 Xlaxz 26)(1) X OX,
st
Fonction de contrainted®(x; ,Xo)
aq d¢
O1a = —— et Opq = —— "
13 %, 23 % (1)
2
Equations d’équilibre : d—?+dz—f = -2Ga (VI
o K
” - dg _
Conditions aux limites d——
S

M3=2V[(KX1,X2)dX1 dx,
S
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Formulaire

[IV-2 Flexion des poutres cylindriques

0O 0 o, | €&, 0 g,
P(l —x
2= 0 0 o0, avec 033=—¥X1 et =1 0 &, &,
2
013 023 033 813 823 833
Equations d’équilibre : O13=055 (X1, %)

023 =02 (X1, X )
00 0o P
13 , 9023

_Xl =0
0x 0% Iy
. Do, 1 P
Equations de compatibilité: AOj = — Ao,;=0
1+v I,
Fonction de contrainte@ (X, , X )
o4 P > oq
O3 = —— ——X{ +h(x Oy = ——— |
1375 "o, 8 (%2) 27 " 5 )
Equations de compatibilité :
2 2
2g=02409- VB, C0), ¢ (1
ox 0x; 1+vl, dx,
Conditions aux limites :
*sur S —=[—x —h(x, )] —=
s [2|2X1 (%;)] s
*sur S 0,3 0s=P et joza ds=0
;1 S1
[ X O3 (X X | )-% O13( % X 1) ] dx dx, =M,

S1
C. (d;, @) : centre de cisaillement
avec d=M, /P ou d=M,/P ('suivant la direction de P )
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