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Chapitre V

Loi de comportement en élasticité linéaire

V-1- Définition

La loi de comportement est la maniére dont le matériau s’oppose a la sollicitation. Cette loi
dépend du point du matériau considéré, de la direction, de la température et du temps. Elle exprime
la relation entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations.

Oy = Gij(ghk X, T, t)

V-2- Loi de comportement du solide élastique linéaire

Pour qu’un corps ait un comportement ¢lastique linéaire il faudra qu’en tout point du
matériau et pour une température donnée, un état de contrainte ne provoque qu’un seul état de
déformation et que la loi de comportement locale soit inversible.

(Elasticité linéaire = linéarité géométrique + linéarité physique)

Cette loi s’écrit dans un repere orthonormé sous la forme suivante :
Gij = Cijhk Ehk ou {G}z[C] {8} [C] : matrice de rlgldlté

€ = Sipk Onk ou {e}=[S] {o} [S] : matrice de souplesse

G; et &y sont des tenseurs d’ordre deux comportant chacun neuf (09) composantes. Donc le tenseur

Cijnk (ou Sii) est un tenseur d’ordre 04 comportant 81 composantes.
Les tenseurs o;; et & €tant symétriques, donc ils comportent chacun six composantes.
Gjj = Oiji et Enk = Ein

Donc Cijhk = Cjihk et Cijhk = Cjikh

Le tenseur Cy,. comportera que 36 composantes.
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Gll Cllll C1122 C1133 C1123 C1113 C1112 811
622 C2211 C2222 C2233 C2223 C2213 C2212 822
633 — C3311 C3322 C3333 C3323 C3313 C3312 € 33
623 C2311 C2322 C2333 C2323 C2313 C2312 823
613 C1311 C1322 C1333 C1323 C1313 C1312 € 13
612 C1211 C1222 C1233 C1223 C1213 C1212 812

Tenant compte de considérations énergétiques relatives a 1’énergie de déformation, le tenseur de
rigidité C (ou S) est symétrique : donc Cype = Ciy

Donc dans ce cas le tenseur de rigidité ne nécessite que vingt et un (21) composantes

indépendantes :
Oy Cin Cin Gy Gy Gy Cp ‘911
Opn Com Coy Cuyy Cus Cypn | €y,
O | _ Ciny Cay Gy Cuspy || &4,
Oy Con Cuis Cupy | €5,
O3 Sym Ciuis Cun | &4
Oy, Con \&,

Un milieu qui nécessite 21 composantes indépendantes est dit un milieu ¢lastique linéaire

anisotrope.
Remarque :
. . . C o oW
L’énergie de déformation élastique W est définie par : Fv =0
&.

En élasticité linéaire :

oW
—:O‘i, :Ci.hk-gi.
agij Y l ]
_ 1 ol _1
avec W —Etr(Z-(, )==0; '8ij_ECijhk " €
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V-3- Elasticité orthotrope :
Un matériau est dit orthotrope pour une propriété donnée, si cette propriété st invariante par
changement de direction obtenu par symétrie relative a deux plans orthogonaux.
L’intersection des trois plans d’orthotropie définit les trois axes principaux d’orthotropie.
Pour un matériau orthotrope le tenseur de rigidité [C] (ou de souplesse [S]) ne posséde que neuf (9)
composantes indépendantes : 03 modules de tension (E, , E, , E;)
03 modules de cisaillement (G, , Gi;, Gy )
03 coefficients de contraction (vi, , Vi3, Va3)

La loi de comportement s’écrit sous la forme suivante :

€ I/E, -vi/E; v /E, 0 0 0 O
€,y ~vu/E, I/E, ~vy/E, 0 0 0 O
€, _ _V31/E3 _V32/E3 1/E3 0 0 0 O33
£, 0 0 0 1/2G,, 0 0 0,
&, 0 0 0 0 1/2G,, 0 o
€, 0 0 0 0 0 1/2G,, \ oy,
La symétrie du tenseur [S] implique les relations suivantes :
Yi2_Va Vis_Va1 Yoz V3
1 B 1 B3 E, E;

V-4- Elasticité isotrope :
Un matériau est dit isotrope si tout axe est un axe de symétrie. Dans ce cas il nécessite deux (2)

composantes indépendantes : E,v

La loi de Hooke généralisée

o ltve v v v ) _
=g z EsI ou &= % EGkkSlj s=tr(X)
E=2u +hrel ou oy =2p e+ A gy O e = tr()

- Ev __E _ - .
7‘_(1_,_\,)(1_2\,) K 2(1+v) G [ (A, p) coefficients de Lamé]
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V-5-Elasticité a isotropie transverse :
Un matériau est €élastique a isotropie transverse si ses propriétés d’¢€lasticité sont identiques pour
tous les couples de directions symétriques par rapport a un axe. Si I’axe d’isotropie transverse est

X1, le matériau est ‘isotrope’ dans tous les plans normaux a x;.

Par rapport au cas orthotrope, on ajoute les égalités suivantes :
E,=E. , E, =E; =E;
G, =G =Gy
Vi =Vi3=Vir , Vi3=Vrr

Remarque : G,; = Gr =E/2(1+Vy1)

Donc le matériau est caractérisé par cinq (5) composantes indépendantes : E; , Er , Gyt , Vi, Vit

La loi de comportement s’écrit sous la forme suivante :

& 1/E, ~vi:/Er =V /E; 0 0 0 o,
) ~Vir/Eq 1/E; —vi;/E; 0 0 0 o)
& _| - Vir /ET —Vir /ET l/ET 0 0 0 o
€ 0 0 0 1/(2G ) 0 0 o,
€3 0 0 0 0 1/(2G ;) 0 o
&, 0 0 0 0 0 1/2G,) \ oy
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