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Chapitre VII

Résolution des problemes d’élasticité linéaire

VII-1 Problémes d’élasticité linéaire
Soit un domaine (D) de volume (V) et de frontiere (S), le probleme d’¢élasticité linéaire
(¢lastostatique) consiste a déterminer un état élastique [X , U] en tout point de (D) correspondant

aux forces de volume (f) dan (D) et vérifiant les conditions aux limites sur (S).

Les inconnues (15) T(6) , £6) , U®B
Les équations (15) : Loi de Hooke (6)

r=ltVy Vg

: o
=% 5 ou Y2=2u +rel

Relations déformations - déplacements (6)

o %[Grad(U) +Grad(U) T

(ou les équations de compatibilité)
Equations d'équilibre (3)
f+div(z)=0

Les conditions aux limites : il existe deux types :
(a) Champs de forces surfaciques imposées sur S : t(P,A)=2-i

(b) Champs de déplacements imposés sur Sy, : u(P)=u,

VII-2 Méthodes de résolution

a) Méthode des déplacements :

Dans cette méthode les inconnues sont les déplacements U(3). Elle est utilisée dans le cas de champ

de déplacement imposé. On doit vérifier dans ce cas les trois équations d’équilibre :

f+div(z)=0
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En utilisant la loi de Hooke et les relations déformations - déplacements on obtient les trois

équations de Navier (ou Lamé-Navier) :

f+(+2u) grad(div U ) - p rot (rot U ) =0

b) Méthode des forces :
Dans cette méthode les inconnues sont les contraintes X(6). Elle est utilisée dans le cas de champ de

contraintes imposé. On doit vérifier dans ce cas les six équations de compatibilité :

grad div () + grad' div () - grad grad (tr(¢7)) - Ac“ =0

En utilisant la loi de Hooke et les équations d’équilibre on obtient les six équations de Beltrami :

grad f + grad" f+1L(din‘)I+AZ+1Lgradgr?1(tr(Z)):O
-V +v

VII-3 Problemes d’élasticité linéaire plane

Les forces de volume, les déplacements imposés, les charges appliquées sont supposés

indépendants de x;.et parall¢les aux plan (x, , X, ).

a) Déformations planes

g, &, 0 o1 S 0 €., =
“=le, &y 0 2= 0, Gy 0 N
Gy, %0
0 0 0 0 0 oy
_1+v 8 —0
O3 _TGSS _E(Gll+622+633)_ G, =V[o, +0,,]
du, 1+v ) du; 1+v
&n = axi " E S _E(Gu +G, +03;) €n :;:T[(I_U)G” —VG ]
ou, l+v L ou, 1+v
€ = axi :?622 _E(Gn +0y +0y) ===> €n = axj :T[(I_U)Gzz —vo,]
1 du, ou, l+v 1 du du,  l+v
g, = (——+_—)= O g, = (——+—2)= G2
2 0x, O0x, E 2 0x, O0x, E

11 suffit donc de trouver (oy1 , 022 , G12) pour résoudre le probléme d’élasticité en déformation plane.
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11 faut trois équations : une équation de Beltrami et deux équations d’équilibre :

86 8(5 82 82

K“+é){—”+f1 =0 avec A:a Tt
1 2 Xl XZ

0c,, 00, of, =

ox, 0X,

b) Contraintes planes

o, op O ey €p O . =0
0 0 0 0 0 &5 .
ou; 1+v L _Ou; 1
€1 ZGX :TG11_E(011+022+633) €1 —g—g(cn_uczz]
1 1
ou 1+v ¥ ou 1
€y = 8X2 :Tczz _E(Gn +G,, +03;3) €y = axz —E(Gzz —-Vo)))
2 2
1+v L L ou, \Y
Gs3 :TGB _E(Gn +6, +633) == €33 = ox =——(6,,+0y)
3
1 du Ou,  1+v 1 du, Ou, l+v
812_5(8X2+6'X1)_ E Oi» g, =—(—+—2)= G,

2 0x, 0x, E

11 suffit donc de trouver (oy1 , 022 , G12) pour résoudre le probléme d’élasticité en déformation plane.

11 faut trois équations : une équation de Beltrami et deux équations d’équilibre :

A(S,, +6,,)+(1+v)div(f) = 0

86 8(5 82 82

§“+8X—12+f1 =0 avec A:a Tt
1 2 Xl XZ

0c,, 00, f, =

ox, 0X,
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VII-4 Solution par la fonction d’Airy (élasticité linéaire plane)
Lorsque le champ des forces de volume (f) dérive d’un potentiel (V) (fz—gr—adV) , la

détermination des trois inconnues peut se ramener a la recherche d’une fonction ¢(x;,x2) , dite

fonction de contrainte ou fonction d’Airy, dans le cas de déformation plane comme le cas de

contrainte plane.

0 0’

X3 X

¢ : fonction de contrainte ou fonction d’Airy

Les deux équations d’équilibre sont automatiquement vérifiées tandis que 1’équation de Beltrami

donne :
En déformation plane : AAd):-% AV
En contrainte plane : AAG=-(1-v) AV
4 4 4 2 2
Avee AMp=T 84 GO 00 o Ay OV,OV
0x, Ox|0x; OX, 0x;y 0X;

Remarque : cas de forces de volume nulles
Dans le cas des forces de volume nulles ou constantes (AV=0) on obtient la méme équation pour le
cas de déformation plane et le cas de contrainte plane :
AAD=0

Les étapes de résolution seront alors :

- choisir la fonction d’Airy ¢(x;,X) qui vérifie I’équation (AAD=0) et les condition aux
limites en contraintes imposées sur S .

- déterminer les déformations en fonction de ¢(x;,X2).

- déterminer les déplacements par intégration :

u,=[e;; dx; +F(x,) et uy=[g5, dx, +G(x))
- déterminer les fonctions F(x;) et G(X;) en utilisant les conditions aux limites en

déplacements imposés :

Quy) __1+v 020

€ —l(8ul +
12—
2 0x, O0X, E 0x,0x,
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VII-5 Utilisation des coordonnées cylindriques

A X7
X1 =rCOS(9) ul :ul(r’ e) Gro Gy
x, =1 sin(0) et U=3u, =u,(r,0) o 'S(‘
X5y =X, u, =0 G%‘Bf
_aul . M l% Jg\e GZ&
grr = 5 899 = s r ro
or r r 00 f
10w, (ou, u, 0 X
“ro0 o or g
a) Déformations planes
8rr Sre 0 Grr Gre O 0
_ €33 =
“=ley € O X=|0C, Gy O 033 V(o +o.)

0 0 0 0 0 o, 33 oo

Alc . ++6 )+Ldiv(f“)—o

B _o e 1a
06, 100, L O~ i =0 avec o> r?d0* reor
or 10X, r dlv(f)_af 1ofy f.
0G 4 +l 0G g4 g(’re +f, =0 rood r
oo r 00

b) Contraintes planes

6, o, O €, €4 0 G, =0
=0, Gy O =18y &g O

€y =——=(0, +0g)

0O 0 O 0 0 &g, E
A(0n++cee)+(1+v)div(f)=0 _£+L 02 +1 0
do, 100, 0, —0g ot 1P a0’ ror
o Trox, T x r0 e of, 10f, f

T —
div(f) = ——+-—2+-=
0G 16(599 2 or radd r
—+—0,,+f, =0
or r 00 r
Fonction d’Airy : ®(1,0)
_10b, 1% 5. 00 o= 0100 100 10%
ror r 592 ’ 907 5p2 ’ 07 Or'ro0’ 200 rorod
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