Chapitre 3

Séries dans R ou C :

Nous sommes désormais en mesure de définir la notion de série. Nous allons voir que sa dé-
finition repose sur la notion de suite. Les deux sont donc extrémement liés, et il ne faudra jamais
perdre cet aspect de vue.

Définition 1 (SERIE)

Soit (xy),cy une suite de nombres réels ou complexes. On appelle série de terme
général x,, et on note ) x,, la suite (5,,), . définie par

n
pour toutn € N, S, = Z T

k=0

On dit que la série ) x,, converge (resp. diverge) ssi la suite (.S,), .y converge (resp.

+oo
diverge). Si la série converge, lim S, est notée Z x, et est appelée la somme de la
’fl‘) (o.¢]
n=0

série.

Exemple (SERIE GEOMETRIQUE) Soit z € C tel que |z| < 1
1— n+1
Alors Z ko272 et comme, lim z"™'=0ona lim Z k=

1—2z2 n—-+o0o n—-+o00

La série 2" est donc convergente et sa somme est .
—z
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3.1 Premiers criteres de convergence Séries dans R ou C :

,—{Propriété 1 (SOMMES DE SERIES) |

Soient )z, et ) y,, deux séries réelles ou complexes et A € C.

1. Si > z,et)> y, convergent alors > (Az, + y,) converge et

“+o0o +oo +00
2{:(Axn%_yn)::)!E::xn4‘§£:yn
n=0 n=0 n=0

2. Si\#0,si ) x, diverge et Y y,, converge alors »_(A\z,, + y,) diverge.

Remarque Si > x, et Y vy, divergent, on peut avoir quand méme  _(x,, + y,) qui converge.
Exemple : si x,, = —y,.

3.1 Premiers criteres de convergence

,—[Propriété 2 (CRITERE DE CAUCHY POUR LES SERIES)}

Une série réelle ou complexe Y _ x,, converge si et seulement pour tout € > 0, il existe
m

>

k=n+1

N. e Ntelque (m >n > N,) = <e.

Preuve

n
La suite (Sn)neN on S, = E X est une suite réelle ou complexe. Donc elle converge si et seule-

k=0
ment si elle est de Cauchy. Et (S,), .y est de Cauchy si et seulement si
pour tout € > 0, il existe N. € N tel que (n > N. et m > N.) = |S,, — S| < e.
Ou encore si et seulement si pour tout ¢ > 0, il existe N. € N tel que (m > n > N.) =
|Sy, — S| <e. O

Remarque IMPORTANT : d’aprés la propriété précédente, siy | x,, converge, alors lim x, =

n—-+00
0.

Du coup, si lim =z, # 0, on dit que ) x,, est grossierement divergente.
n—+o0o

Preuve Démontré en cours.

Définition 2 (CONVERGENCE ABSOLUE)}

On dit que la série (réelle ou complexe) » _ x,, est absolument convergente si et seule-
ment si la série (réelle) > |z, | est convergente.
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Séries dans R ou C : 3.2 Séries réelles a termes positifs

Propriété 3 (CONVERGENCE ABSOLUE ET CONVERGENCE)

Une série réelle ou complexe absolument convergente est convergente.

Preuve
Si > x, est absolument convergente alors Y |x,| est convergente et vérifie donc le critére de
Cauchy :
m m
pour tout € > 0, il existe N, € N tel que m > n > N, = Z lz|| = Z |z < e. Or
k=n+1 k=n+1
m m
Z x| < Z |zk|. Donc ) x,, vérifie le critéere de Cauchy. Elle est donc convergente. O

3.2 Séries réelles a termes positifs

Propriété 4 (COMPARAISON)

Soient )z, et Yy, deux séries réelles a termes positifs telles que pour tout n € N,
Tn < Yp. Alors

— 1) si »_ y, converge alors »  x,, converge,

— ii) si Y x,, diverge alors > y,, diverge.

Preuve
n n
— i) Notons S,, = Zxk etT, = Zyk. On a pour toutn € N, S, < T,.
k=0 k=0
Si >y, converge, notons T = lim T,. Comme Y vy, est a termes positifs, pour tout
n—+00

n € N, S, < T. De plus, comme ) x, est a termes positifs, (Sy),cy est croissante.
Comme elle est majorée par I, elle est convergente.
— i) Si Y _ x, diverge, puisqu’elle est a termes positifs, lim S, = +oo. Donc lim T, =
n—+00 n—+00
+o0. U

Définition 3 (EQUIVALENCE)
Soient (,),,cy €t (Yn), ey deux suites réelles ou complexes. On dit qu’elles sont équi-

valentes a l'infini et on note x, ~,. ¥, si et seulement si pour n assez grand,
T, = yu(1 +e(n)) avec lim e(n) = 0.
n——+oo
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3.2 Séries réelles a termes positifs Séries dans R ou C :

Propriété S5 (SERIES ET EQUIVALENTS)}

Soient > z,, et > y, deux séries réelles a termes positifs telles que x,, ~ y,. Alors
> x, ety y, sont de méme nature (convergentes ou divergentes).

Preuve

Si Ty, ~ioo Yn, alors pour n assez grand, x, = y,(1 + £(n)) ou liI}_l e(n) = 0. Pour n assez
n—-+0oo

grand,

—1/2 <e(n) < 1/2donc y, /2 < yn(1 +e(n)) = 2, < 3yn/2.

Puisque pour n assez grand y,, /2 < x,, si Y x, converge alors >y, converge et si Yy, diverge
alors > x,, diverge.

Puisque pour n assez grand x,, < 3y, /2, si Yy, converge alors . x, converge et si » , x,, diverge
alors >y, diverge.

Ces comparaisons ne sont valables que parce que >, ,, et Y . y,, sont a termes positifs. O

,—[Déﬁnition 4 (NEGLIGEABILITE)}

Soient (y,),,cy €t (Yn), ey deux suites réelles ou complexes. On dit que (), est né-
gligeable devant (), . a I'infini et on note ¥, =, o(yy) si et seulement si pour n
assez grand, x, = y,e(n) avec lim &(n) = 0.

n—+oo

,—{Propriété 6 (SERIES ET NEGLIGEABILITE)}

Soient ) x,, et > vy, deux séries réelles telles que =, =~ 0(y,). On suppose que » _ v,
est a termes positifs et qu’elle converge. Alors > x,, est aussi convergente.

— Propriété 7 (SERIE DE RIEMANN)

Soit v € R Si v > 1 alors la série ) 1/n® converge et si o < 1 alors elle diverge.

Preuve
Cette propriété sera démontrée par comparaison d’une série et d’une intégrale en dessous.

,—[Propriété 8 (COMPARAISON AVEC LES SERIES DE RIEMANN)}

Soit > z,, une série réelle a termes positifs.
1. S’il existe & > 1 tel que pour tout n € N, n®x,, < 1, alors » _ x,, converge.

2. S’il existe @ < 1 tel que pour tout n € N, n®x,, > 1, alors » _ x,, diverge.
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Séries dans R ou C : 3.2 Séries réelles a termes positifs

Preuve
La preuve est une simple application de la proposition précédente et du principe de comparaison
des séries a termes positifs.

Les deux propriétés suivantes (regle de Cauchy et regle de D’ Alembert) consistent a comparer
une série a termes positifs avec une série géométrique. La facon la plus simple de les énoncer est
d’utiliser les limsup et liminf :

~ Propriété 9 (REGLE DE CAUCHY)

Soit > z,, une série réelle a termes positifs. Notons [ = lim sup /z,,. Alors
n—-+00

— 1) Sil < 1, ) x, converge,
— ii)sil > 1, > x, diverge,
— 1ii) si/ = 1, on ne peut pas conclure. C’est le cas douteux de la regle de Cauchy.

\. J

— Propriété 10 (REGLE DE D’ ALEMBERT) .

Tn+1
T et

Soit > z,, une série réelle a termes strictement positifs. Notons L = lim sup
n—+oo Ln

.. Ty
[ = liminf === Alors
n—-+o0o T,

— 1) Si L <1, >z, converge,

— ii)sil > 1, > x, diverge,

— iii) si/ < 1 < L, on ne peut pas conclure. C’est le cas douteux de la regle de
D’ Alembert.

Tn+41

Remarque Lorsque lim existe, on a L = [ et la regle de D’Alembert est alors trés simi-

n—-+4oo Tn
laire a la regle de Cauchy :

— i) Sil <1, >z, converge,
— i) sil > 1, x, diverge,
— iii) si |l = 1, cas douteux.

Remarque LIEN ENTRE LES REGLES DE CAUCHY ET DE D’ALEMBERT :

. . 1 . . . . Tn+1 . .
— Si lim existe, alors lim </x, existe et lim = lim </x,. Donc il est
n——+oo Ty n—-+oo n——+oo Tn n—-+oo

xn—i—l

inutile d’essayer la régle de Cauchy si la regle de D’Alembert a donné lilf =1
n—+o00  ITp

xn—i—l

— Si lim n’existe pas, il est possible que lim </w, existe quand méme, et il est
n——+oo Ty n—-+oo

possible qu’on ne soit pas dans le cas douteux de la regle de Cauchy, méme si on est dans
le cas douteux de celle de D’Alembert.
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3.3 Comparaison d’une série et d’une intégrale impropre Séries dans R ou C :

3.3 Comparaison d’une série et d’une intégrale impropre

Rappelons ici la définition d’une intégrale impropre. Nous y reviendrons plus tard dans le
chapitre consacré aux intégrales.

Définition 5 INTEGRALE IMPROPRE)

Soienta € Ret f : [a, +00[— R intégrable sur tout intervalle borné inclus dans [a, +00].
+o0

Si lim / f(z)dz existe et est finie, on dit que I’intégrale impropre f(x)dx

X—+o0 @ @

“+o0o
converge, et on note / f(z)dz = Xlim / f(z)dz. Sinon, on dit que I'intégrale
a —++00 a

impropre diverge.

Propriété 11 (COMPARAISON SERIE ET INTEGRALE IMPROPRE)

Soit f : [a, +oo[— R intégrable sur tout intervalle borné inclus dans [a, +oo[, décrois-
+oo

sante et positive. Alors I'intégrale impropre f(x)dx et la série > f(n) sont de

méme nature (convergentes ou divergentes).

Preuve
Comme f est décroissante, on a pour tout n € N, pour tout x € [n,n + 1],

fln+1) < fz) < f(n),

donc /nn+1 f(n+1)dx < /n z)dr < / f(n

n+1
Cestadire f(n+1) < : f(x)dz < f(n

n
+0o0

f(@)dz =lmx_ o yey faX f(x)dx
=lmx oo xen (faE(a)+1 f(z)dz + Zf;El(a)+1 f:H f(fl?)dfl?> :

n+1 +00
Donc, puisque / f(x)dz < f(n), si f(z)dz diverge,
T;H—l @ +00
c’estadire / f(x)dx diverge, alors Y, f(n) diverge, etsiy_, f(n) converge, alors f(z)dz

converge.

1 “+o0
De méme, puisque f(n+1) < / f(x)dx, si f(z)dz converge, alors >, f(n+1) converge

a

+oo
et donc Y f(n) converge, et si y_ f(n) diverge, alors / f(x)dx diverge. O

Exemple > 1/n% a>0:
22



Séries dans R ou C : 3.4 Séries a termes quelconques

T X—+o0 Jq T X—+o0

L sias1
, Sl ,

11—«

400, sia < 1.

oo g X 1 1—a 71X
—Sia#l,/ —dr= lim [ —dr= lim [x } -
1

+d>1
— Sia=1, / —dr = lim [In(z)]; = +oc.
1 X X—+00

1 . :
Donc E — converge si et seulement si & > 1.
n

,—[Propriété 12 (ENCADREMENT DU RESTE)}

+oo
Soit f : [a, +oo[— R positive et décroissante, telle que / f(z)dzx converge. Notons

+oo
pour n > a, R, = Z f(k).

k=n+1
Alors, pour tout n > a,

+o0o +o0
flz)de < R, < / f(x)dx.
1 n

n-+

+00
Remarque Pour toute série réelle ou complexe ) x,, convergente, la quantité R, = Z Tk,
k=n+1
est appelée reste d’ordre n de Y x,, etona lim R,=0.

n——+00

3.4 Séries a termes quelconques

Définition 6 (SERIE SEMI—CONVERGENTE)}

Lorsqu’une série est convergente mais pas absolument convergente, on dit qu’elle est
semi-convergente.

Définition 7 (SERIE ALTERNEE)}

Une série réelle > x, est dite alternée si et seulement si (—1)"x, garde un signe
constant pour tout n € N.
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3.5 Sommation par paquets, produit Séries dans R ou C :

Propriété 13 (REGLE DES SERIES ALTERNEES)

Pour qu’une série alternée ) | x,, converge, il suffit que la suite (|, |),, . soit décroissante
+00

et tende vers 0. De plus, dans ce cas, le reste d’ordre n, R,, = Z x, vérifie pour tout

k=n+1
neN, |R,| < |z

Exemple

Y (=1)"/n est convergente mais pas absolument convergente (donc elle est semi-convergente).
Cette série est appelée série harmonique alternée. On peut montrer en appliquant Taylor-Lagrange
a —In(1+ z) sur[0,1] que

Propriété 14 (REGLE D’ ABEL)

Soit > z,, une série complexe ou pour tout n € N, z,, = a,u,, tels que

— 1) la suite (o), .y est réelle, décroissante et tend vers 0,
n

D

k=0

— ii) il existe M € R tel que pour tout n € N, < M.

Alors ) z,, est convergente.

Exemple

Pour a > 0 et 0 # 0 27|, la série Y exp(inf)/n® converge.

En effet : 1/n® joue le role de a,, (1/n%),, .y est une suite réelle, décroissante et qui tend vers 0.
exp(inb) joue le réle de u,,

L explifn + 1)6) 2
'%exp(zk9)| B 1 — exp(i6) = |1 — exp(if)|
(0]

r ———— est indépendant de n, donc la regle d’Abel s’applique.
|1 — exp(if)|

3.5 Sommation par paquets, produit

On peut remplacer des “paquets” de termes consécutifs par leur somme effectuée :
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Séries dans R ou C : 3.5 Sommation par paquets, produit

{Pmpriéte’ 15 (COMPARAISON DE SERIES)} .

Soit n — ¢(n) une application strictement croissante de N dans N. Soit > z,, une série
o(n+1)—1
complexe. On considere la série Y y,, ol y,, = Z x, alors
k=p(n)
— 1) Pour que ) x,, converge , il est nécessaire que »  y,, converge. De plus, si c’est

o0 00
le cas, E BB, = E Yn.-
n=0 n=0

— i) Si les z,, sont des réels positifs, pour que ) _ x,, converge, il est nécessaire et
suffisant que ) _ y,, converge.

~ Définition 8 (PERMUTATION)

On appelle permutation de N une bijection de N sur N.

\. J

,—[Déﬁnition 9 (SERIE COMMUTATIVEMENT CONVERGENTE)} .

On dit qu’une série ) z,, est commutativement convergente si et seulement si pour
toute permutation o de N, la série ) x,(,,) est convergente.

\. J

,—[Propriété 16 (COMMUTAT. ET ABS. CONVERGENTE)} .

Une série complexe est commutativement convergente si et seulement si elle est absolu-
ment convergente. Dans ce cas, sa somme ne change pas si on change 1’ordre des termes.

Remarque

Cette propriété implique que pour toute série complexe semi-convergente, on peut trouver une
permutation des termes qui donne une série divergente. On peut aussi démontrer que pour toute
série complexe semi-convergente, pour tout nombre complexe fixé a I’avance, on peut trouver une
permutation des termes qui donne une série dont la somme est ce nombre.

Exemple a partir de la série harmonique alternée

B (—1)n+t B 1 1 1 B
an—z . =1 2+3 4+ = In(2),

n>1 n>1
on construit la série

11 1 1 |
—1—soi 12 - -
2 2717376 8T T i1 T @D 2@t

n>1
Puis, par sommation par paquets, on considere
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3.5 Sommation par paquets, produit Séries dans R ou C :

22—1—1—1+1—1—1++ Lo -
" 2) 4 \3 6/ 8 2n+1  2(2n+1) 2(2n +2) B

n>1
1 _J>”+1 1
> LEUT 1)
2 n 2
n>1
1
Or si >y, converge alors Z Yp = Z Zp = 3 In(2). Donc Z Yn F Z . O

n>1 n>1 n>1 n>1
Définition 10 (SERIE PRODUIT)

Soient > z,, et > y,, deux séries complexes. On appelle série produit de >z, et >y,
la série Y z,ouVn €N, z, = Z TpYq = Z TpYn—p = Z Tn—qVYq-
p=0

pt+q=n q=0

Propriété 17 (CONVERGENCE SERIE PRODUIT)

Soient Y x, et > y, deux séries complexes absolument convergentes. Alors la
+oo

série produit Yz, de > z, et > vy, est absolument convergente et Zzn =
n=0
+00 +oo
(=) ()
n=0 n=0

Remarque Cette propriété ne s’étend pas aux séries semi-convergentes.

Exemple
(e
Yn (n+1)! /4°
Les séries Y x, et >y, sont alternées et convergentes.

On pose pour toutn € N, x,, =

1
Elles ne sont pas absolument convergentes car |z, | = m
que > 1/n'/4,
(car (n 4+ 1)Y* ~ o n'/*) qui est une série de Riemann divergente.

1 1
La série produit est ), z, avec z, = (—1)" i
2 GG

Or pour tout p < n, (p + 1)* < (n + 1)Y* donc pour tout (p,q) € N? tel que p + q = n,
1 1

donc " |x,| est de méme nature

G+ D7+ D7 (e DI
1 (n+1)

Donc |z,| > Z CESE = CEIE = (n+1)Y2. Donc Y, z, est grossiérement divergente.
n n

ptq=n
O
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Chapitre 4

Suites de fonctions

Dans les parties suivantes, on va considérer des fonctions D C C — C. La continuité, la limite
finie quand z tend vers z (z; fini) et la dérivabilité de telles fonctions se définissent comme pour
les fonctions D C R — R (mais le module remplace la valeur absolue). On ne définit pas de limite
infinie, ni de limite quand z tend vers I’infini. Les fonctions D C C — C dérivables sont dites
holomorphes et ont des propriétés bien plus fortes que les fonctions D C R — R dérivables. Leur
étude ne commence qu’en L3 de mathématiques.

Remarque
f(z) — f(zo)
r — To

pouvoir diviser par (x — o). Dans C, ¢a a un sens, la division par un nombre complexe est bien
définie. Dans R? ¢a n’en a pas, la division par un vecteur n’est pas définie. Pour cette raison, on
peut définir la dérivée d’une fonction D C C — C mais pas d’une fonction D C R* — R2
Pour ces dernieres, on introduit une notion plus sophistiquée, la différentiabilité. L’étude de la
différentiabilité se voit en ANALYSE III.

Dans R, la définition de la dérivée fait intervenir le rapport . Elle implique donc de

Comme il n’y a pas de relation d’ordre dans C, il n’y a pas de théoreme de Rolle, et pas d’égalité
des accroissements finis. Mais on peut quand méme démontrer une inégalité des accroissements
finis :

Théoreme 1 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS)
Soit f : D € C — C holomorphe sur D, de dérivée [ et (zp,2) € D? tels que
[20, 2] € D, alors | f(2) — f(20)| < |z — 20| sup [f'(¢)].

t€[z0,7]
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Suites de fonctions

Remarque ¢ € [z, z| signifie il existe o € [0, 1] tel que t = zy + a(z — zp).

,—[De’ﬁnition 1 (CONVERGENCE SIMPLE)}

Soit (f5),cn une suite de fonctions définies sur le méme domaine D : pour tout n € N,
fn: DCC—C.Soit f: DCC — C.Ondit que (fy),y converge simplement vers
f sur D ssi pour tout z € D, lirf fu(2) = f(2) (limite dans C).

n——+00o

Remarque Cette définition est aussi valable pour les fonctions D C R — R.

Exemple
On considere f, : { 0,1] _>nR’
x>
0,1] = R
(fn)nen converge simplement sur [0, 1] vers f ol f : . { 0siz e [0,1],
lsixz=1.

On remarque que dans cet exemple, pour tout n € N, f,, est continue mais que f est discontinue
en 1.

,—[De’ﬁnition 2 (CONVERGENCE UNIFORME)}

Soit (fy),cn une suite de fonctions D € C — Cet f : D C C — C. On dit que
(fn)nen converge uniformément vers f sur D si et seulement si

lim sup|fu(2) - f(2)] = 0.

n—-+o0o 2€D

Remarque
(fn)nen converge simplement vers f sur D se traduit par :

pour toutz € D, pour tout € > 0, il existeN, . € N tel que
n>N,.=|fu(z) — f(2)| <e.
(fn)nen converge uniformément vers f sur D se traduit par :
pour touts > 0, il existeN. € N tel que

n > N. = pourtout z € D, |f,(2) — f(2)] <e.

Il y a un risque de confondre ces deux expressions qui se ressemblent (surtout si on note N
au lieu de N,. et N.). La différence est que pour la convergence uniforme, N. doit convenir
pour tous les z € D.
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Suites de fonctions

Propriété 1 (CONVERGENCE UNIFORME ET SIMPLE)}

Si (fn),,en converge uniformément vers f sur D alors elle converge simplement vers f
sur D.

Preuve
Soit zg € D.

Ona0 <|fu(z0) — f(20)| < sup|fu(2) — f(2)|- Donc si lir_{l sup|fn(z) — f(2)| = 0, d’apres
D N0 zeD

ze
le théoréme des gendarmes, liI_~I_l | fn(z0) — f(20)] = 0 donc lir}rl fn(z0) = f(20). O
n—+o00 n—-+00

Remarque LA RECIPROQUE N’EST PAS VRAIE!

,—[Déﬁnition 3 (SUITE UNIFORMEMENT DE CAUCHY)}

Soit (fn),,cn une suite de fonctions D C C — C. On dit que ( f,),,c est uniformément
de Cauchy sur D si et seulement si Ve > 0, 3N, € Ntel que (n > N.etm > N,) =

sup |fn(2) — fm(z)‘ <E.
zeD

,—[Propriété 2 (CONVERGENCE UNIFORME ET CAUCHY)}

Une suite ( f,,),,. de fonctions D € C — C converge uniformément sur D si et seule-
ment si elle est uniformément de Cauchy sur D.

En pratique, on fait d’abord 1’étude de la convergence simple, ce qui détermine f. On étudie alors
sup|fu(z) = /(=)
ze

Si on le majore par (), tel que lim o, = 0 alors on a montré qu’il y a convergence

n——+0o00
uniforme.
Si on le minore par (o), .y tel que lim «,, # 0 alors on a montré qu’il n’y a pas convergence
n—-+00
uniforme.

,—{Propriéte’ 3 (SUITE NON CONVERGENTE UNIFORMEMENT)}

Soit (fn),cn une suite de fonctions D C C — Cet f: D C C — C. Pour que (f,),,cy
ne converge pas uniformément vers f sur D, il suffit qu’il existe une suite (z,), . de
points de D tels que f,(z,) — f(2,) ne converge pas vers 0 (limite dans C).
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4.1 Propriétés des limites uniformes Suites de fonctions

4.1 Propriétés des limites uniformes

Propriété 4 (LIMITE ET CONTINUITE)

Soit (fn),cn une suite de fonctions D C C — Cet f : D C C — Ctelles que (fy),,cy
converge uniformément vers f sur D. Soita € D. Si pour tout n € N, f,, est continue en
a, alors f est continue en a.

Preuve

Soit a € D. Soite > 0.

AN, € Ntel queVn > N, Vx € D, |f,(z) — f(x)] <e/3.

dn. > 0 tel que (|v —a| < n.etx € D)= |fn.(z) — fn.(a)| < €/3. Donc (|Jx —a| < n. et
v e D)= |f(z) = fla)] < [f(x) = fn.(2)| + [fn. () = fa.(0)| + [fx.(a) — f(a)| < e Donc f

est continue en a. O

Remarque

0,1 —
r—x"

cune fonction. En effet elle converge simplement sur |0, 1] vers une fonction qui n’est pas continue.

On voit que la suite de fonctions [, : ne converge uniformément sur [0, 1] vers au-

Propriété 5 (LIMITE ET INTEGRALE)

Soient (a, b) € R?, (a < b) et (fn),y une suite de fonctions continues de [a, b] dans R.
Soit f : [a,b] — R telle que (fy), oy converge uniformément vers f sur [a, b]. Alors

i [ e = [ e

Preuve

Soit € > 0 fixé.

Il existe N € N tel que n > N = pour tout x € [a, ],
|fo(2) = f(2)] <e/(b—a)

Donc, sin > N,

x)dr — /ab f(z)dz| =

Donc lim / fo(x)dx = /bf(:r)dx O

n—-+00 a

(ful2) = f(x))dz

/|fn ~ f(@)|dz <e

Remarque Cette propriété n’est plus vraie si on n’a que la convergence simple de (f,), . vers

f.
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Suites de fonctions 4.1 Propriétés des limites uniformes

,—[Propriété 6 (LIMITE ET DERIVABILITE)}

Soient D un disque de C et (f,), . une suite de fonctions D C C — C, holomorphes
sur D. On suppose que

— 1) la suite (f}), . converge uniformément sur D vers une fonction g.

— ii)il existe zp € D tel que (f,,(20)),,cy cOnverge.
Alors (fy,),cn converge uniformément vers une fonction f : D C C — C sur toute
partie bornée de D. De plus, f est holomorphe sur D et [ = g.

Remarque Cette proposition est encore vraie pour les fonctions D C R — R (remplacer holo-
morphe par dérivable et D disque de C par D intervalle de R).
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32



Chapitre 5

Série de fonctions

5.1 DEFINITION

De facon analogue aux séries, les séries de fonctions sont définies a partir des suites de fonc-
tions.

,—[Déﬁnition 1 (SERIE DE FONCTIONS)}

Soit (f5),,cn une suite de fonctions définies sur le méme domaine D : pour tout n € N,
fn: D C C — C. On dit que la série de fonctions ) f,, converge simplement (resp.
uniformément) sur D ssi la suite des somme partielles (suites de fonctions) (.5y,),,.y Ol

pour tout n € N, pour tout z € D, S,(z) = Z fr(z) converge simplement (resp.
k=0

uniformément) sur D.

Remarque En pratique, pour ’étude de la convergence simple d’une série de fonctions D C
C — C, on est ramené a l’étude de la convergence d’une série complexe.

,—{Propriété 1 (CRITERE DE CAUCHY UNIFORME)J‘

Une série de fonctions »_ f, ou f,, : D C C — C converge uniformément sur

D si et seulement pour tout ¢ > 0, il existe N. € N tel que (m > n > N.) =
m

sup Z fr(2)| <e.

2€D k=n-+1

On en déduit que
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5.1 DEFINITION Série de fonctions

Propriété 2 (CONDITION NECESSAIRE DE CONV. UNIF.)}

Pour que la série de fonctions ) f,, ot f,, : D C C — C converge uniformément sur
D, il faut que la suite (), .y converge uniformément vers 0 sur D.

Les propriétés sur la continuité, la dérivation et I'intégration viennent des propriétés des suites de
fonctions :

,—[Propriété 3 (SERIE DE FONCTIONS ET CONTINUITE)}

Soit > fu, fu : D C C — C, une série de fonctions et a € D tel que pour tout n € N,

+oo

fn soit continue en a. Si > f,, converge uniformément sur D alors E fn est continue
n=0

en a.

,—[Propriété 4 (SERIE DE FONCTIONS ET DERIVATIONS)}

Soient D un disque de C et (), o une suite de fonctions D C C — C, holomorphes
sur D. On suppose que

— 1) la série ) f! converge uniformément sur D,

— ii) il existe zp € D tel que > f,(20) converge.
Alors Y f,, converge simplement sur D et uniformément sur toute partie bornée de D.

00 400 ! +o00
De plus, . est holomorphe et | = -
p p n
n=0

,—[Propriété 5 (SERIE DE FONCTIONS ET INTEGRATION)}

Soit Y fu, fn ¢ [a,b] € R — R (a < b) une série de fonctions continues. Si ) f,,

b [ +oo +oo b
converge uniformément sur [a, b], alors / <Z fn> (x)dx = Z / fo(z)dz.
@ n=0 n=0"?%

On étudie maintenant une autre notion de convergence plus forte que la convergence uniforme :

,—[Déﬁnition 2 (CONVERGENCE NORMALE)}

Soit > fu, fn : D C C — C, une série de fonctions. On dit que > f,, converge

normalement sur D ssi pour tout n € N, sup |f,,(2)| < +ooet ) sup|f,(z)| converge.
z€D z€D
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Série de fonctions 5.1 DEFINITION

Remarque
En pratique,

- pour montrer qu’il y a convergence normale, on cherche a majorer sup | f,,(2)| par un réel o, tel
zeD
que Y o, soit convergente, et

- pour montrer qu’il n’y a pas convergence normale, on cherche a minorer sup | f,,(z)| par un réel

z€D
ay, tel que > v, soit divergente.
Une fagon de minorer est d’utiliser :
,—t Propriété 6 (SERIE NON CONVERGENTE NORMALEMENT (1)) | \

(regle de la suite (2,),,o) Soit Y fr, fn : D C C — C, une série de fonctions. Pour
que > f,, ne converge pas normalement sur D, il suffit qu’il existe une suite (z,)
de points de D tels que > | f,.(z,)| diverge.

neN

Remarque Cette propriété est basée sur une minoration :
si pour tout n € N, z, € D, alors sup | f,(2)| > |fn(zn)|- Donc, si > |fn(zn)| diverge, alors
zeD

sup | fn(2)| diverge.
zeD

Un cas particulier de la propriété précédente est :

,—t Propriété 7 (SERIE NON CONVERGENTE NORMALEMENT (2)) | \

Soit Y fn, fn: D C C — C, une série de fonctions. S’il existe zp € D tel que > f,,(z0)

ne soit pas absolument convergente, alors )  f,, n’est pas normalement convergente sur
D.

L’intérét de la convergence normale est dans la propriété suivante :

Propriété 8 (CONVERGENCE NORMALE ET UNIFORME)J

Toute série normalement convergente est uniformément convergente.

Preuve

n

Si n est normalement convergente, la suite sup | fx(z est convergente donc de
8 p 8
k=0 =D neN

Cauchy.
C’est a dire que pour tout € > 0, il existeN. € N tel que (m >n > N.) =
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5.1 DEFINITION Série de fonctions

m

S suplfil2)]

k:n+1Z€D
m

< D IREIS DY suplfil2)

k=n+1 k:n+1Z6D

< g, ou encore <e.

> _sup lfie(=)] = Y sup |fi(2)]
k:OzeD kZOZED

> A(z)

k=n+1

> k(z)

k=n+1
converge uniformément sur D. O

Or pour tout z € D,

Donc sup < e. Donc ) f, vérifie le critéere de Cauchy uniforme sur D. Donc elle

zeD

Autre critere de convergence uniforme :

— Propriété 9 (REGLE D’ ABEL UNIFORME)) .

Soit > fn, fn: D C C — C une série de fonctions telles que pour tout n € N, pour
tout z € D, f,(2) = a,(2)u,(z) avec

— i) pour tout z € D, la suite (v, (2)),,o est réelle et décroissante,

— ii) la suite de fonctions (a,),, .y converge uniformément vers la fonction identi-

quement nulle sur D.
D u(2)

k=0

— 1i1) il existe M € R tel que pour tout n € N, sup <M.

z€D

Alors ) f,, converge uniformément sur D.
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Chapitre 6

Séries entieres

Les séries entieres sont des séries de fonctions de forme particuliere. Elles sont bien adaptées
a I’opération de dérivation, et donc a la résolution d’équations différentielles.

Définition 1 (SERIE ENTIERE)

Une série entiere est une série de fonctions de la forme ) a,z" (fonctions C — C,
Z — apz™) oupour tout n € N, a,, € C.

Pour étudier la convergence de la série,

Propriété 1 (THEOREME D’ ABEL)

Soit ) a, 2™ une série entiere. Soit z, € C tel que la suite (a, (), soit bornée. Alors
— i) pour tout z; € Ctel que |z1| < |z0], 1a série (complexe) > _ a,,2] est absolument
convergente.
— ii) Vr tel que 0 < r < |z, 1a série de fonctions ) _ a,,z" est normalement conver-
gente sur le disque fermé D(0,7) = {z € Ctq |z| < r}.

Preuve
Sizg =0, P21 € C tel que |21| < |z0| et Br € R tel que r < |20| donc la propriété est triviale. Si

2o # 0, soit M tel que Vn € N, |a,z}| < M.

n n
— 1) Si zy € Cesttel que |z1| < |2] alors Vn € N, |a,2}| = |anz) <i> <M A
20 20
AR 21" .
Comme |—| = — < 1,Y M |—| converge donc ) |a,z}| converge.
20 |20 0

osup a2 < sup M |2

— i) Si0 < r <z
2€D(0,r) 2€D(0,r)

) e ()

<0
converge. O
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Séries entiéres

Définition 2 (RAYON DE CONVERGENCE)}

Soit Y a, 2" une série entiere. On appelle rayon de convergence de la série le nombre
R = sup{r € Ry tq (anr"),y soit bornée}.

Remarque {r € R, 1q (a,r"), .y soit bornée} # () car il contient 0. Si cet ensemble est majoré
il admet une borne sup. Sinon, on convient de poser R = +o00.

,—[Propriété 2 (VALEURS DE RAYONS DE CONVERGENCE)}

Soit R le rayon de convergence d’une série entiere » _ a,z".
— 1) Si R =0, Y a,z] ne converge que pour z; = 0.
— i) Si R = +o0, pour tout 2; € C, Y a,z] converge absolument et pour tout
r >0, a,z} converge normalement sur D (0, 7).
— iii) Si R est un nombre fini non nul, pour tout z; € C tel que |z1| < R, > _ a, 2]
converge absolument, pour tout z; € C tel que |z;| > R, > a,z] diverge, pour
tout 7 tel que 0 < 7 < R, >_ a,, 27 converge normalement sur D(0, 7).

Définition 3 (DISQUE DE CONVERGENCE)}

o
Si R est le rayon de convergence d’une série entiere > a,,2", le disque ouvert D(0, R) =
{z € Ctq |z| < R} est appelé disque de convergence de la série entiere.

Remarque Si R est fini, on ne sait pas a priori si Y a,z" converge pour |z| = R.

Détermination du rayon de convergence :

,—[Propriété 3 (D’ALEMBERT ET RAYON DE CONVERGENCE)}

Soit Y a,z" une série entiere et R son rayon de convergence. Supposons que

lim 1%ntil (I fini ou infini). Alors
n—-+oo |a'n|

si0 <l <400, R=1/l;sil =0, Rest+o0o;silest+o0o, R=0.

Remarque Cette propriété se démontre par la regle de d’Alembert.
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Séries entieres 6.1 Opérations sur les séries entieres

Propriété 4 (FORMULE D’HADAMARD) |
J

Soit ) " a,2" une série entiere et R son rayon de convergence. Notons

limsup {/|a,| = [. Alors

n—-+00
si0 <l <400, R=1/l;sil =0, Rest+o0o;silest+o0o, R=0.
Exemple
]PZRtJr li |”|—1' Loy
. Pour es oo( 1m (n+1)|—n_1>rfoon+1— ).
|(n + 1)!

' pum— pum— 1 =
2. Pour ) nlz", R=0,( £+oo ] ngrfw(n+1) +00).
2" 1
3P0urZ—R—1(h In + 1]

n—+o00 ‘n‘

= 1). Pour |z| = 1, z = exp(if). Si 6 = 0 [27],

no
Z — = Z diverge. Si 0 # 0 [27], > exp(inf) converge (déja montré par la régle
’Abel)
2" i [(n+ 1) 2 1
4. Pour Z—, R=1/( irfmﬁ = 1). Pour |z| = 1, Y || = Zﬁ converge.

Donc Vz € Ctel que |z| =1, Z — est absolument convergente.

6.1 Opérations sur les séries entieres

,—{/Propriété 5 (SOMME ET PRODUIT DE SERIES ENTIERES)}

Soient Y a,z" et Y b,z" deux séries entieres de rayon de convergence respectif R, et
Ry. On considere
- la série entiere somme » (a,, + b,)z", et

n
- la série entiere produit > c,2" ol ¢, = E a,by,—, de rayon de convergence respectif
p=0

Rs et R,. On a alors Ry > inf(R,, Ry), R, > inf(R,, R;) et pour tout z; € C tel que
\21] < 1nf(Ra,Rb)

Z (@n + bp) 27 fZanzl +Zb 21set
chzl = (Z anz?) <Z bnzf)
n=0 n=0
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6.2 Propriétés fonctionnelles d’une série entiere Séries entieres

Remarque Si R, # Ry, alors Ry, = inf(R,, Ry).

6.2 Propriétés fonctionnelles d’une série entiere

Propriété 6 (CONTINUITE)

o
Soit > a,,z" une série entiere de rayon de convergence R # 0. Alors sur D(0, R), z

+oo
Z a,z" est une fonction continue.
n=0
Preuve
o
Soit zy € D(0, R). Alors |z| < R. Soit r tel que |zy| < r < R. Y a,2™ converge normalement sur
+00
D(0,7) et pour toutn € N, z Z an2" est continue sur D(0, 1) donc en 2. O
n=0

Pour I’étude de I’intégration des séries entieres, on se restreint dans ce cours au cas des séries
entieres réelles : > a,z™ ou pour tout n € N, a, € R etz € R. Toutes les propriétés des séries
entieres complexes sont vraies pour les séries entieres réelles. Si R est la rayon de convergence
d’une série entiere réelle ) _ a,2", son “disque” de convergence est 'intervalle | — R, R].

Propriété 7 (INTEGRATION)

Soit > a,z™ une série entiere réelle de rayon de convergence R # 0. Alors pour tout
a,btelsque a < bet[a,b] C| — R, R],

b +oo +00  p
/ E a,r"dr = E / apxdx.
@ n=0 n=0"9%

Pour I’étude de la dérivation, on revient aux fonctions complexes :

Propriété 8 (DERIVATION)

— i) Les séries entieres > a,2" et > na,z""! ont le méme rayon de convergence.

— ii) Soit ) a,z" une série entiere de rayon de convergence R # 0. Alors
+oo

sur D(0, R), z +— Z a,z" est indéfiniment dérivable et pour tout p € N,
n=0
<Z anzn> = Z nn—1)...(n —p+ 1a,z""".
n=0 n=p
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Séries entieres 6.2 Propriétés fonctionnelles d’une série entiere

Preuve
i) Démontré en cours,
ii) > na,z""' a le méme rayon de convergence R que > a,z"

o
Soit zo € D(0, R) et soit r tel que |z| < r < R. > na,z""' et a,z" convergent normalement

sur D(0,7) qui est un disque de C.
+oo

De plus, pour toutn € N, z — a,z" est holomorphe et sa dérivée est z — na, 2"~ Donc Z ap 2"
n=0
est holomorphe sur D(0, 1) (donc en zy), et sa dérivée est

E na,z"*

n=1
En appliquant ce résultat a la série entiére dérivée > na,z""' on obtient la série entiere dérivée
seconde > n(n — 1)a,z"2%

Pour tout p € N, en réitérant ce processus, on obtient la série entiere dérivée d’ordre p. O

On voit la que contrairement aux autres séries de fonctions, les séries entieres sont bien adaptées
a la dérivation. Grace a cette propriété, elles constituent un outil pratique pour la résolution de
certaines équations différentielles :

Exemple

On cherche une série entiére qui soit égale a sa dérivée (donc on cherche une série entiére solution
+00

de f'—f = 0). On suppose donc qu’il existe R > 0 tel que pour tout v €]—R, R|, f(x) = Z anx”.
n=0

+oo
Donc f'(x Znan 1= Z(n + Day 2™
n=0

“+o0o
Or f' — f = 0 donc pour tout x €] — R, R, Z(n + Dayp2” Z apz” = 0.
n=0
+oo
Donc Z ( (n+1api1 — an) " = 0.
n=0

Donc pour tout n € N, a,, = (n+ 1)a, 1. Cest a dire a1 = ag, az = a1/2 = ag/2, a3 = ay/3 =
(10/6. ..

. Qo , . . .
Montrons par récurrence que a, = — © C'est vrai aux rangs 1, 2 et 3. Supposons que ¢a soit vrai
Qo ay ag
aurang k : ap = —. Alors a1 = = .
8 Kl T Er1 T (kD)

foa p Qo -
La série ainsi formée, —lx” a pour rayon de convergence +00 et on peut montrer en utilisant
n!
+00 a
PN 0
le théoreme de Taylor-Lagrange que pour tout © € R, g —|x" = ag exp(x).
n!

n=
Donc toute série entiere solution de f' — f = 0 est de la forme C exp(z) ou C' est une constante.
En fait il n’y a pas d’autre solution, définie sur un intervalle : si g est définie sur un intervalle I et
telle que ' — g = 0, alors
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6.2 Propriétés fonctionnelles d’une série entiere Séries entieres

( () )’ _ g'() exp(x) —exp(w)g(z) _ 0.

exp(x) exp(2z)
. 9(z) _ _
Donc il existe C' € R tel que pour tout x € I, @ C. Donc g(x) = Cexp(x).
exp(z
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