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. Un peu d’histoire.

Pierre-Jean Hormiere

La transformation de Laplace est, avec la trans-
formation de Fourier, 'une des plus importantessr
formations intégrales. Elle intervient dans de nom-
breuses questions de physique mathématique, del calc
des probabilités, d’automatique, etc., mais ellaejo
aussi un grand role en analyse classique. Ellee gt
|égitimement le nom de Pierre-Simon Laplace (1749-
1827), surnommé le « Newton francais », €éphémere
ministre de I'intérieur de Napoléon Bonaparte, anait
commenceé ses travaux dés les années 1770, sous
I’Ancien régime. En effet, Laplace a souligné &rét
de présenter la plupart des fonctions, des sudes,
sommes partielles et restes de séries usuelledaous
intégrale, afin d’en obtenir des développementsisSo
I'influence de Liouville, le hongrois Joseph Petzva
(1807-1891) fut le premier a étudier la transfoioratie
Laplace en tant que telle, et ses applications aux
équations différentielles linéaires. Plus tardydénieur britannique Oliver Heaviside (1850-
1925) a inventé le calcul symbolique afin de réseudes équations différentielles et
intégrales. Laurent Schwartz (1915-2002) a étermluransformation de Laplace aux
distributions, permettant de mieux comprendre aja¥tle calcul symbolique.

1. Définition, abscisse de convergence

Définition : Soitf : [0, +oo[ ou ]0, o[ — R ou C une fonction continue par morceaux sur
tout segment. On appelteansformée de Laplacedef la fonction de variable réelle ou
complexe :

FQ) = £f (p) = jo”’e-pt.f(t).dt .



Soitf : R - R ou C une fonction continue par morceaux sur tout segn@n appelle
transformée de Laplacedef la fonction de variable réelle ou complexe :

Fp) = 2f () = [ e™f(OH@.dt = [ e f(o.dt.
ou H(t) est la fonction de Heaviside définie pat)(0 pourt <0, 1 pourt > 0.

La fonctionf(t) est appelée originalonction objet ou fonction causalé.a fonction Ff) est
appelée imagdef(t). On note f(t)] F(p) cette correspondance.

La variable de F est traditionnellement ngbéen France et en Allemagne, s dans les pays
anglo-saxons...

Se posent naturellement les problemes suivants :

» En quels points la fonction F est-elle définie ?

* Quelles sont ses propriétés a I'intérieur de swnaine de définition ?

* Quelles sont ses propriétés au bord de ce dorfRaine

» Quelles sont les propriétés algébriques, difféettas et intégrales, de la transformation
de Laplacee:f - F?

» Peut-on remonter de & Autrement dit, y a-t-il une transformée de Laplawverse ?

Notons Df) I'ensemble des complexg@s= a + ib tels que la fonction t. €™ f(t) est inté-

grable sur ]0, d, c’est-a-direJ'0+°°e‘pt.f(t).dt est absolument convergente.
D(f) est appelélomaine d’absolue convergencde la transformée de Laplace.
Comme P f(t)| = e2|f(t) |, pOD({F) = a=Re@)dD().
De plus, sp O D(f), alors pour tout’ > a, e?@tf(t) est intégrable.
On en déduit que I'ensembleflpést de I'une des quatre formes suivantes :
O,C,{p;RepU]A, +o[} ou {p; Repl[A, +oof }.
Le réel A =a(f) est appel@bscisse d’absolue convergenae la transformée de Laplace.
On convientque A=o siDf) =0 , A=-c siDf) = C.
Exemples:
1) Sif(t) = exp(?), D) =0, cart—» €™ & n'est jamais intégrable.
2) Sif(t) = 0 ou sif(t) = expetz), D(f) =C, cart— e™f{(t) est toujours intégrable.

3) Sif(t) = 1 ou H(t), D) ={ p; Rep>01} et £1)(p) = LH)(p) = j0+°°e-pt.dt = ip.
4) Sif(t) = e ou et H(t), Df) ={p; Rep>a} et
S(e)(p) = e HM)(P) = [ e dt = L.

5) Sif(t)zt—zjq, Df)={p;Rep=01}.

i =1 = :
6)Sif() = D) ={p: Rep>0},

La proposition suivante donne une condition suffisapour qu’une fonctiorf ait une
transformée de Laplace :

Proposition : Soitf : ]0, +o][ -~ R ouC continue par morceaux sur tout segment.
Si I’intégraleﬂ f(t)|.dt converge, et si{M, y, A) Ot= A |f(t) |[< M¢€"*, D(f) est non vide.
La fonctionf est dite d’'ordre exponentisi elle vérifie cette derniere condition.




2. Propriétés générales

Dans la suite, on utilise librement la notationsibe FO) = £(f(t))(p) pourf(t) ] F(p).
La variablep est supposée réelle.
Proposition 1 : linéarité.
Si D(f) et D(@) sont non vides, (f + 3.g) est non vide et, sur B(n D(Q) :
£ a.f+P.9)(P) = a.Lf)(p) +B.-L9)(P).

Proposition 2 : translation.
Si D(f) est non vide, pour toet, D(e f(t) ) est non vide et £(ef(t) )(p) = (£ )(p + a).

Preuve: (e f(t) )(p) = jo+°°e-merm f(t).dt = jo“"e-@*aﬂ ft).dt = (£f)(p + a1).

Proposition 3 : retard.
Si D(f) est non videa > 0, gf) =f(t —a) pourt >a pourt <a, et

£ f(t-a))(p) = e*(£1)(P) .

Preuve: £(g)(p) = jo“"e-ptg(t).dt = [emg().dt + Lme‘ptg(t).dt = Ewe‘ptf(t—a).dt

f”e-wa) f(u).du = e*(£f)(p).

Proposition 4 : changement d’échelle
Si D(f) est non vide, O(at)) est non vide pour toua > 0, et & f(at))(p) = %(ﬁ f)(g).

Preuve: £(f(a))(p) = [ e f(at).dt = L [“emaf(u).du = L (ef)(2).

Proposition 5 : dérivée de I'image

Si D(f) est non vide, la fonctio f = F est de classe Gur l'intervalle h(f), +oo[, et
O = 1" Fp).

Preuve: Ici, la variablep est supposée réelle.

Soitp > a(f). Choisissons tel quea(f) <b <p.

La fonction e f(t)| est intégrable sur J0csf. Commet"e™|f(t) = O(e|f(t)) au V(+o),

chacune des fonction®e™ f(t) est intégrable.

Le théoreme de dérivation des intégrales a parasmstapplique :

« Chaque fonction — t"e™f(t) est continue par morceaux et intégrable ;

« Chaque fonctiop — t"e™f(t) est continue ;
« Pourp=b>a(f), t"e™|f(t) < Me*|f(t), majorante intégrable. Cqfd.

Corollaire : Sif(t) est a valeurs réelles positivespy¢st positive, décroissante, convexe, et
complétement monotone, en ce sens que sa déri@ée est du signe del()".

Proposition 5 : image de la dérivée
Sifest C surR,, alors £ (F)(p) = p F(p) —f(0).
Sifest @surR,, alors  £(@()(p) = p>F(p) —p f(0) —F(0).
Sif est € surR., alors
£ ) = p"FE) - (p"(0) +p"F () + ... +p £72(0) +f"V(0)).




Preuve: Il suffit d'intégrer par parties.
Proposition 6 : image de l'intégrale

Si D(f) est non vide et diest continue par morceau® (J'; f(u).du)(p) = igo)

Proposition 7 : convolution
Soientf et g deux fonctions continues [0eof — C, d’ordre exponentiel, leur produit de

convolutionf [Ig , défini par Ox=0 (fOg)(x) = LX f(x-t).g(t).dt.
est continue, d’'ordre exponentiel, et  £(f g )(X)(p) = L) (p)-L(9)(p).

Preuve: le schéma de la preuve, basé sur les intéglal@sles, est le suivant :
F09)N(P) = [ e (o)(.dx = [ ([ 1x-1.0(t).dt).dx

= [ Uedgve™dtdx = [ {x9gpe™ e dtdx
= [[, Deydhe™ e dxdt = j0+°°(jt+°° e hg(he "V P dx).dt

+00

= IO+°°(L+°° f(x—t)e‘p(x_t)_dx).Q(t)e—Pt_dt = L (L:m Ku)e_pu-du)-qt)e_pt,dt
= ["F(pae™dt = F).G(p) = £(7)(p)- ) (D).

3. Valeur initiale, valeur finale.

Soitf: ]0, o[ - R ouC une fonction continue par morceaux. Supposonsgaformée de
Laplace Ff) = J'Ome"" f(t).dt définie poump > 0, autrement d(f) < 0.

Nous nous proposons d'étudier le comportement amtigpe de H§) quandp - +w et
quandp - O+. Pour cela, observons queF(p) = pjome‘pt f(t).dt, ou Lm pef.dt = 1.

p.F(p) est la moyenne des valeti§ prises paf, pondérées par les poids™ dt .

3.1. Comportement de Kf) quandp — +oo.

Lorsquep tend vers 4o, les poidspe™ dt se concentrent au voisinage de 0+, de sorte que

F(p) dépend de plus en plus des valeur§leau voisinage de 0+ a mesure guaugmente.
Pour obtenir un équivalent ou un développement psytque de Hf) au V(+»), il suffira
de remplacer, dans [5j( f(t) par son équivalent ou son développent asympi®t&u O+.
C’est laméthode de Laplaceoupropriété de la valeur initiale.
Théoréme de la valeur initiale.
Soitf: [0, +o[ - C, continue par morceaux sur tout segment, vérifiant

(L) @) f(s) = O au V(o).
F(p) est définie poup >r, et lin . +o0 P.F(P) = limy_, o+ f(1).

On trouvera en exercices des applications et deérgksations de cet important résultat.

3.2. Comportement de Kf) quandp — O+

Lorsque O est a l'intérieur de f)(i.e.a(f) < 0, Fp) est développable en série entiere en 0 et
il 'y a pas de probleme.




Si 0 est au bord de B)(i.e.a(f) = 0, les poidspe™ dt se répartissent de maniéere de plus en

plus homogéne a mesure que- 0+, de sorte que p) dépend de plus en plus des valeurs
prises parf(t) en +eo, ou, disons, de son comportement général moyerRsurC’est la
propriété de la valeur finale

Théoreme de la valeur finale.

1) Sif est intégrable stR*., alors F =£(f) est définie poup = 0, et continue en 0.

2) Sif est intégrable sur ]0, 1] et a une limiteen +e0, F(p) est définie poup > 0 et
lgno+ p.FE) = lim_. 4 f(t) = w.

Preuve: laissée en exercice.

4. Table de transformées de Laplace usuelles

De méme qu'il existe des tables de primitives Usaetes tables de développements limités
usuels, il existe des tables de transformées deidfoet des tables de transformées de
Laplace de fonctions usuelles. Dans la table csales il faudrait en toute rigueur indiquer
les abscisses de convergence.

. AY) = jo e P f(t).dt
1
1 ou H(t) Y
1
et ou etH(t) p-a
costt)  sin) psz? F
chu) shex) pzfpa; pzf“’a;
"t ou TH() pnT'{L
Tet ou ' etH(t) (p_'gl,)ml

De cette table et des régles de calcul ci-dessudgduit que la transformation de Laplace
induit un isomorphisme de I'espace vectoriel dgsoeentielles-polynémes, c’est-a-dire les

combinaisons linéaires des fonctiofte™ (a réel ou complexe), sur I'espace vectoriel des
fractions rationnelles de degré < 0.

5. Transformée de Laplace inverse

Sif(t) a pour transformée de Laplace)F =£f, on écrit symboliquemerfit= gtFetlon
dit quef estunetransformée de Laplace inverse de F.

Attention, la transformation de Laplace n’est pas injective

— D’une part, seules interviennent les valeurs prsaf(t) sur t > 0. Les fonctions 1 et H(t)
ont méme transformée de Laplace.

- D’autre part, deux fonctions qui different &It peuvent avoir méme image de Laplace.
Une fonction nulle presque partout a une transferaeLaplace nulle.



Les fonctionsf(t) = e2 etg(t) = 0 pour t = 5,e2 pour t# 5, ont méme transformée de

Laplace : £f)(p) = (£9)(P) = 51y

Cependant, la transformation de Laplace est injedi on la restreint a certaines classes de
fonctions : exponentielles-polynémes, théoremeafel...

6. Introduction au calcul symbolique

Le calcul symbolique, ou calcul opérationnel, faventé par Heaviside pour résoudre

notamment les équations et les systemes diffélentieéaires, mais aussi certaines

équations intégrales. Il établit un pont entre gs&kt algebre. Nous allons le développer sur
guelques exemples.

Exemple 1: Résoudre I'équation différentiellg” + 3y’ + 2y =t , y(0) = y'(0) = 0.

C’est une équation différentielle linéaire a caaéfnts constants.
Notons Fp) = (£f)(p) la transformée de Laplace de y(t).

Ly +3y +2y)(p) = £MOP
p(pFPE) -Yy0))-y(©O)+d(F@P -y0))+2F) = é

0>+ 3p+2).FO) -4 y0)-y(0) =-L

p?
F@): 1 = 1 :ll—§i+é—lé'

PP(p+3pt2)  p(ptl)(pt2) 2 p* 4 p  ptl 4 pt2
La décomposition en éléments simples de la fractermet de remonter a la fonction
causale. Ff) est transformée de Laplace de :

y(t) %t—% + et —%eﬂ.

Cette méthode fournit le résultat juste, mais gtlse des problémes de rigueur.
1*" probléme: la solution y(t) a-t-elle une transformée delbap ?
II faudrait montrer que les solutions des équatidifrentielles linéaires a coefficients
constants et avec un second membre exponentidifaépne sont toutes dominées par
O(eM) pour un M convenable. C’est bien le cas, en effet
2°™ probléme: il manque un argument d’unicité pour remonteF@® a la source y(t).
Il faudrait démontrer que la transformation de bapl y(t) - F(p) est injective sur une
classe suffisamment vaste de fonctions (expon&gipblyndmes notamment).

Exemple 2: Trouver la fonctiorf continue déR dansR vérifiant:
OxOR f(x) =x° + '[Oxsin(x—t).f(t).dt (E).

C’est une équation fonctionnelle de convolution,sjécrit : f(x) = X + (sinOf )(X).
Notons Fp) = (£f)(p) la transformée de Laplace f{g).

Il vient Fp) :%+ Fp) donc Fm)zl + 2

pl " PP
F(p) est la transformée de Laplace di&) = X+ 1—12x4.

La réciproque est facile.
NB : On pourrait donner une solution directe pigsureuse et plus élémentaire.

En effet, (E) s’écrit : OxOR  f(X) = X + sinx. J'Oxcost.f(t).dt — COSX. Lxsint.f(t).dt.



On en déduit qué est ¢ et, de proche en proche; CSi on la dérive deux fois, on tombe
sur une équation différentielle...

7. Exercices corrigés

Exercice 1: Calculs explicites de transformées de Laplace
Calculer les transformées de Laplace des foncsanantes :

H(t) ,f() =1si0<st<1,0sinon , tH(E) ,"H({) , exH(t)
f(t) = cosfut).H(t) , f(t) =sinEx).H(t) , f(t) =t.sin@xt).H({) , f(t) = t.cosfut).H(t)
@ = S'”t H() -, () = sheat).H(Y) . f(t) = chx).H(Y)

() =sin(t - 37) sit> 37, 0sinon.

Solution : Dans ces solutions nous supposons la varjatdelle.
- +e " pt - e Pt = i
a) Fp) L e P'H(t).dt L e PLdt 5 pourp > 0.

—a P
b) Fp) = e ).t = [eiat = T

On pourrait observer quit) = H(t) — H(t — 1) et utiliser linéarité et dégkement.
Plus généralement, considérons, pour kowt), la fonction en escaliers :

Ph(t) = % si 0 <t <h, 0 sinon (les valeurs en Oletmportent peu).

1"
hp -

Ona Rf(t) = %( H(t) — H(t —h) ). Par linéarité et théoreme du retard® P{)(p) =
Si I'on fait tendreh vers 0+ dans cette formule, on obtient :

£0=1, ow est la distribution de Dirac ...

Cela suppose que I'on étende la transformationagéelce aux distributions de Schwartz.

c) F() = Lme_pttH(t)-dt = J:wte‘pt.dt = é pourp > 0.

d) Fp) = [ etoH(.dt = [ “reidt = pﬂil pourp>0 ( chgt de vapt=u).

e) Fp) = L“"e—ptermH(t)_dt = Lme‘(')“’)t.dt = ova —1 pourp > -a.
PpHawt .
+00 — l _— p+la‘

—p+ia)|° BT pourp > 0.

f) [eveaH().dt = [ereudt =

T pt -_ P pt _

Donc J'O e P'cos(h) H(t).dt R etJ' e P'sin(at)H(t).dt = p2+a)?
Conséquencepar linéarité, la transformée de Laplacefftg= 3.sin 4t — 2.cos 5t
=3 4 - p = L —_ 2p

est PX= 31216 ~ 2225 ~ piie  pizs
e (—:r ed+e

g) Par linéarité f(t) = sh¢at).H(t) =
ont pour images respectives

FO) =3 (i - o) = 5 o FO =35t + Sl =P,

H() et f(t) = chet).H(t) =

H(t)




h) La fonction f(t) = sin(t — 37”) sit> 37” , 0 sinon, n’est autre que

(tf = sin(t - 3T7T).H(t— 37”) .

On peut calculer sa transformée de Laplace diremtgrou utiliser le théoreme du retard :
e—37T/4

B(=&(sint)p+37) = T

Exercice 2: Domaines de définition et calcul des transforsnde Laplace des fonctions
suivantes : f(t):—\:}-t-— L f)=t""(a>0), f)=Int.

Solution : Ici, f est définie et continue sur ]0 eof.
Dans les trois cas, on montre qud)3{(]0, +oo[. Le chgt de vapt =u donne :

F(p) —j dt =41 jmg du = —Lr(1/2) \f

F(p) = J'O talgPldt = é J'O ualeudu = F I(a), par définition de la fonctioh.

e (latartar — 1 [ ud, _ Inp _c-Inp _ -y-Inp
F(p)—J'0 Intep.dt—loj'0 Inuewdu - =5 = =75 = == T8,

+00
car la constante c fg Inuet.du se trouve étre égale-&y, ouy est la constante d’Euler.

Exercice 3: Soit f une fonction T-périodique (T > 0), continue parrog@aux sur touf
segment. Montrer que B)(= £(f)(p) est définie pour toyt > 0 et que

|
Bl = 1_61_ - jo e PHf(t).dt.

En déduire que : lig.os p.F() = & jOT f(t).dt.

Applications: Calculer les transformées de Laplace des fomgtsnivantes :

a) La fonctionf 2repériodique définie parf(t) =sint si0 <t g1, f(t) = 0 sim<t< 2t
b) La fonctionf(t) = | sint |

c) La fonctionf 2a-périodique définie pai(t) = 1 si0O<t<a,-lsia<t< 2a.

Solution : f est bornée sWR, donc pour toup > 0, e f(t) est intégrable.

F(o) = Zj "epi(t).dt = Zw: jTe- AT fy).du = ie‘p”TJ'OTe‘p” f(u).du

= (Ze p”T)j e ™ f(u).du = _pT J' e P f(t).dt (somme d’une série géométrique).

pFE) = Lo [[e™f0at - & jOT f(t).dt quandp - O+.

FQ) = —coth’p FE) =

On trouve Hf) = 0

In2pP
5 -

'c|l—‘

1
(I-e™)(p>1)

Exercice 4: Domaines de définition et calculs des transf@snde Laplace de
a)f(t) = [t] ( partie entiere )  bij(t) = M sin<t<n+1 (r>0).




Solution : On trouvera resp.

D(f) = 10, +wo[ et F) =

e’ e 4
=] , DE)=1Inr, +oo] et F() = o e

Exercice 5: Intégrale de Frullani

at—gbt

T Trouver la transformée de Laplacef(lg

Soienta etb des réels > Qft) = d

at_ bt
En déduire la valeur df © dt.
Solution : résumée.
On trouve Df) =] max{a, —b), + oo[. On trouve Fp) = Inm ( considérer Fif) )
at—a-bt

Du coup, F(0) I T dt=InL2.

a
Exercice 6: Pour (0, A) O N*xR, soit f,, définie par f,(t) = etsit>0,0sit<0

( 1)'
Veérifier que O(m, n) ON*xXN* COADOR  fa * fax = fnenn -

Calculer la transformée de Laplacefggt), et vérifier que(fma * fan) = & fma.)-L (far)-

Solution partielle : Si 5, est la transformée de Laplace #g, , Fy\(p) = ([)——1/1)”

Exercice 7: Calculs explicites de transformées de Laplacerses
Pour chacune des fonctiofisuivantes, trouver une fonction caudaielle queLf=¢ :
SR S U NS S B e W i i

[ Indication pour la derniére question : résoudeddrd £Lg=¢' ].

Solution :

a) Décomposons en éléments simpiép) = Wl(p—l) = %(pi—l - ﬁ)

a pour fonction causalt) = 1(6 -e2)= % (,r“zsh% = % er“zsh(%) H(t).

1
b) De mémed(p) = W = l( 5211 p_+1)

a pour fonction causalt) = 5( cost+sint et).

25
) Enfin, 00) = oy = 3 5~ 4 ra

a pour fonction causald(t) = % %cos(Zt).

d) La fonctiond(p) = In pzpza n’est pas rationnelle, mais sa dérivée l'est.
__ i =1

¢'(p) = p2+a2 a pour fonction causale g(t) 5+ 2 cosét).




®(p) a donc pour fonction causafé) = 21‘%5@)_

Exercice 8: Trouver une fonction causdig) ayant pour transformée de Laplace
Transformée de Laplace f{p/t ?

— 1
o0 = papr )

Solution : Apres décomposition en éléments simples,

= 1.1 _ 1 1.1 A — 1 ot _ a2t 1 o
()= 5 5 iz + 3 pig ostiransformée de Laplacef@= 5 e - e* + 5 e

g(t) =f(t)/t a pour transformée de Laplace% In(p+ 1) +Inp+2)- %In(p + 3).

Passer par la dérivée...

Exercice 9: On considére I'équation différentielle (1) y'2y’ +y =y(t), t=0.
1) On suppose(t) = sin t. Trouver la solution de (1) vérifiai(®) = 1 etf’(0) = 0.
2) On suppos#(t) = et. Trouver la solution de (1) vérifiaf(0) = 0 etf’(0) = 2.

Solution :

Ce sont des équations différentielles linéairesedficients constants avec second membre.
1°"® méthode : méthode classigue

L’équation caractéristique et 2r+1= (r+ 13 a une racine double, done'(, tet) est
un systeme fondamental de solutions.

1) L’équation ') +2 @) +ft)=sint,f(0)=1,f0)=0

équivaut a @ +2f@t)+f(t))e =€esint,f(0)=1,f0)=0

Posons g(t) #(t)€. Alors g”(t) = esint ,g(0)=1 ,g(0) =1.

Deux quadratures conduisent a g(t%étﬂ) - % etcos t, puid(t) = %eﬂ(tﬂ) - %cos t.
2) Deméme f't)+2fFt)+ft)=¢et, f(0)=0,f(0)=2

équivauta M) +2f@t)+ft))e=1,f0)=0,f(0)=2

Posons g(t) f(t)e. Alors g”(t)=1 ,g(0)=0 ,g(0) =2.

Deux quadratures conduisent a g(t%:+ 2t, puisf(t) = ('[—22 + 2t )et.

2°™ méthode : calcul symboligue

Notons Fp) la transformée de Laplace f{8.

Alors £ (f'(t) +2 F(t) + f(t) ) = (p° + 20+ 1) Fp) - (p + 2)f(0) —F(0).
1) L’équation f'R)+2f@E) +ft)=sint,f(0)=1,f0)=0

N 2 _ (™ _pia: _ 1
conduit a " +2p+1)Fp) (p+2)—J'O esintdt = 2.

431 _1.p
2 (prD)z ~ 2 pAl

1 + P2 _3 1
P*1)(p+1)?  (p+l)?> 2 pHl
Il reste a revenir §t) au moyen des tables...
2) L'équation fo+27f@)+ft)=€et, f(0)=0,f(0) =2

Donc Fp) =

2 2 o= [Pevadt = L
conduit a -+ 2p+ 1) Fp) 2—J'0 eMe.dt = S
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Donc Ff) = (pfl)z + (p}1)3'

Il reste a revenir &t)...

Exercice 10: En utilisant les propriétés de la transforméeldplace, déterminer dd
fonctions causales vérifiant :

1) Ot=0 Ee[—x fx).dx = sint (2 0t=0 f(t)+ Eer f(t-x).dx = cos t.

Solution : Ce sont deux équations fonctionnelles intégrales
1°"® méthode : élémentaire
Cherchons une fonction continfideR., (ou deR) dansR vérifiant (1)

Alors etJ.;erx f(x).dx = sint, donc .[;erx f(x).dx = etsin t.
Dérivons les deux membrest f(t) = etcos t— etsin t, doncf(t) = cost—sint.

Réciproguement, cette fonction vérifie bien (1)
Cherchons une fonction continfideR . (ou deR) dansR vérifiant (2)

Alors f(t) + j;ex f(t—x).dx =f(t) + j;gw f(u).du =1(t) + ertJ';e* f(u).du = cos t.

Comme t- J':)e* f(u).du est (f, f I'est aussi. Dérivong f(t) + Ee* f(u).du = €cos't.
Ilvient € f(t) + € f(t) + €f(t) = e€cost— €sint, doncf(t) + 2 f(t) = cos t—sin t.
De plus,f(0) = 1. Cette équation différentielle a pour solt

f(t) = %eﬂf + %cos t- %sin t.

Réciproquement, on vérifie que cette fonction &iti§2)
2éme méthode : transformation de Laplace
L’équation intégrale (1) est une équation de caomvmh, qui s’écrit explf = sin.
Appliquons la transformée de Laplace®(exp)£(f) = £(sin)
-1
%ﬂ'Hp) = ﬁ , donc HRp) = %
Remontant a la fonction causdi@) = cos t — sin t. La réciproque reste a faire...
L’équation intégrale (2) est une équation de comvah, qui s'écritf + exp(-t)Jf = cos.
Appliquons la transformée de Laplace(f) + £(exp(-t))£(f) = £(cos )
+1 3p-1
0 a0 ohy e 0= By <k B
Il reste a remonter a la fonction causale, et atreofa réciproque.

Exercice 11: Trouver lesf 0 C(R, R) vérifiant OxOR f(x) =x + J.Oxcos«—t).f(t).dt.

Solution : Réponse | f(x) = x+ 1 + @eﬂz,sin(g X) - eX/z.cos(gx) .

On montre qué est C et vérifie :f(0) = 0 ,F(X) = 1 +f(X) - .[Ox f(t)sin(x-t).dt, f/(0) = 1, etf” (x) =

£ (x) - jox f(t)cosk-t).dt = F'(x) - F(x) +f(x) = x.
>dsol ve({di ff(y(x),x, x)-diff(y(x),x)+y(x)=x,y(0)=0,D(y)(0)=1},y(x));
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