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T.D. 1 (ANALYSE D’UNE SERIE TEMPORELLE)

EXERCICE 1. Notons par A 'opérateur linéaire tel que
AXt = (1 - L) Xt = Xt - thla
L est Popérateur de retard (L~ = F, opérateur d’avance).

Montrer que A permet d’éléminer les tendances linéaires et A? les tendances quadratiques. Généraliser
et preciser AYX; (d : degré du polynome).

EXERCICE 2. Calculer 'inverse des filtres suivants s’il est possible:
1
i <1 - L> ,
2
i) (1+2L),
ii) (1-3L+1L%),
) (1+3L-L1%.
En déduir Y; en fonction de X dans les cas:

Xy =Yy —0.5Y;1,
Xi =Y +2Yi

EXERCICE 3. Montrer qu’un filter

M(L) == (—L*+4L+3+4F — F?)

O =

laisse invariantes les polynomes de degré d = 3 et enléve les composantes saisonnaires de période p = 3.
EXERCICE 4. Montrer qu’un filter d’order 2d +1 =3 :
1 2
M(L):§(1+L+L )

laisse invariantes les tendances linéaires. Généralisez pour d quelconque.
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EXERCICE 1. AX; = (1-L)X; = Xy — X;_1, L= = F. Soit Z; = a + bt une tendance linaire, on a
AZy =7y —Zi 1= (a+bt)— (a+b(t—1)) =b=C" indép.de t.
De méme, soit Z; = a + bt + ct?> une tendance quadratiques:
A2, =(1-L0)Zy=(1-2L+ L) Zy =24 — 2241 + Zy—s
— b+ ct?—2 (a+b(t— 1)+c(t—1)2) + (a+b(t—2)+c(t—2)2>

=a+bt+ct? —2(a+bt —b+ct? —2ct +c) + (a+ bt — 2b+ ct® — det + 4c)
=2c = C°" indép.de t.

Donc généralisement, si Z; = ag + a1t + ... + aqt? une tendance polynomiale de degré d, alors

AYZ, = dlag.
EXERCICE 2. Inverse des filtres. On a
L _ iakLk si la| <1 et LI ia‘klfk si la| > 1
1—al ’ 1—al ’
k=0 k=1
1 1 . .
1— §L —a=05<1—1(1- §L inversible:
—1 [e%s}
1 1 k 1. 1., 1.4
1--=L = = 05L) =1+ -L+-L —L
( 2) 1-1L kzzo( ) Tkt gt

(142L) - a=1]-2|>1— (14 2L) inversible:

1
14 2L

(1+2L)"' =

S _ 1 1 1
=-> (2L) =Lt —-LP4 L
! 2 4 8

(1-40+10%) = (1—§L) (1-1L)

(1 — 1L) inversible, mais (1 — L) est non inversible, donc (1 — 3L + $L?) est non inversible.

1
(1 + %L _ L2) = (1+2L) (1 — 2L> — inversible:

-1
1 o 1, 1., 1.4 1., 1., 1. 4
1—=L) (+20) '=(142L+-L*+-L*+..) (L' ==L 24+ -L3+..
( 2)<+) <+2+4 +8+>(2 R

En déduit Y; en fonction de X :

1
Xt:}/lg—O.E)Y;,l—)Xt: (1—2L>}/t

2 4 8

1 ! 1 1 1 1
k 2 :
— )/t = (1 - 2L) Xt = kE . (O5L) Xt = 2 ok Xt—k' = Xt + 2Xt—1 + Xt_Q + Xt_g + ...

Xe =Y +2Y, 1 = Xp = (1+20) Y
(oo} oo 1

k
_ _ 1 1 1
—Yi=(1+20) 7 X, ==Y (<20) Xy =) <2) Xk = 5 Xep1 = 7 X2 + 2 Xips o+ -
k=1 k=1



EXERCICE 3. Soit le modéle
Xy =Zy+ S +er = (ao + art + ast® + ast?®) + S, + &
avec Sy est une composantes saisonnaires de période 3 :
Sttp = St =718t +755% + 4353, tel que v1 +72 ++73 =0
Considérons le filtre M (L) = § (—L? + 4L 4+ 3+ 4F — F?) :
M(L)Xy=M(L)(Z¢+ St +¢e¢) = M(L)Zy + M(L)S; + M (L)e,

1 1
M(L)Zy = 9 (—L*+4L +3+4F — F?) Z, = 9 (=Zi—o+4Zi 1+ 32, +4Zs i1 — Zi1)

:%{_(a0+al(t_2)+a2(t_2)2+a3(t—2)3>+4(a0+a1(t—1)+a2(t—1)2+a3(t—1)3)

+3(a0+a1t+a2t2+a3t3)+4(a0+a1(t+1)+a2(t+1)2+a3(t+1)2)

— (a0 +ar(t+2) +ar(t+2) +as(t+2°) }
= Qo +a1t+a2t2 +CL3t3 = Zt

De plus,
M(L)S, = % (~L* +4L+3+4F —F?) S, = % (=Si_o + 45,1 + 35, + 4511 — Spy2)
- é (—Se—2 + 4841 + 35, + 4S¢41-3 — St42-3) = % (2Sy + 451 + 35 1+ 451y — Sy1)

Finalement, ¢; est un terme d’erreur, donc

(—&r_2+4ei 1+ 3er + 4441 — €142) = €.

Nl

1
M(L)ey = 5 (~L* + 4L+ 3 +4F — F) e =

Donc, le filter M (L) laisse invariantes les polys de degré 3 et enléve les saisonnaires de période 3.

EXERCICE 4. Soit le filter d’order 2d + 1 = 3 (Pour d =1) : M(L) = § (1+ L+ L?) et soit la tendance
linéaire Z; = ag + ait ~ Poly(d =1) :

1 1
M(L)Z; = (1+L+L2)Zt=g(ZtJrZHJrZH):g(ao+a1t+ao+a1(t—1)+ao+a1(t—2))

o

= = (ap + a1t + ap + a1t — a1 + ag + ait — 2a1) = (ag — a1) + a1t = aj, + a1t ~ Poly(d = 1)

w

Pour d =2: M(L) = % (1 + L+ L2+ L3+ L4) , et soit la tendance quadratique Z; = ag + a1t + ast? ~
Poly(d =2):

(Zy+Ztr+ Zy—o+ Zi—3+ Zy—4)

Wl =

M(L)Zy = - (1+ L+ L*+ L*+ L) Z, =

1
5
:%{(a0+a1t+a2t2)+(a0+a1<t_1)+a2(t—1)2)+<ao+a1(t—2)+a2(t—2)2)
=+ (ao+a1(t—3)+a2(t—3)2)+(a0+a1(t_4)+a2(t_4)2>}

= (ap — 2a1 + 6a2) + (a1 — 4az) t + aot® = af, + ajt + agt® ~ Poly(d = 2)

Généralement, pour d quelconque, le filtre

1
M(L):2d+1

(L+ L+ L+ ...+ L)

laisse invariantes les tendances polynomiales de degré d : Z; = ag + a1t + ... + aqgt® ~ Poly (d).



