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____________T.D. 1 (Analyse d�une série temporelle)___________

Exercice 1. Notons par � l�opérateur linéaire tel que

�Xt = (1� L)Xt = Xt �Xt�1;

L est l�opérateur de retard (L�1 = F; opérateur d�avance).

Montrer que � permet d�éléminer les tendances linéaires et �2 les tendances quadratiques. Généraliser
et preciser �dXt (d : degré du polynôme).

Exercice 2. Calculer l�inverse des �ltres suivants s�il est possible:

i)

�
1� 1

2
L

�
;

ii) (1 + 2L) ;

iii)
�
1� 4

3L+
1
3L

2
�
;

iv)
�
1 + 3

2L� L
2
�
:

En déduir Yt en fonction de X dans les cas:

Xt = Yt � 0:5Yt�1;
Xt = Yt + 2Yt�1

Exercice 3. Montrer qu�un �lter

M(L) =
1

9

�
�L2 + 4L+ 3 + 4F � F 2

�
laisse invariantes les polynômes de degré d = 3 et enlève les composantes saisonnaires de période p = 3:

Exercice 4. Montrer qu�un �lter d�order 2d+ 1 = 3 :

M(L) =
1

3

�
1 + L+ L2

�
laisse invariantes les tendances linéaires. Généralisez pour d quelconque.
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____________Solution T.D. 1 (Analyse d�une série temporelle)___________

Exercice 1. �Xt = (1� L)Xt = Xt �Xt�1, L�1 = F: Soit Zt = a+ bt une tendance linaire, on a

�Zt = Zt � Zt�1 = (a+ bt)� (a+ b (t� 1)) = b = Ccst ind�ep:de t:

De même, soit Zt = a+ bt+ ct2 une tendance quadratiques:

�2Zt = (1� L)2 Zt =
�
1� 2L+ L2

�
Zt = Zt � 2Zt�1 + Zt�2

= a+ bt+ ct2 � 2
�
a+ b (t� 1) + c (t� 1)2

�
+
�
a+ b (t� 2) + c (t� 2)2

�
= a+ bt+ ct2 � 2

�
a+ bt� b+ ct2 � 2ct+ c

�
+
�
a+ bt� 2b+ ct2 � 4ct+ 4c

�
= 2c = Ccst ind�ep:de t:

Donc généralisement, si Zt = a0 + a1t+ :::+ adtd une tendance polynômiale de degré d, alors

�dZt = d!ad:

Exercice 2. Inverse des �ltres. On a

1

1� aL =
1X
k=0

akLk, si jaj < 1 et
1

1� aL = �
1X
k=1

a�kL�k, si jaj > 1

�
1� 1

2
L

�
! a = 0:5 < 1!

�
1� 1

2
L

�
inversible:�

1� 1
2
L

��1
=

1

1� 1
2L

=
1X
k=0

(0:5L)
k
= 1 +

1

2
L+

1

4
L2 +

1

8
L3 + :::

(1 + 2L)! a = j�2j > 1! (1 + 2L) inversible:

(1 + 2L)
�1
=

1

1 + 2L
= �

1X
k=1

(�2L)�k = 1

2
L�1 � 1

4
L�2 +

1

8
L�3 + :::

�
1� 4

3L+
1
3L

2
�
=

�
1� 1

3
L

�
(1� L)�

1� 1
3L
�
inversible, mais (1� L) est non inversible, donc

�
1� 4

3L+
1
3L

2
�
est non inversible.

�
1 + 3

2L� L
2
�
= (1 + 2L)

�
1� 1

2
L

�
! inversible:�

1� 1
2
L

��1
(1 + 2L)

�1
=

�
1 +

1

2
L+

1

4
L2 +

1

8
L3 + :::

��
1

2
L�1 � 1

4
L�2 +

1

8
L�3 + :::

�
En déduit Yt en fonction de X :

Xt = Yt � 0:5Yt�1 ! Xt =

�
1� 1

2
L

�
Yt

! Yt =

�
1� 1

2
L

��1
Xt =

1X
k=0

(0:5L)
k
Xt =

1X
k=0

1

2k
Xt�k = Xt +

1

2
Xt�1 +

1

4
Xt�2 +

1

8
Xt�3 + :::

Xt = Yt + 2Yt�1 ! Xt = (1 + 2L)Yt

! Yt = (1 + 2L)
�1
Xt = �

1X
k=1

(�2L)�kXt = �
1X
k=1

�
�1
2

�k
Xt�k =

1

2
Xt+1 �

1

4
Xt+2 +

1

8
Xt+3 + :::
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Exercice 3. Soit le modèle

Xt = Zt + St + "t =
�
a0 + a1t+ a2t

2 + a3t
3
�
+ St + "t

avec St est une composantes saisonnaires de période 3 :

St�p = St = 1S
1 + 2S

2 + 3S
3; tel que 1 + 2 ++3 = 0

Considérons le �ltre M(L) = 1
9

�
�L2 + 4L+ 3 + 4F � F 2

�
:

M(L)Xt =M(L) (Zt + St + "t) =M(L)Zt +M(L)St +M(L)"t

M(L)Zt =
1

9

�
�L2 + 4L+ 3 + 4F � F 2

�
Zt =

1

9
(�Zt�2 + 4Zt�1 + 3Zt + 4Zt+1 � Zt+2)

=
1

9

n
�
�
a0 + a1 (t� 2) + a2 (t� 2)2 + a3 (t� 2)3

�
+ 4

�
a0 + a1 (t� 1) + a2 (t� 1)2 + a3 (t� 1)3

�
+ 3

�
a0 + a1t+ a2t

2 + a3t
3
�
+ 4

�
a0 + a1 (t+ 1) + a2 (t+ 1)

2
+ a3 (t+ 1)

2
�

�
�
a0 + a1 (t+ 2) + a2 (t+ 2)

2
+ a3 (t+ 2)

3
�o

= a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 = Zt

De plus,

M(L)St =
1

9

�
�L2 + 4L+ 3 + 4F � F 2

�
St =

1

9
(�St�2 + 4St�1 + 3St + 4St+1 � St+2)

=
1

9
(�St�2 + 4St�1 + 3St + 4St+1�3 � St+2�3) =

1

9
(�St�2 + 4St�1 + 3St + 4St�2 � St�1)

=
1

9
(3St�2 + 3St�1 + 3St) =

1

3
(1 + 2 + p) = 0:

Finalement, "t est un terme d�erreur, donc

M(L)"t =
1

9

�
�L2 + 4L+ 3 + 4F � F 2

�
"t =

1

9
(�"t�2 + 4"t�1 + 3"t + 4"t+1 � "t+2) = "0t:

Donc, le �lter M(L) laisse invariantes les polys de degré 3 et enlève les saisonnaires de période 3:

Exercice 4. Soit le �lter d�order 2d + 1 = 3 (Pour d = 1) : M(L) = 1
3

�
1 + L+ L2

�
et soit la tendance

linéaire Zt = a0 + a1t � Poly (d = 1) :

M(L)Zt =
1

3

�
1 + L+ L2

�
Zt =

1

3
(Zt + Zt�1 + Zt�2) =

1

3
(a0 + a1t+ a0 + a1 (t� 1) + a0 + a1 (t� 2))

=
1

3
(a0 + a1t+ a0 + a1t� a1 + a0 + a1t� 2a1) = (a0 � a1) + a1t = a00 + a1t � Poly (d = 1)

Pour d = 2 : M(L) = 1
5

�
1 + L+ L2 + L3 + L4

�
; et soit la tendance quadratique Zt = a0 + a1t + a2t

2 �
Poly (d = 2) :

M(L)Zt =
1

5

�
1 + L+ L2 + L3 + L4

�
Zt =

1

3
(Zt + Zt�1 + Zt�2 + Zt�3 + Zt�4)

=
1

5

n�
a0 + a1t+ a2t

2
�
+
�
a0 + a1 (t� 1) + a2 (t� 1)2

�
+
�
a0 + a1 (t� 2) + a2 (t� 2)2

�
= +

�
a0 + a1 (t� 3) + a2 (t� 3)2

�
+
�
a0 + a1 (t� 4) + a2 (t� 4)2

�o
= (a0 � 2a1 + 6a2) + (a1 � 4a2) t+ a2t2 = a00 + a01t+ a2t2 � Poly (d = 2)

Généralement, pour d quelconque, le �ltre

M(L) =
1

2d+ 1

�
1 + L+ L2 + :::+ L2d

�
laisse invariantes les tendances polynômiales de degré d : Zt = a0 + a1t+ :::+ adtd � Poly (d) :
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