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Chapitre 1

Initiation aux Probabilités

1.1 Experiance aléatoire

Définition 1 Une experiance aléatoire est une experiance dont les résultats sont

liés au hazard.

Exemple 2 Le lancement d’une piéce de dé.

1.2 Evénements

Définition 3 Un événement élémentaire est le résultat d’une experiance aléa-

toire.

Définition 4 Un événement total est tous les résultats possibles d’une expe-

riance aléatoire.
Définition 5 Un événement est une sous ensemble d’événement total.

Exemple 6 On lance une piéce de dé, alors I’événement ( Obtenir le numéro 03)

c’est une événement élémentaire d’une experiance aléatoire de dé.

Exemple 7 Sur le méme exemple, on peut écrire

0 ={1,2,3,4,5,6}.

A = { Obtenir le numéro 03} .



Prof : CHALA Adel Biostatistique-Initiation aux Probabilités 2

1.3 Probabilités

Définition 8 La probabilité est une mesure qui associe & chaque évenement A

son probabilité

P: Q—]0,1]
N ] A
A P(A) = ombre des cas convenables B Cardinal de

Nombre des cas possibles — Cardinal de Q

avec P (@) =0, et P(2) = 1.
Exemple 9 Reprenons l’exemple précédent, alors il vient que
0 =1{1,2,3,4,5,6}, alors || =6

A = { Obtenir le numéro 03} alors |A| =1
Alors

Nombre des cas convenables

P(A) =
(4) Nombre des cas possibles
Cardinal de A |A| 1

= - =—=-¢€[0,1].
Cardinal de Q Q] 6

Exemple 10 De méme, mais pour A = { Obtenir un nombre paire}
Alors A =1{2,4,6}, d’ou

Nombre des cas convenables

P(A) =
(4) Nombre des cas possibles
_ Cardinal de A @ 3

- Cardinal de Q  |Q] 6

1
=-¢c|0,1].
26[7]

Définition 11 Soient A, B deux événements dans €

1/ On dit que A et B sont disjoints si et seulement si
ANB=a.
2/ On dit que A et B sont indépendantes si et seulement si

P(ANB)=P(A)x P(B).
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Proposition 12 Soient A, B deux événements dans 2, alors

1/
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Si AN B = @, alors
P(AUB)=P(A)+ P(B).
2/ 8i B C A, alors
P(A—B)=P(A)—P(B).

ot A — B : l’ensemble A sauf l’ensemble B voir la figure ci-aprés

3/ Si A c’est le contraire de A, alors
P(A)=1-P(A).

Exemple 13 On lance une piéce de dé deux fois. On note par A l’événement
suivante A = { Obtenir une somme égale o 06} , et par B l’événement suivante
B = { Obtenir la somme <8}

L’ensemble total c’est

0= {1,2,3,475,6} X {1,2,3,4,5,6}
= {(17 1) ) (1’ 2) ) (1v3> ) (174) ) (175) ) (1a6) )

(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(54),(5,5),(5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)} .
Alors le cardinal de 2 c’est
Q| = 6% = 36.

Pour ’événement A = { Obtenir une somme égale a 06}, alors
A={(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(51)}.

La probabilité de réussite [’événement A c’est

Nombre des cas convenables | A| 5
(4) Nombre des cas possibles 2] 36 €[0.1]
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Soit B = { Obtenir la somme <8}, alors

(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),
(2,4),(2,5),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),
(4,1),(4,2),(4,3),(5,1),(5,2)
(6,1)}.
La probabilité de réussite l’événement B c’est
P(B) = Nombre des cas convenables _ @ _ % _ 1 c[0.1].

Nombre des cas possibles Q] 36 12

1.4 Loi de probabilité

Définition 14 La variable aléatoire est une application

X QO —Roubien N
w— X (w).

Pour les X (w) € N, on dira ici que la variable aléatoire X est discrét, d’al-

leiur pour que X (w) € R, on dira ici que la variable aléatoire X est continue

Définition 15 La loi de probabilité d’une variable aléatoire est une application

Py 0 —10,1]
Ar— Px(A)=P(X € A).

Définition 16 FEspérance de la variable aléatoire X c’est la quantité suivante
E(X)=> kP(X=k).
i=1

Définition 17 Moment d’ordre deux (02) de la variable aléatoire X c’est la

quantité suivante

B(X?) =S BP(X k).
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Définition 18 Variance de la variable aléatoire X c’est la qualité positive sui-

vante

Var (X) = E(X — E(X))’=F (X?) - E(X)”

:zn:kQP(X:k)— <zn:kP(X:k)> :

Définition 19 FEcart-type de la variable aléatoire X c’est la quantité positive
sutvante

Var (X).

Exemple 20 On lance deux piéces de des simultanument, on note par X la
variable aléatoire qui représente le nombre inferieure entre les deux résultats
obtenues.

Quelle est la loi de probabilité de X.

Solution 21 FEvénement total c’est
0=1{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}
={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),

Y

Alors le cardinal de Q) c’est
Q| = 6% = 36.

On remarque ici que les valeurs de X sont
X €{1,2,3,4,5,6}

Pour déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X il suffit de
trouver tous les probabilités P (X = k), avec k € {1,2,3,4,5,6}.

Alors
P(X=1) =P((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),

(1)( 1), (41),(5,1),(6,1))

36'
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P(X=2) =P(22),(23),(2,4),(2,5),(2,6),
(3, %} ,(4,2),(5,2),(6,2))
T 36
P(X=3) =P(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(4,3),
(5,3),(6,3))
_0
BT
P(X=4) =P((4,4),(4,5),(4,6),(5,4),(6,4))
05
" 36
P(X=5) =P((5,5),(56),(6,5))
~ 03
=35
P(X =6) =P((6,6))
~ 01
=
Alors la loi de X c’est
k 1 2 18 |4 5 |6
P e — g | T[0T 05 0501
36 1 36 1 36 | 36 | 36 | 36

On peut calculer les moments suivantes

*Espérence de la variable aléatoire X

09 07 05 03
2 — 4 —
(@) () 1 (5) ()

1
36(11+2><09+3><7+4><5+5><3+6)

91
36

)+ 2P (X =2)+3P(X =3)+4P (X =4) +5P (X =
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Moment d’ordre 02 pour la variable aléatoire X
E(X?) =) KP(X =k)
i=1

=PP(X=1)+2P(X =2)+3*P(X =3)+4°P (X =4) +5*°P (X =)
11 09 07 05 03

=1 (=) +2° (= ) +3 =) +4 (= | +5 (=
(36) 2 (5) + (56) - () + ()

1

= %(11+22 X 094 3% X 74 4% x 54 5° x 34 67)
~ 301
36

Alors la variance donnant par

Var (X)=E (X?) — E*(X)
_ 301 (91*
- 36 36
L (301 x 36 — 91%)

=36
2555

= —2>0.
36

1.5 Espérance conditionnelle et formule de Bayes

Définition 22 Soient A, et B deux événements dans 2, avec P (B) # 0, la
probabilité conditionnelle est une mesure de probabilité d’événement A sachant
I’événement B, et on écrit P (A | B) est définit par
P(ANB)
P(A|B)= ————
Théoréme 23 (Théoréme de Bayes 1) :
P(B)=) P(B|A)P(4).
j=1

Théoréme 24 (Théoréme de Bayes 2) :

_ P(B|Ax)P(A)
P B) = s o (B 4) P (A))
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Exemple 25 Deux urnes A, et B contient 80 boules rouges et noires, comme
suite

Urne A contient 10 boules noires et 30 boules rouges.

Urne B contient 20 boules noires et 20 boules rouges.

1/ Déterminer la probabilité de trouver une boule dans urne A.

2/ Déterminer la probabilité de trouver une boule dans urne B.

3/ Déterminer la probabilité de trouver une boule rouge (R) sachant qu’il est
tirer du urne A.

4/ Déterminer la probabilité de trouver une boule rouge (R) sachant qu’il est
tirer du urne B.

5/ On tire au hazard une boule, si cette boule est rouge (R)

a) Calculer la probabilité que la boule tiré est provienement de la partie A.

b) Calculer la probabilité que la boule tiré est provienement de la partie B.

c¢) Etablir la question b) sans calcul par la formule de Bayes.

AB

Noires (10 boules) Noires (20 boules)

Rouges (30boules)

Rouges (20 boules)
Urne A
Urne B

2-png



Prof : CHALA Adel Biostatistique-Initiation aux Probabilités 9

Solution 26 On note par

A={ Urne A},
B ={ Urne B},
R = { Les boules Rouges}
N ={ Les boules Noires} .

Nous avons le chemin suivant

ABArbre

Urne A 40

Boules
/ 30 Rouges
Urnes
"

40
20 Rouges

Boules

3.png
1/ La probabilité de trouver une boule dans urne A c’est

1Al 40 1
PA)=—=—==-=0,5€(0,1].
2/ La probabilité de trouver une boule dans urne B c’est

|B] 40 1
PB =212 2 g 5e0.1].
3/ L’évenement (R |A) signifier que de trouver une boule rouge (R) sachant qu’il

est tirer du l'urne A, alors la proba qui verifier par cette évenement c’est

RNA 30 3
P(R|A) =] a ':4—0:16[0,1].
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4/ L’évenement (R |B) signifier que de trouver une boule rouge (R) sachant qu’il

est tirer du l'urne B, alors la proba qui verifier par cette évenement c’est

RNB| 20 1
P(R|B) 5] |:4—O:§€[0,1].

5/ a) On choisit au hazard une boule Rouge, on calcul qu’il est provienne dans
Purne A : c’est événement { (A|R) évenement a postérioré} | alors d’aprés la

formule de Bayes 02 on trouve

_ P(R|A)P(A)
P<A|R)_P(R|A)P(A)+P(R|B)P(B)
4 5@ %
R I R VI

3

b) On choisit au hazard une boule Rouge, on calcul qu’il est provienne dans l'urne
B : c’est événement { (B|R) évenement a postérioré} , alors d’aprés la formule

de Bayes 02 on trouve

P(B|R) =

c) On sait que
P(A)=1-P(A).

Alors méme formule pour la loi de Bayes
P(B|R)=1—-P(A|R)

3
5

(G NCRE

Exemple 27 Dans une usine on a trois machines My, My, et M3 fabriquent
70%, 10% et 20% des piéces (respectivement), chaque machine donnent 2%, 5%
et 1% (respectivement) des piéces defectueuses.

1/ Déterminer la probabilité de trouver une fabrication de la machine Mj .
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2/ Déterminer la probabilité de trouver une fabrication de la machine M.

3/ Déterminer la probabilité de trouver une fabrication de la machine Ms.

4/ Déterminer la probabilité de trouver une piéce défectueuse (D) sachant
qu’il tiré de la machine M;.

5/ Déterminer la probabilité de trouver une piéce défectueuse (D) sachant
qu’il tiré de la machine My

6/Déterminer la probabilité de trouver une piéce défectueuse (D) sachant qu’il
tiré de la machine Ms;

7/ On tire au hazard une piéce defectueuse (D)

a) Calculer la probabilité que cette piéce tiré est provienement de la machine
M.

b) Calculer la probabilité que cette piéce tiré est provienement de la machine
Ms.

c¢) Etablire la probabilité que cette piéce tiré est provienement de la machine
Ms.

Solution 28 Soit le chemin sutvant

123

Marhine
M1

Fabrique 70% des
piéces

2% defectueuses
< 98 % Bonnes qualités
5% defectueuses

95% Bonne qualités
1% Defectueuses

99% Bonne qualités

Fabrique

Usine contient
03 Machines

Machine M2

Fabrique 30% des
piéces

4.png
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On note par

My : la fabrication de la machine 1
M, : la fabrication de la machine 2
Mjs = la fabrication de la machine 3

D : Les piéces défectueuses
1/ La probabilité de trouver la fabrication de la Machine My c’est
P (M,)=70%=0,70 € [0,1].
2/ La probabilité de trouver la fabrication de la Machine My c’est
P (M) =10% = 0,10 € [0,1].
3/ La probabilité de trouver la fabrication de la Machine Mj c’est
P (M;) =20%=0,20 € [0,1].

4/ L’évenement (D |My) signifier que de trouver une piéce défectueuse (D)
sachant qu’il est tirer du machine My, alors la proba qui verifier par cette éve-

nement c’est

o) = POMI o 0ee01].
| M|
5/ L’évenement (D |Ms) signifier que de trouver une piéce défectueuse (D) sa-
chant qu’il est tirer du machine Ms, alors la proba qui verifier par cette évene-
ment c’est
P(D|M;) = 1D 0 M| =5%=0,05€[0,1].
| M|
6/ L’évenement (D |Ms) signifier que de trouver une piéce défectueuse (D)
sachant qu’il est tirer du machine Mz, alors la proba qui verifier par cette éve-

nement c’est

DN M.
PD M) = POy 01 p0,1).
| M|
7/ a) On tire au hazard une piéce défectueuse (D), on calcul qu’il est pro-

vienne de la machine M : c’est événement{ (M;|D) évenement & postérioré}
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alors d’aprés la formule de Bayes on trouve

P (D|My) P (M)

P(M,|D) =
MLP) = BB IAE) P (L) + P (D M) P (M) + P (D 35) P (M)
2
_ 0,02 x 0,70 — 0,666
0,02 x 0,70+ 0,05 x 0,10 + 0,01 x 0,20

= 66, 66%.

b) On tire au hazard une piéce défectueuse (D), on calcul qu’il est provienne
de la machine My : c’est événement { (My|D) évenement o postérioré} , alors

d’aprés la formule de Bayes on trouve

P (D M) P (Ms)

P(M,|D) =
Me\D) = BUBIAE) P (L) + P (D M) P (M) + P (D [34,) P (M)
_ 0,05 x 0, 10 0038
0,02 x 0,704 0,05 x 0,104 0,01 x 0,20

= 23,8%.

c) On tire au hazard une piéce défectueuse (D), on calcul qu’il est provienne
de la machine M3 : c’est événement { (Ms|D) évenement & postérioré} , alors

d’aprés la formule de Bayes on trouve

P (D|Ms) P (Ms)

P(M:|D) =
Ms\P) = BB I3E) P (3L + P (D M) P (Ma) + P (D 35) P (M)
1 2
_ 0,01 x 0,20 0,096
0,02 x 0,704+ 0,05 x 0,104 0,01 x 0,20

=9,6%.

*On sait que
P(A)=1-P(A).

Alors méme formule pour la loi de Bayes
P(M3|D)=1—(P(M|D)+ P (Mz|D))

=1 — (0,666 -+ 0, 238)
=0, 096.
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