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Définition de Modele Stationnaire

Modéle Stationnaire

Une ST X; est dite Stationnaire ou stationnaire du second ordre, si les mo-
ments de X; sont stable par translation temporelle :

E(Xt) = E(Xeyn) = ind du temps t

Cov (X, Xpn) = 7 (h) ind du temps t

avec

Cov (Xe, Xs) = v (lt=s|),  v(h)=7(=h) et 7(0)= Var(X).
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Définition de Modéle Stationnaire

Modéle Stationnaire

1) Xt = cos (wt) &, 2)  Xi = cos (wt) + e,
et ~ BB (0,0?) et ~ BB (0,0?)
n'est pas stationnaire car n'est pas stationnaire car
E(X:)=0, E (Xt) = cos (wt)
mais dép de t, méme si
7 (0) = 0% cos? (wt) Var (X;) = o2
dép de t. indépendant du t.
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Définition de Modele Stationnaire

Modéle Stationnaire

m Une ST X; est dite fortement stationnaire si

Vi L(Xe) = L (Xeyp) -
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Définition de Modele Stationnaire

Modéle Stationnaire

m Une ST X; est dite fortement stationnaire si

Ve L£(Xe) = L (Xesn).

m |l est clair que la stationnarité forte implique la stationnarité faible.
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Définition de Modele Stationnaire

Modéle Stationnaire

m Une ST X; est dite fortement stationnaire si

Vi L (Xe) = L (Xewn) .-

m |l est clair que la stationnarité forte implique la stationnarité faible.

m L'inverse n'est pas vraie sauf si X ~ Normale.
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Définition de Mo tationnaire

Modéle Stationnaire

m Bruit Blanc : Les erreurs sont centrées et non autocorrélées :
E (Et) =0,

{ o2, sih=0

E (€t€t+h) = (h) = 0 sinon

Donc, le BB est un modeéle stationnaire.
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Définition de Modéle Stationnaire

Modéle Stationnaire

Comment montrer la stationnarité du modeéle :

Xt = 0.4Xt_1 — 0.2Xt_2 + & ?
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Définition de Modéle Stationnaire

Modéle Stationnaire

m Soit le modeéle

Xt—i-alXt_l—}—...—ﬁ—apXt,p =¢er+bier 1+ ...+ bgei_yg =1
(1—0—31L+...+apr)Xt:(1—l—b1L—0—...+quq)£t =2
‘P(L) Xt = CD(L)St

Y (L) est le polyndme caractéristique en L de X;.

Théoréme

Une ST X; est dite Stationnaire, si toutes les racines z; de |'équation

ont le module > 1.
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Définition de Modele Stationnaire

Modéle Stationnaire

m Soit le modéle :
Xy —0.1X;_1 +2Xi_p = 1.2¢;

Il est clair que E (Xt) = —0.1E (X¢_1) +2E (X;_2) =22
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Définition de Modele Stationnaire

Modéle Stationnaire

m Soit le modéle :
Xt — O.].Xt,]_ + 2Xt72 = 1-2€t

Il est clair que E (X;) = —0.1E (X¢—1) +2E (X;—2) =22
m Considérons, le polyndéme caractéristique
¥(z)=1-01z+222=0

dont les solutions sont z; » = 0.025 £ 0.707/ € C de modules < 1. Alors,
Xt n'est pas stationnaire.

Prof. Yahia Djabrane Cours 2 : Modéles Stationnaires



Définition de Modele Stationnaire

Modéle Stationnaire

m Etudier la stationnarité des modéles :

Xt + thl +Xt72 =2t —+ 3.3St
Xt + Xt—l +Xt_2 =0.3e; 1
Xe — Xp_1+0.24X, 5 =5+ ¢

(1—13) Xe = (1—0.6L) &
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Définition de Modéle Stationnaire

Modeéle Stationnaire : Exemples

Modéle 1 (Stat) : Xy =¢+ ¢~ BBN(0,1), t=1:150
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Exemples de Modele Stationnaire

Modeéle Stationnaire : Exemples

Modéle 2 (Non Stat) : X; =05t+¢: ¢ ~ BBN(0,1), t=1:150
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Exemples de Modele Stationnaire

Modeéle Stationnaire : Exemples

Modéle 3 (Non Stat) : X; =2log (t) +5¢; & ~ BBN(0,1), t=1:150
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Exemples de Modele Stationnaire

Modeéle Stationnaire : Exemples

Modéle 4 (Non Stat) : X; = X;—1+¢&+ ¢~ BBN(0,1), t=1:150

Series x4
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Exemples de Modele Stationnaire

Modeéle Stationnaire : Exemples

Modéle 5 (Non Stat) : X; = 0.01t+t 'e; e ~ BBN(0,1), t=1:150
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Exemples de Modele Stationnaire

Modeéle Stationnaire : Exemples

Modeéle 6 (Non Stat) : X; = log (t) +sin(t) +¢&; &~ BBN(0,1),
t=1:150




Exemples de Modele Stationnaire

Modeéle Stationnaire : Exemples

Modéle 7 (Non Stat) : X; =1.7X;_1 +¢:+ €~ BBN(0,1), t=1:150
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Exemples de Modele Stationnaire

Modeéle Stationnaire : Exemples

Modéle 8 (Stat) : X = 0.7X;_1 +¢& e+~ BBN(0,1), t=1:150
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Théoreme de Wold

Théoréme de Wold

Tout modele X; Stationnaire peut s'écrire en fonction de BB &¢, sous la forme :

Xe =) bjg,j, bieR.
j=0

Soit le modéle Stationnaire Xy = 0.7X;_1 + €¢, on a :

Xe—07X,_1 = (1—0,7L) X; = e =
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Causalité et Inversibilite

Modéle Causale

Définition : Modeéle Causale

Un modele X; est dit causale, si X; s'écrit en fonction du passé de €; seulement.

m Le modele X; = (1 —0.6L)e; = e+ — 0.6e4_1 est causale,
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Causalité et Inversibilité

Modéle Causale

Définition : Modeéle Causale

Un modele X; est dit causale, si X; s'écrit en fonction du passé de €; seulement.

m Le modéle X; = (1 —0.6L)er = e+ — 0.6e4_1 est causale,

m Le modéle Xy = X;_1 + &+ n'est pas causale,
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Causalité et Inversibilité

Modéle Causale

Définition : Modeéle Causale

Un modele X; est dit causale, si X; s'écrit en fonction du passé de €; seulement.

m Le modéle X; = (1 —0.6L)er = e+ — 0.6e4_1 est causale,
m Le modéle Xy = X;_1 + &+ n'est pas causale,

m Le modele X; = cos(2t) + t? +&; n'est pas causale,
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Causalité et Inversibilité

Modéle Causale

Définition : Modeéle Causale

Un modele X; est dit causale, si X; s'écrit en fonction du passé de €; seulement.

m Le modéle X; = (1 —0.6L)er = e+ — 0.6e4_1 est causale,
m Le modéle Xy = X;_1 + &+ n'est pas causale,
m Le modele X; = cos(2t) + t? +&; n'est pas causale,

m Le modeéle (1 — L) Xy = (1 — L?) e, est causale.
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Causalité et Inversibilite

Modéle Inversible

Définition : Modéle Inversible

Un modeéle X; est dit inversible, si €+ s'écrit en fonction du passé de X; seulement.

m Le modele (14 0.6L) Xy = & = X¢ + 0.6X;_; est inversible,
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Causalité et Inversibilité

Modéle Inversible

Définition : Modéle Inversible

Un modeéle X; est dit inversible, si €+ s'écrit en fonction du passé de X; seulement.

m Le modele (1+0.6L) Xr = er = X¢ + 0.6X;_1 est inversible,

m Le modéle Xy = X;_1 + € est inversible,
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Causalité et Inversibilité

Modéle Inversible

Définition : Modéle Inversible

Un modeéle X; est dit inversible, si €+ s'écrit en fonction du passé de X; seulement.

m Le modele (1+0.6L) Xr = er = X¢ + 0.6X;_1 est inversible,
m Le modele Xy = X;_1 + &; est inversible,

m Le modéle X; = cos(2t) + t> + ¢ n'est pas inversible,

Prof. Yahia Djabrane Cours 2 : Modéles Stationnaires



Causalité et Inversibilité

Modéle Inversible

Définition : Modéle Inversible

Un modeéle X; est dit inversible, si €+ s'écrit en fonction du passé de X; seulement.

m Le modele Xy = X;_1 + &; est inversible,

Le modele (1 +0.6L) Xr = e+ = X¢ + 0.6X;_1 est inversible,

m Le modele X; = cos(2t) + t2 + €; n'est pas inversible,

m Le modeéle (1 — L) X; = (1 — L?) e n'est pas inversible.
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Causalité et Inversibilite

Modele Causale ou Inversible : Exemples

m Etudier la Causalité et Inversibilité des modeéles :
Xt + Xe—1 + Xe—o =2t + 3.3¢;
Xt + Xi—1+ Xe—2 = 0361
Xt — Xp—1+ 024X o =5+¢;
(1—13) X = (1—0.6L)&;
(1—L)(1—0,5L) Xy = (1—L2) (1 —0.6L) e
(1-L3) Xe = (14+1.6L)¢;
(

1-L+0,252) X = (1 3L) e
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Soit X; un modéle stationnaire de fonction d’autocovariance 7 (.), tel que

¥ (L) Xe = @ (L) er, er ~ BBN <0,02) .
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Soit X; un modele stationnaire de fonction d'autocovariance 7y (.), tel que
(L) Xe = @ (L)er, e~ BBN (0,62) .
m X; admet la densité spectrale donnée par
K =g L 7(he
X 27r -

= 217r % Z ) cos (Ah) A€ [—m ml.
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Soit X; un modele stationnaire de fonction d'autocovariance 7y (.), tel que
(L) Xe = @ (L)er, e~ BBN (0,62) .

m X; admet la densité spectrale donnée par

1 [e9)

M) =5 L 7(h) e M
— %7(0)4-% i 7 (h)cos(Ah), A€ [-m 7.

h=1

m Inversement, la fonction d'autocovariance v (.) est telle que

v (h) = /n fic (A) eMhd.

—T7T
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Exemple : Soit le modeéle stationnaire :

Xt = (1 — O6L) Et = & — 0.681»,1
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Exemple : Soit le modeéle stationnaire :

Xt = (1 — 06[.) &t = &€t — 0.6€t_1

1,3602, h=0
v (h) = E(e; —0.66r_1) (6¢—p — 0.6e¢_p_1) = —0,602, h=1
0, h>2
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Exemple : Soit le modeéle stationnaire :

Xt = (1 — 06[.) &t = &€t — 0.6€t_1

[ ]
1,3602, h=0
v (h) = E (¢ —0.66,1) (¢¢—p — 0.66;_p_1) = —0,602, h=1
0, h>2
| |
02 2
=fx(A)=1 36% ——0“ cos (M) A€ [—m, 7
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Densité Spectrale

Densité Spectrale vs BB

m Propriété : Tout modeéle stationnaire de densité spectrale constante est un
bruit blanc.
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Densité Spectrale

Densité Spectrale vs BB

m Propriété : Tout modeéle stationnaire de densité spectrale constante est un
bruit blanc.

m En effet, soit Xy un modéle stationnaire de de densité spectrale constante

(fx (A) = C A,

T . 7T . 1 .17
7 (h) :/ fic (1) e'“’d/\:/ CeMdp = | C et
J—7m J—m ih o
= Cm (cos (Ah) +isin (Ah))Z = { 0, b1
2
2 _ _ 7
= X; ~ BB (0,0 = 2C7'() et fx (A) = o—.
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Densité Spectrale

Densité Spectrale vs BB

m Propriété : Tout modeéle stationnaire de densité spectrale constante est un
bruit blanc.
m En effet, soit X; un modéle stationnaire de de densité spectrale constante

(fx(A)=C 1A,

7 iAh Ah 1 oianl”
'y(h):/ fic (A) eMhd) = / CeMdp = [ch' ]

- i

1 2Cr, h=0
= Clh (cos (Ah) +isin (Ah))™ { 0, b1
2

2 _ _

= X; ~ BB (o,a = 2C7r) et fx (A) = o—.

m Inversement, soit X; un bruit blanc BB (0,02) . Alors,
1 1 i 2
fic (A) = + ; ) cos (Ah) gﬂ, ind de A
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Soit X; un modele stationnaire, tel que ¥ (L) X; = @ (L) €,
et ~ BBN (0,0?)..
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Soit X; un modele stationnaire, tel que ¥ (L) X; = @ (L) &,
et ~ BBN (0,0?).

m La densité spectrale fx (A) de X; est donnée par
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Soit X; un modele stationnaire, tel que ¥ (L) X; = @ (L) &,
et ~ BBN (0,0?).

m La densité spectrale fx (A) de X; est donnée par

—
o
=
S—
N
S|
3

m Exemples : Calculer la densité spectrale des modeéles suiavants
(1—-09L) Xy = (1—0.6L)¢;

(1—0,5L) X¢ = (1—L2) (1—0.6L)¢;
(1—L+0,25L2) X, = (1+ L) e
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Modele 1: (1 —-0.9L) X; = (1 —0.6L) ¢,
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Modele 1: (1 —-0.9L) X; = (1 —0.6L) ¢,

@ (eM)|* 02 [(1-09¢M)|* o2
¥ ()P 2% |(1-0.6ei)|> 27

(1—0,9cos (A))? +0.81sin? (A) 072
(1—0,6cos(A))? +0.36sin? (A) 270
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Densité Spectrale

Densité Spectrale

m Modele 1: (1 —-0.9L) X; = (1 —0.6L) ¢,

o= [2EN? a0 o2
CU e (1062
n
(1—0,9cos ()% +0.81sin? (1) (772
(1—0,6cos (1))%+0.36sin® (1) 270
n

~2,81—1,8cos (A) 0
1,36 —1,2cos (M) 27’
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Densité Spectrale

(1—L+0,25L2) Xe=(1+L)e

(1) (- 2) =

1 2
1
(1—L+0,25L2)Xt = (1—2L) (1+1L)e

Ye =X —m= 0.6(Yt,1 +m:Xt,1)+3—|-£t
= 0.6Yt_1 +8t
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