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a) X, =(-1)' &

b) X, = (1 - (—1)t) e

c) Xy =er+e4-3

d) X; = cos (wt) ey +sin (wt)e;, weE€IR

EXERCICE 2. Considérons le modéle: X; =a+ Xy 1+, t=1,2,...et Xqg=0.
1) Calculer E (X;) et vx (h). Ce modéle est-il stationnaire ?

2) Montrer la stationnarité du modele :
Yi=(01-L)X,.

Calculer E (Y;) et vy (h).
EXERCICE 3. Montrer la stationnarité du modéle suivant, puis calculer E (X3) :

X, =40404X,-1 — 02X, 2+, & ~BB(0,0°=1238).

EXERCICE 4. Soient: ¢, ~ BB (0,02), S; une fonction périodique de période p = 4 et ag, a,... des
canstantes.
1) Montrer la stationnarité du modéle:

Vi=(1-L)(1-LYX;, ot Xy=ao+ait+S +e.
2) Montrer la stationnarité du modéle:
Y= (1-ILY°X,, ou X,=(ao+at)S +e.
3) Donner une généralisation du probléme.

EXERCICE 5. Pour chaque modele: déterminer s’il est stationnaire, causale, inversible:

X +3Xi1 =¢1 — 9e4_9, Xy =54¢ —0.5e4_1,
X;+0.2X, 1 — 048X, o =&, X —Xi—3 =61 — €42,
Xt =€+ 649, X =2t4+ 1+ &y,

X — 14Xy 1 4+049X; 9 =¢; — 0.7g4_1, X, = cos(tn/3) + &;.

Xt + Xt,1 - ]..2th2 = &g, Xt + 0.2Xt71 + 0.2Xt,2 = &,



EXERCICE 1. Soit ¢, ~ BB (0, 02) . Etude de la stationnarité des modeles:
a) X; =(-1)'e, : On a
E(X) =0, V(X)) =(-1)*V () =0 x(h)=E(X;Xi )= (-1)*" 72 (h) = (=1)" 7c (h)

Donc X, est stationnaire, car ces moments sont indép de t.

b) X, = (1 - (—1)t) e

E(X)=0, V(X;)= (1 - (—1)t)2 V(e (1 —2(-1)' + (—1)”) o2 = (2 —2 (71)t> o?

la variance dépend du t — X; est Non stat.
C) Xi=¢er+ep-3:

E(Xi)=FE(et+ei-3) =0, vx (h) = E(X¢Xs—n) = E(es +e1-3) (€t-n +€t-3-1)
vx (k) = E(et1-n) + E (e16¢-3-1n) + E(€1-361—1n) + E (€1-384-3-1)

202, h=0
=% (h)+9(h+3)+7:(h—3)+7: (h) =< o2, h =43
0, si non

Donc X; est stationnaire, car ces moments sont indép de t.
d) X; = cos (wt) ey +sin (wt) ey, weEIR:

E (X;) = cos (wt) E (g¢) +sin (wt) E (g¢) =0
V (X;) = {cos (wt) + sin (wt)}* Var (g;) = {1 + 2 cos (wt) sin (wt)} o2
la variance dépend du t — X; est Non stat.

EXERCICE 2. Xy =a+X;_1+¢e, t=1,2,...et Xg=0:0na

Xi=a+Xi1+ta=a+(a+Xiot+e1)tea=20+Xi a+e+e1
=20+ (Oé + Xi_3+ 5t—2) +eptei1=3a+ Xi_3+¢er+6E—_1+Et—9

:~-~:ta—l—Xo—&—st—i—at,l+Et,2+--~+51:toz—&—ZEk.
k=1

E(X,) = (ta + Z £k> = ta.

vx () = E (X — EXy) (Xomp, — EXyp)) = (Zek25k>
k=1 =

B

k=t—h+1

Ce modele n’est pas stationnaire. Il s’agit d’une marche aléatoire.

2) Pour lemodele : V; = (1 — L) X, :

}/t:(l—L)Xt:Xt—Xt_lza‘l'E't

2 _
C’est un modele stationnaire (Bruit blanc) : E(Y;) = a et vy (h) = { g ’ h;r?on .



EXERCICE 3. Soit &y ~ BB (0,02 =12.8) :

Xt =40 + 0~4Xt71 - O.QXt,Q + & — Xt - 0~4Xt71 + 0-2Xt72 =40 + &
— (1-04L+0.2L*) X, =40 +¢, —» V(L) X; =40+ &,
On a
U(2)=1-042+0222=0—20=1+2i
les racines zg ont le modul =5 > 1, donc X; un modeéle stationnaire. Alors,

40

EXERCICE 4. Soient: ¢ ~ BB (0,02), S; une fonction périodique de période p = 4 et ag, aq,... des
canstantes.
1) Stationnarité du modele:

Vi=01-L)(1-LY)X,, ou X;=ao+ait+S +e.

On a
Vi=1-L)1-LYX;=(1-L)(1-L*) (ap+ait+ S, +&)=(1—-L) (1 - L") &

C’est un modele stationnaire car ¥ (z) = 1.
2) Stationnarité du modeéle:

Y; = (1 — L4)2Xt, ou X; = (ao + alt) Si + &¢.

On a
Y= (1 _L4)2Xt =(1 —L4)2(a0 +art+ S +e) = (1 —L4)25t

C’est un modele stationnaire car ¥ (z) = 1.
3) Une généralisation du probléme : S; une fonction périodique de période p, les modeles

Up= AN, Xy, ot Xy=ag+art+...+agt? +S; +e

et
Vi=AX,,  ou Xy = (a0 +art+ ...+ aat?) S+ e

sont stationnaire, avec Uy = AdApat et V= Ag"’lst.

EXERCICE 5. 1l suffit d’écrire le modele sous la forme: ¥ (L) X; = C + O (L) &,
1) X est stationnaire si toutes les racines zy de ¥ (z) = 0 ont le modul > 1, ou bien : ¥ (z) = 1.
2) X; est causale si X; = f (e4,6¢-1,€¢—2, ...) 1.e., en fonction du passé de ¢; seulement.
3) X est inversible e, = f (X3, X¢—1, X¢—o,...) i.e., en fonction du passé de X; seulement.

Xi+3Xi1=e1—9 02>V (2)=1432=0—20=-1/3 - |z| < 1
— X; est NON stationnaire, mais

(1+3L)X; = (1 —3L2)£t - (143L)X;=01+3L)(1-3L)e; = Xy =(1—3L)e; = &1 — 3e41
Donc, X; est causale, car X; est en fonction du passé de ; seulement.
X est NON inversible, car

Xe=(1-3L)e; e, =(1-3L)" X, = — Z?rkxt%.
k=1

11 s’agit des valeurs future de X; (les racines de O (z) = 0 ont le modul < 1).



