Chapitre 3

Intégration complexe
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3.1 Intégrales curvilignes complexes

Définition 3.1. Soit D C C un domaine. On appelle arc dans D une application
dérivable

v: [a,b] — D
t =)

v(a) et y(b) sont appelés I’origine et I’extrimité de I’arc ~y respectivement.

v(b)

v(a)

Définition 3.2. La réunion d’arcs est une application dérivable par morceaux dite
chemin :

7 = Uin1vi
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On décrit les points de I’arc au moyen de 1’équation y(t) = 2(t) = x(t) +iy(¢)
aveca <t <b.

Exemple 3.1. les segments orirntés [z, z1] sont des arcs :
v({#t) = (1 —t)z0 +tz1 = 20 +t(z1 — 20), 0 <t < 1.

Définition 3.3. Un arc ~y est dit fermé (Lacet ou contour) si son origine coincide
avec son extrimité. i.e. 7y(a) = ~y(b).

Exemple 3.2. Le cercle de centre 2 et de rayon r est un chemin fermé

v(t) = 20 +re’, 0<t<2m
A

czo

\

Définition 3.4. Un arc est dit simple s’il ne coupe pas lui méme.
Définition 3.5. Une courbe simple et fermé est dite une courbe de Jordan .

Définition 3.6. Soit z(t) = z(t) + iy(t), a < t < b, une paramétrisation qui
décrit un arc ~y. Si x(t) et y(t) sont de classe C' sur [a,b] alors 7y est appelée arc
différentiable.

La longueur de I’arc y est

b
L(y) = / 12/ (8)dt
ol |2/(8)] = /720 T 7200,

La longueur ne dépend pas de la paramétrisation.
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Exemple 3.3. 2(t) = re, 0 <t < 2r

2(t) =re', 0<t<2r

z(t) = rcos(t) = 2'(t) = —rsin(t)

y(t) = rsm( ) =y (t) = rcos(t)
2

(1) = [ (=rsin()? + (rcos(®))2dt = / rdt = 2.
0

0

h

Définition 3.7. Soit f(t) = u(t) + iv(t), a < t < b, avec u et v deux fonctions
réelles continues. On définit I’intégrale de f de a a b par

/ab F(t)dt = /abu(t) —I—i/abv(t)dt.

Exemple 3.4. [ (2t +4)2dt = [/ (4¢% — 1)dt +1i [} 4tdt = L + 2i.
Propriétés3.1. 1. [Tkf(t)dt =k [° f(t)dt, k € C.

2. () +g)dt = [} f(t)dt + [ g(t)dt

3. [P rtydt = — [ f(¢)dt

4. [P fydt = [ pydt + [0 f(2)dt

Définition 3.8. Soit f : D C C — C une fonction continue et vy : [a,b] — D un
chemin. L’intégrale curviligne de f sur le chemin -y est définie par

b
2)dz = "(t)d
LAﬂ) Lf@@h@)t

Exemple 3.5.

g
/zdz-/ t— dt =
g —

Remarque 3.1. /. Siy = U}'_,~; alors

Af@MZ=

n

Li f(z)dz

i=1
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2. fr f(z)dz = — f,y f(2)dz on v~ est le chemin opposé (inverse) de -y :
v~ ¢ [a,b] — D
t =y ()=va+b-1).

Ona~~(a) =~(b) ety (b) = y(a).

3.
[y f(z)dz

Théoreme 3.1 (Primitives). Soit D C C domaine et f : D = C continue alors
f admet une primitive dans D <= Y~ C D chemin fermé f,y f(z)dz = 0.

< MIL(Y), oit M=sup|f(2)|
zEy

Exemple 3.6. ‘ 1. fv % ou vy est le cercle de centre 0 et de rayon r.
y(t) =ret, 0<t<2m,

t
d 2 o it 21
/Z:/ ”itdt:i/ dt = 2mi # 0,
y 2 o Te o

v (t) = ire®,
1 N %
donc f(z) = - n’admet pas de primitive dans C*.
2. f 4z _ o5y est le cercle de centre zy et de rayon r.
Y 220

Y(t) =z + e, 0<t<2m,

it
dz 27r,L',r€it 2
[t [ [ o
WZ-—ZO o re °

V() = ire",
3. fv (Zflizzoy” n # 1 oi 7y est le cercle de centre zy et de rayon r.
Y(t) = 20+ e, 0<t<2n

7 (t) = ire'
/ dz _ /2“ ire' gt — it /27r o)t gy — pontt [ei(l—n)t] 2m
¥ (Z - ZO)n o (Teit)n o 1—n 0
—n—+1
_ T {ei(lfn)%r _ 1} -0
1—n

3.2 Lien entre intégrales curvilignes et intégrales doubles

Théoréme 3.2 (Théoreéme de Green). Soit D une partie de R? bornée par un che-
min simple et fermé y orienté positivement par rapport a D. Soient u et v deux
fonctions de classe C* dans D. Alors on a

ov  Ou
//D (8:5 — 8y> dxdy = /yuda:—i—vdy.
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Exemple 3.7. Vérifier la formule de Green pour ’intégrale
/ (2* = 2zy)d + (y* — 2%y)dy,
¥

ou vy est le carré de sommets (0,0), (2,0), (2,2) et (0,2).
Y=mUrUypaUrn

V3

[=]o Ll

Surviy=0,dy=0,et0 <z <2,
2
8
/ (2% — 2zy)dx + (v — 2%y)dy = / 22de = -,
71 0 3
Suryvx=2,dr=0et0<y <2
2
8
/ (2% = 2ay)da + (y° — 2?y)dy = / (v —dy)dy = - -8,
V2 0 3
Surysy=2,dy=0,et0<x <2,
0
8
/ (2% — 2zy)dx + (v* — 2%y)dy = / (2% — da)dr = —= +8,
V3 2 3
Suryvyx=0,dr=0,et0<y <2,
0
8
/ (y* = 2ay)dz + (y* — 2?y)dy = / ydy = —<,
Y4 2 3

donc
8 8 8 8

3 3 3 3

/(y2—2xy)d$+(y2—x2y)dy:+—8—+8—:0.
.

En utilisant la formule de Green on a

2 2 2 2
/(y2—2xy)dx+(y2—x2y)dy :/ / (—2zy+2x)dxdy = 2/ :cda:/ (—y+1)dy
5 0o Jo 0 0

IE2 2 2 2
-2 [} [—y—i-y} =2.2(—2+42) = 0.
2 0 2 0
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3.3 Intégration des fonctions analytiques

Définition 3.9. Soit D un domaine de C, le bord (la frontiere) 6 D de D se répartira
comme suit :
e Une courbe extérieure.
e k — 1 courbes intérieures (k > 1).
Lorsque k = 1 on dit que le domaine D est simplement connexe.
Lorsque k > 1 on dit que le domaine D est multiplement connexe.

5 O

FIGURE 3.1 - Simplement FIGURE 3.2 — Multiplement
connexe connexe

Remarque 3.2. Un domaine simplement connexe ne comporte aucun trou.

En 1825, le mathématicien Louis-Augustin Cauchy prouve 1’un des théoremes
les plus importants de I’analyse complexe.
Théoreme 3.3 (Théoreme de Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur un
domaine simplement connexe D avec f’ soit continue dans D, alors

ou vy est un chemin fermé (Lacet) quelconque inclus dans D.
La démonstration est une conséquence directe du théoréme de Green (théoreme
3.2) et des conditions de Cauchy-Rieman (proposition 2.1).

Preuve. Supposons que f’ est continue dans le domaine D. Alors si f = u+iv,
on sait que les dérivées partielles sont continues. D’autre part, on a

/ f(2)dz = / [u(z, y) + iv(z, y)] d(z + iy)
v il

= /u(:v, y)dx —v(z,y)dy +1i / v(z,y)dr + u(z,y)dy

Y Y
ov  Ou . ou Ov
—//D<‘ax‘ay)dxdy“ L(am‘ay)dl‘dy
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Puisque la fonction f est analytique dans D, alors les fonctions « et v vérifient les
conditions de Cauchy-Rieman dans tout point de D. Ceci implique que

Lf@mz:o

En 1883, le mathématicien Edouard Goursat prouve que la condition que f’ soit
continue n’est pas nécessaire.

Exemple 3.8. Soit ot v un chemin fermé dans C alors

/ezdzzo
.

car la fonction z — € est holomorphe dans C.

Proposition 3.1. Soit f une fonction holomorphe sur un domaine simplement
connexe D. soient | et vy deux chemins dans D ayant les mémes extrimités, alors

(2)dz= | f(2)dz.
7 72

L’intégrale dépend des extrimités.

Proposition 3.2. Soit f une fonction holomorphe sur un domaine simplement
connexe D, alors f admet une primitive F dans D, et pour tout chemin ~y : [a, b] —
Dona

/ f(2)dz = F(3(b)) — F(v(a)).
Y

En particulier, si vy est fermé (y(a) = (b)) alors
/f(z)dz = 0.
.

Conséquence 3.1. Soit D C C un domaine simplement connexe borné par un
chemin orienté positivement par rapport a D.

Si f est holomorphe dans D et continue sur D U 6D alors

ADf@Mz:Q
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Théoreme 3.4 (Généralisation du théoreme de Cauchy). Soit D C C un domaine
borné par un nombre fini de chemins orientés positivement par rapporta D : 0D =

" U (Uigyi)-
Si f est holomorphe dans D et continue sur D U 0 D alors

/5 H@)dz =0,

etona

3.4 Formule intégrale de Cauchy

Théoreme 3.5 (Formule intégrale de Cauchy (F. I. C.)). Soient f une fonction
holomorphe sur un domaine simplement connexe D, et zy € D. Alors on a pour
tout chemin simple et fermé ~y orienté positivement par rapport a D et entourant

20 |
f(z0) = 5= /z)

211 v 7= 20

dz.

Exemple 3.9. ]. fy Ze_zl dz ety : le cercle de centre 0 et de rayon 2.

fz)=¢ 20=1, f(1)=e¢,
/7;— -dz = 2mif (1) = 2rie.

2. 1. f7 @fiﬂdz ety : le cercle de centre O et de rayon 2.

flz) =22 —dz+4, z9=—i, f(—i)=3+4i,

2_ 4z 44
/ R omif(—i) = 2mi(3 + 44).
v Z+1
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Théoreme 3.6 (F. I. C. pour les dérivées d’ordre supérieur). Soient f une fonction
holomorphe sur un domaine simplement connexe D, et zy € D. Alors on a pour
tout chemin simple et fermé ~ orienté positivement par rapport a D et entourant

20

(0 = Y f&)
£ (z0) = ./y(z_zo)nﬂd.

21

Exemple 3.10. /. fv Z&%dz ety : le cercle de centre O et de rayon 1.

2+ 1 1y

A4 2i8 2(z+2i) 23

—21 est a lextérieur du cercle vy donc on pose

z+1

- ) :0’

1) z+ 21 0

L omi

zZ+21 _ "
/7z3 dz_j (0),
2 — 44 241

1/ — I: //0:
£ = G = O =S
/ z+1 2m1 2+ 14 7T+7T_
—_——dz = —— = —— 4+ —1.
724—}—22'23 21 4 4 2

3.5 Conséquences et applications

Théoreme 3.7 (Théoréeme de Moréra). Soit f une fonction continue dans un do-
maine simplement connexe D. Si pour tout chemin fermé ~ dans D, fv f(z)dz=0

alors f est holomorphe dans D.
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Preuve. La condition Vy C D, f,y f(2)dz = 0 est équivalente a I’existence
d’une primitive de f dans D, a savoir F'(z) = fzzo f(s)ds, zo est fixé arbitrairement
dans D ie.Vz € D, F'(z) = f(z) donc F est holomorphe dans D, ainsi F' est
C-analytique dans D ce qui implique que f est C-analytique dans D.

Théoreme 3.8 (Théoreme de Liouville). Si f est holomorphe sur C et |f| < M
alors f est constante.

Preuve. Soitz € C,

M (2) = n'/ (5 / (Zs))nﬂdz

211

1 (9] = 2 L(f(;Hd <

- est un cercle |s — z| = r, alors

pourn =1,ona
M
|f/ (2)| < 7?

sir — +o0, alors f’ (2) = 0. Donc f est constante.

Théoréme 3.9 (Théoréeme de d’Alembert). Si P(z) est un polynome de degré n,
alors I’équation P(z) = 0 admet n racines dans C.

Preuve. Posons P(z) = ap2" +...a1z+apoun > 0etay, # 0.
Supposons par ’absurde que Vz € C, P(z) # 0 alors la fonction h(z) = ﬁ
est holomorphe dans C, de plus

1

apZ" 4+ ...+ a1z 4+ ag

1 1
= — — 0, quand z — +o00
2" Gy A1z .+ Fagz

h(z) =

ie. Ve > 0,3R > Otel que |z| > R = |h(z)| < e, cela signifie que h(z) est

bornée dans C \ D(0, R), d’autre part / est continue dans D(0, R), elle est donc

bornée dans D(0, R), et par suite h est bornée sur C donc d’apres le théoréme de

Liouville i(z) est constante donc P(z) est constante(contradiction).

Donc P(z) admet au moins une racine z; € C, d’ou P(z) peut s’écrire P(z) =

(z — 21)Q(2), avec degQ(z) = n — 1, ainsi on peut montrer sans peine que P(z)

admet n racines dans C.

Théoreme 3.10 (Principe du maximum). Soit D un domaine de C, toute fonction
holomorphe dans D possédant un maximun local dans D est constante sur D.



