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Chapitre 1

Lois classiques

1.1 Lois discréts

1.1.1 Loi de Bernoulli

Définition 1 Une variable aléatoire X est dit suit la loi de Bernoulli, si la
variable aléatoire X modilise une seule fois ’expériance aléatoire o deux issues

possibles.

Modilisation d’une loi de Bernoulli

Etape 01 : Soient €2 événement des tous les résultats possibles, A événement
de €2, et X une variable aléatoire qui représente les résultats d’une expériance.

Etape 02 : On note par 01 (un) pour la variable aléatoire X si A est réalise
(la réussite de A).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire X si A n’est pas réalise (1’échec
de A).

Etape 03 : La probabilité de réussite ’événement A c’est

avec p+q = 1.
Conclusion La variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli B (p) .
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Exemple 2 On lance une piéce de monnaie une seule fois, on note par A [’évé-
nement { obtenir une face} . Déterminer la loi de probabilité pour cette expe-

riance.

Solution 3 En suivant les étapes

FEtape 01 : Soient ) événement des tous les résultats possibles
Q2 = { Pille, Face} .

A événement de

A = { obtenir une face} .

X wune variable aléatoire qui représente les résultats d’une expériance.

Etape 02 :On note par 01 (un) pour la variable aléatoire X si A est réalise
(la réussite de A).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire X si A n’est pas réalise (L’echec
de A).

FEtape 03 : La probabilité de réussite I’événement A c’est

N,
P(A)=P(X=1)= ombre des cas convenables

_ A1

Nombre des cas possibles

La probabilité de l’echec ’événement A c’est

— Nombre des cas convenables

Nombre des cas possibles

avecp+q=13+1=1
Conclusion La variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli B (%)
Parameétres caractéristiques

1/ La loi de probabilité pour la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli

B (p) est donné par
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2/ Espérance pour la variable aléatoire X est donné par

E(X) :ik]P(X:k)

=1P(X =1)+0P(X =0)
=1p+0g =np.

3/ Moment d’ordre deux pour la variable aléatoire X est donné par

E(X?) = iw (X =k)

=1°P(X =1)+ 0P (X =0)
= 1’p+0%¢ = p.

4/ Variance pour la variable aléatoire X est donné par

Var (X)=E (X?) — E*(X)

1 P (X = k) — (ikP(X_k)>

=p- ()’ =p-p) =pq

(]

Exemple 4 Reprenons l’exaemple précédent, alors

1/ La loi de probabilité pour la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli

1

B (5) est donné par

P(X=1)=3,
P(X =0)=1.

2/ Espérance pour la variable aléatoire X est donné par

1

E(X)=> kP(X =k)

=0
—1P(X = 1)+ 0P (X =0)
1 1 1

=1- 40> =
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3/ Moment d’ordre deux pour la variable aléatoire X est donné par

1

E(X?) =) KP(X =k)

=0
=1°P(X =1) +0°P (X = 0)
1 11
=12= + 0% = -
SR

4/ Variance pour la variable aléatoire X est donné par

Var (X) = E (X?) — E*(X)

:ik‘QP(X:k)— (ikP(sz))

=1
N L 1y 1
2] T3 9) ~ 1 PT

1.2 Lois continiues

Définition 5 On dit qu’une variable aléatoire X est continue si elle peut prendre

seulement des valeurs dans une partie de R.

Définition 6 On dit qu’une variable aléatoirev X admet une densité de proba-

bilité f si et seulement si (ssi)

1/

f =0 pour tout x € R.

/Rf(x)dle.

1.2.1 Paramétres caractéristiques

2/

Définition 7 On note par Fx la fonction de répartition pour la variavle aléatoire

X, qui définit par .
Fe)=P(X<t)= [ fads

Corollaire 8 La fonction de répartition posséde les propriétés suivante

1) Soient a, b deux réelles, alors

P(a< X <b) = Fx (b) — Fx (a).
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2) Fy(t) =P(X <t)=P(X < 1t).
PP(X>1)=1-P(X <t)=1—Fx ().
J)Fx () =P(X < ~t)=1-P(X <t)=1- Fx(t).

Définition 9 Espérance d’une variable aléatoire continue donnant par (Moment

d’ordre un)
E(X)—/Rxf(x)dx.

Définition 10 Moment d’ordre deux d’une variable aléatoire continue donnant

par
E(X?) = /Z'Qf (x) du.
R
Définition 11 La variance d’une variable aléatoire continue donnant par

Var (X) = E (X?) — E* (X)

:/Rx2f(x)da:— (/Rxf(x)daz)%

1.2.2 Loi exponentielle

Définition 12 On dit qu’une variable aléatoire continue est suit la loi exponen-

7

tielle de parameétre a € R "exp (a)” ssi sa densité de probabilité donnée par

ae” %, stz >0,
-

0 st x < 0.

Parameétres caractéristiques

1/ Densité de probabilité, on montre que f est bien une densité de probabilité

/Rf(x)dx:/ooof(x)der 0+oof(x)dx
0 +o0o

:/ Od:v+/ ae” dx

—00 0
+0o0 +o0

:/ ae” dr = a/ e “dx
0 0

1
—_— e o a—oo
—Q
_ _e—a(+oo) . (_e—aO)

=0+e=1.
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Alors
/ f(z)dz =1.
R

2/ Espérance d’une variable aléatoire continue qui suit la loi exponentielle

exp (), donnant par

E(X)=/R:cf(w>dx
:/Zoxf(x)dx+/o+mxf($)d$

“+o0o “+o0o
:/ roae” “dr = a/ xe “dx.
0 0

On effectuer I'intégration par partie, on pose

uw=uxalors ' =1

vV =e"* alors v = —e **
—
Alors
/uv':uv—/u’v
1 —ax |+oo /+OO [e%4
=xr—e o 1 X —e *dx
+oo 1 +oo
=0- — e dx = —/ e “dx
—a Jo a Jo
11 —1 1
_ —ax |[foo _ _ — —00_0:_.
o — € ‘ o2 (e € ) o2
Alors
+oo 1
E(X):/xf(w)dx:a/ re” dr = a X —
R 0 Q@
B 1
o«

3/ Le moment d’ordre deux d’une variable aléatoire continue qui suit la loi

exponentielle exp («) , donnant par
E(X?) = /x2f(x) dx
RO +o0
:/ :c2f(:c)d:1:+/ 2 f () dx
0

—00

“+o0o +oo
:/ rrae” “dr = a/ e dx.
0 0
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On effectuer I'intégration par partie, on pos

u = z2 alors v/ = 2z

vVV=e"alors v = —e
—«
Alors
/uv' = uv — /u v
1 oo
=2 ® |+°° — / 20 X —e “dx
2 oo 2 [To°
=0 —/ ze “dxr = —/ ze “dx
—a Jg @ Jo
21 2
al\a?2) a3
Alors
+oo 2)
E(Xz):/xzf(m)dx:a/ :L'Qe_“xdx:ax—s
R 0 «Q
2

4/ La variance d’une variable aléatoire continue qui suit la loi exponentielle

exp (), donnant par

Exemple 13 La durée de vie d’une matériel électronique suit une loi exponen-
tielle de parameétre o = 5 ('unité de temps est l'année).

1) Quelle est la probabilité qu’elle fonctionne encore 5 ans aprés sa fabrica-
tion ?.

2) Calculer la durré de vie moyen pour le matériel électronique.

Solution 14 On note par X la variable aléatoire qui représent la durrée de vie

pour cette matériel électronique, alors il est clair que X suit la lor exponentielle

; 1
de paramétre o = 55
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Pour cela il suffit de calculer la probabolité suivant, avec f c’est la densité de

probabilité pour la loi exponentielle

P(X >5)=P(X € [5,+x]) = f(z)dx
5
400 400
= / i(a_%"”alx = i e~ 20%dx
s 20 20 /5

1 1 . \™ 1 i\t
= % <_I€ 20 ) = %20 (—6 20 >5

20 5
— e m(®) _ (—e—%@) =—0+e'=e"=0,778

Vous pouvez obtenir la méme résultat en application logiciel trés connue c’est EX-

CEL, on tape sur la bande f, la phrase suivante "=1-LOL. EXPONENTIELLE(5 ;0,05 ;VRAI)"
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et puis Ok on obtient directement la valeur 0,778800783.

md ko Versnp |Fc|1.lﬁ| I oo ke

IR T IS TR N E i

Poeury G DB vy ke el et Dige o e o
do aendoerewnl 0 ¢ heme et S e fedne | don Emanrice aiteter | heam

Hchz e indo: i 3 ik
Al ) i e -1 CBPYBMAE )
[ B~ [ : F

_
=
-
—

it [ |we [oo | —a[on [un [ [omr [r= fom

2/ La durré de vie moyen, il suffit de calculer son espérance
“+o00 1 1 1 -‘rOO L
E(X)= / xf (z)dx = / T—e 0%y = — re~ 507 dy
R 0

20 20 Jo
o(1)
=—|—+—1] =20 ans
20 \ 55

Alors la durée de vie moyen c’est 20 ans.
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1.2.3 Loi de Gauss (La loi normale)

Définition 15 Soient m € R et o € R, la loi normale de paramétre (m, o) est

la loi de densité

) (x — m>2
1 —_=
f(z) = e '\ 0 , pour tout x € R.
oV 2

On dit que X suit la loi N (m, o).

Parameétres caractiriqtiques

1/ f>0.
2/

3/ Esperance

4/ Variance

Var) = o

1.2.4 Fonction de repartition pour la loi de Gauss

Définition 16 La fonction de répartition pour la variable aléatoire gaussienne
c’est

Fy (1) :P(th):P(Xe]—oo,t]):/_t f () da.

Propriétés de la fonction de répartition

1) Soient a, b deux réelles, alors

P(a< X <b)=Fx(b)— Fx (a).
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1.2.5 Loi de Gauss centrée réduite

Soit X suit la loi normale N (0, 1), c’est la loi de Gauus dont 'espérance est

nul et sa variance égale a 1.

Définition 17 La loi normale de paramétre (0,1) est la loi de densité

1
f(z)= e_%wQ, pour tout v € R.

V2
On dit que X suit la loi N (0,1) .

Exemple 18 Calculer les probabibiltée suivante en utilisant la table gaussienn
centrée réduite
P(X <1,44), P(0,55 < X <0,66),

Solution 19 Pour P(X < 1,44) = Fx (1,44) = Fx(1,440,04) = 0,9251.
Voir la table de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, la

valeur 0,9251 est obtenue en faisant l'intersection entre la ligne 1,4 et la colonne
0,04.

Solution 20 PourP (0,55 < X < 0,66) = Fx (0,66)—Fx (0,55) = Fx (0,6 + 0,06)—
Fx (0,54 0,05) = 0,7454 — 0,7088 = 0,0366. Voir la table de la fonction de
répartition de la loi normale centrée réduite. La valeur 0,7454 est obtenue en
faisant lintersection entre la ligne 0,6 et la colonne 0,06. La valeur 0,7088 est

obtenue en faisant lintersection entre la ligne 0,5 et la colonne 0,05.

1.2.6 Transformation vers la loli normale centrée réduite

Soient X une variable aléatoire normale d’espérance F (X) = m, et la va-
riance Var (X) = o, (X suit N (m, 0)).

Théoréme 21 La variable aléatoire 7 = &%m suit la lot normale centrée ré-

duite.

Exemple 22 Calculer les probabibiltée suivante en utilisant la table gaussienn
centrée réduite, avec X suit la loi normale N (2,4)

P(X < 1,24), P(X >2,86),
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Solution 23 Pour P (X < 1,24)

1,24 — 2
4

—1- F,(0,19) =1 — F5 (0,1 +0,09)

=1-0,5753 =0,4247.

X -2
IP(X<1,24):IP>< < >:IP>(Z<—O,19)

. Voir la table de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite la
valeur 0,5753 est obtenue en faisant lintersection entre la ligne 0,1 et la colonne
0,09.

Solution 24 Pour P (X > 2,86), alors

P(X >2,86)=1—P(X <2,86) =1— Fy (2,2%6)
=1—Fyx(2,840,06) =1—0,9979
= 0,0021.

Voir la table de la fonction de répartition de la lot normale centrée réduite. La

valeur 0,9979 est obtenue en faisant lintersection entre la ligne 2,6 et la colonne

0,06.



	Table des Matière
	Lois classiques
	Lois discrèts
	Loi de Bernoulli

	Lois continiues
	Paramètres caractéristiques
	Loi exponentielle
	Loi de Gauss (La loi normale)
	Fonction de repartition pour la loi de Gauss
	Loi de Gauss centrée réduite
	Transformation vers la loi normale centrée réduite



