Chapitre 2

Séries de Laurent, Résidu

2.1 Série de Laurent

+o0
Définition 2.1. La série Z an(z — 20)" est appelée série de Laurent de centre

n=—oo

2o et de coefficients {a,} C C.

+oo

a— a—
Z an(z—20)" = ...+ 2 5+ L +ag+a1(z—z0)+ag(z—20)%+. ..
(z—20)2 2z—20
n=—o00
+00
La série Z an(z — 20)" est appelée partie réguliere de la série de Laurent. Si elle
n=0

converge pour |z — zo| < R vers une fonction fi(z) alors f1 est holomorphe pour

|z — 20| < R.
+oo

=1l +o00
La série Z an(z — 20)" = Z a_n(z —29) " = Z (zci;zno)” est appelée
n=1

n=—oo n=

1

partie singuliere de la série de Laurent. Si elle converge pour =z < r’ oil bien

|z2—29| > L = rvers une fonction f»(z) alors f, est holomorphe pour |z—zg| > .
Ainsi, La série de Laurent converge dans la couronne : v < |z — zp| < R.

Théoreme 2.1 (Théoreme de Laurent). Si f est holomorphe (analytique) dans la
couronne D = {z € C, r < |z — 29| < R} alorsVz € D,

+oo
f(z) = Z an(z — 20)".

n=—oo

Les coefficients {ay, }nez sont donnés par

_ 1 f(s)
ap = 271"L/Y(S—Zo)n+1d8’

ou vy est un contour simple et fermé quelconque inclus dans D.
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Exemple 2.1. Donner le développement en série de Laurent de f(z) = ﬁ
valable dans les domaines suivants
1.0< |zl <1

1 1
2(z—1) zl—z__izz

2.1 < |z < +oo.

111 _1*2” 1\"
z(z—1) 221-1 " 22 z
z n=0

30<|z—1| <L

+oo
1 1 1 1
= = —1)"(z — D)™,
2(z—1) z—-114+2-1 zlnz:;]( J'(z=1)

4.1<|z—1| < +oo.

1 11 1 Z
2(z—1) z—-114+2z—-1 (z2—-121+ 1 ( z—l2 z—l

2.2 Classification des singularités

Soit la série
—+oo

Z an(z — 2zp)".

n=—oo

La partie singuliere de la série de Laurent

—1 +o0

-n a—n
Z anz—zo E a_np Z—ZO 22(7

n=-—00 n—1 Z = ZO)n ‘
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Le point 2y est dit un point de singularité.
Les types de singularité sont :

20 Série de Laurent 0 < |z — 29| < R

Singularité apparente | ag + a1(z — 20) + aa(z — 20)% + . ..

Pole simple (z—20) +as(z—20)2 +...

Pole d’ordre n (z oyt = Z")t} .+ 2 - ZO +ag+a1(z — z0) +as(z —20)% + ...
Singularité essentielle | ...+ (Z ) 7+ == ~= tao+ai(z — 20) + az(z — 202 +...
Exemple 2.2. 1. f(z) = 2%
0 est une singularité apparente car
sinz 1 i n zj n
z 31 5T
2 f( ) — SIHZ
0 est un pole szmple car
sinz 1 =z " 23 +
22z 3 5
3‘ f(Z) — sin 2
0 est un pole d’ordre 3 car
sinz 1 1 n z 28 n
24 T 28 31z 5 7T
4. f(2) = s
0 est une singularité essentielle car
1+Z+2+ N S P T
e? = — ez = — 4 ——+...
2! 1z 2122

Propriétés 2.1. 1. Une fonction analytique f dans 0 < |z — zo| < R posséde un
pole d’ordre n en zg ssi f peut étre écrite sous la forme

¢(2)

(z — 2z0)"’

flz) =

ou ¢ est analytique et ¢(zy) # 0.

2. zp est un pole d’ordre n <= lim f(z) = +o0.
Z—r20

3. 2o est une singularité apparente <= lim f(z) est finie.
Z—20

4. 2 est une singularité essentielle <= lim f(z) n’existe pas.
Z—r20
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2.3 Résidus

Le coefficient a_1 dans la série de Laurent est dit résidus de la fonction f au
point zg, noté
a_1 = Res(f, zp).

Exemple 2.3. 1. f(2) = % + %, 0 est un pole d’ordre 2.

2
Res(f,0) = i.
2. f(z) = e? ,
3 3 3
f(z)=e= :1+;+@+...
0 est une singularité essentielle.
Res(f,0) = 3.

2.3.1 Quelques méthode pour le calcul des résidus

1. Si f possede un pdle simple au point zq alors

Res(f,z0) = lim (z — z0) f(2).

Z—r20

2. Si f posséde un pdle d’ordre n au point zg alors

Res(f,zp) = lim

1 n n—1
2920 m [(z - ZO) f(Z)]( ) .

3.Si f(2) = 28 et la fonction h posséde un zéro d’ordre 1, alors

Res(f,z0) = Res(%,zo) = 9(z0) .

W (z0)
EXemple 24. f(Z) = m
f admet 3 comme pédle simple et 1 comme pdle double.

Res(f,3) = h_>rr§(z —-3)f(z) = lim ——— = -.

Res(f,1) = L lim [(z — I)Qf(z)]/ = lim ( ! ) = lim (_1 = —1.

TSt 2—1
2
2'4+1:0:>;>;4:—1$zk:e%+
g(2) =22, h(z) = 2* + 1,

kmi

2, ke’

Res(f,zo):7:—: - = =
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On sait que

= Lf(s)ds = 2mia_1

= /f(s)ds = 2miRes(f, z0),
v

avec -y est une courbe simple et fermé entourant zg.

2.3.2 Application des résidus

Théoreme 2.2 (Théoreme des résidus). Soit D un domaine simplement connexe et
v la frontiére de D. Si f est analytique dans D sauf en un nombre fini de points
21,29, ..., 2p alors

/ f(z)dz = 2mi Z Res(f, zx).

k=1

Preuve. D’apres la généralisation du théoréme de cauchy on a

/f(z)dz = Z f(2)dz = 2mi ZRes(f, 2k )-
v k=1

k=1""k

Exemple 2.5. 1. [ %3

~y est le rectangle de sommets : (0, —1), (4,—1), (4,1) et (0,1).
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A
gl
1 <
Y . . A >
0 1 2 3 1
—1 >
dz 11
" = 971i(R 1)+ R 3N —omi( -2+ 2) =0
2246
2. f|z—i|:2 4%,
224+ 4= (2 +2i)(z — 2i0),
22 +6
/ ;Z;dz = 2miRes(f,21),
22+ 6 6 + 4i
R 2i) = li —2i = )
U2 = I e G-~
Ainsi ) ; .
Z+ + 4i
dz = 2mi = (3 + 2i).
/Iz—i|2 2y T =342
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2.5 Exercices

Exercice 2.1. Donner le développement en série de Laurent des fonctions
suivantes en précisant dans quelles parties de C elles sont valables.
1

1) G+2)(z—1) autour de 0, de 1, de — 2.
z

2) 5 autour de 0, de 2, de 1.
z pu—
1. La fonction f(z) = m =1 [Zil — ﬁ}

Autour de 0
e Si |z| < 1 alors

1 1 1 1
1) = 3[z—1_2§+1}
1 1 Z\"
- 3| Ze- iz )
n>0 n>0
1 n 1 n 2\
= 0 (3)
n>0 n>0
e Sil < |z| < 2alors
11 1 1 1 11
12 = 3|3 st1| =3 |3
31— 25+1] 3|25

¢ Si2 < |z| < oo alors

111 1 1 1 11 1, 1 2\"
et — | — —_ — = — — — — — _171 —
/) 3 [21—1 z1+2 3|z (z) zz( ) (z)
z z | n=0 n>0
Autour de 1

e Si |z — 1| < 3 alors

1 1 1 1 1
1e) = e R
z—1 z42 31lz—1 2—-1+43 3<|z—1]|<oo

Wl Wl
!

—

=

=

Il
| —
0
| |~
—
|
Lo =
3
V
o
—
|
—
N—
3
N
N
w| |
—
~_
3
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¢ Si3 < |z — 1] < 400 alors
1 1 1 1 1 1
&) = 3[2—1_z+2] _3[2—1_2—14—3}

:% zi1_zi12(_1)n<zil>n

1 1 1 1

N 3[2—1_2—11+Z§1

Autour de -2
¢ Si0 < |z+2| < 3alors

£(2) 1 1 1 1 1 1
z == — — = — —
3lz—1 z2+2 3|12+2-3 242
_ },_1 1 i 1 3<]z4+2|<00
33221 242
o 1 jl}: Z*‘Q n 1
3| 3 3 z+2
L n>0

®Si3 < |z + 2| < 400 alors

f(z) =

I Y T
z—1 242 3|2+2-3 2+2

11 I Y T UV T
T3] z+24\z42 242

W

W

- _
2+2 55 -1 z2+2

i 1] 1 1
2. Lafonction f(z) = 25 = 3 [z_l + z+1}

Autour de 0
e Si |z| < 1 alors

1 n 1
z—1 z+1

= % IV

n>0 n>0

1<|z|<o0

flz) =

N

e Sil < |z| < +o0 alors

111 1 1 1

Autour de 2

S0 e )
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eSi0 < |z—2| <1alors

3<|z—2|<0
17 1 1
1) = 2_z+1+z—1]
1] 1 1
) z—2+3 z—2+1
M1 1
= - |z +
2 3Z3 +1 z—2+41
1)1 z—2
= 3 32(—1)”( ) +Z "z —=2)"
|7 n>0 n>0

f) = S O 1L
4 = Y121 2|z-2+3 z-2+1

N = DN =
|

—_

T2 722 (Z_2> +zi2§:“lw<zi2>n

n>0

¢ Si3 < |z — 2| < 400 alors

£(2) 17 1 n 1 1 1 1
z = —_ —
2 z+1 z-1 2|z—243 2—-2+1
1 11
Y 3
1 1 3 \" 1 1 \"
2 |1z2—-2 (=1) (zZ) +2722( ) <22>
L n>0 n>0

Exercice 2.2. Donner le développement en série de Laurent de la fonction

1

&) = o9y

dans les régions

1) 0<|z—1/<2, 2) 0<|z—3|<2.
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Soit la fonction f(z) = m

1.Si0 < |z — 1] < 2 alors

1 1 1 1 1
L i I Rl Py s o Rl pr § e

1 11 1 1
T z-12| 21— 2(z—1)21 - =1L
2

- s ()

2.510 < |z — 3| < 2 alors

I 1 1
1) = z—3(z—1)2_z—3(z—3+2)2_4(z—3)(Z53+1)2

- 1 1+Z(—2)(—3)...(_2_n+1) <2_3>n

4(2*3) n>1 n' 2
1 | n z—3\"
= 4(2_3)_1+nz>:1(_1) (n+1)( 5 )

Exercice 2.3. Quels sont les points singuliers des fonctions suivantes ; préci-
ser leurs types.

e” e” 1 —cosz

22(z—1)(2 —2)’ 2 2’ 3 z ’
o s 6. =

28 — 25’ 2241’ z2 -1

Calculer les résidus de ces fonctions.

1. f(2) = #;(%2), les points singuliers sont 0, 1 et 2
0 est un pdle double, 1 et 2 sont des pdles simples.

1. e® "5

Res(£,0) = 7lim [Z222(z—1)(z—2)] v
Res(f,1) = i;rri [(2—1)22(2_;(2_2)] = —e.
e® e?
Res(f,2) = ,ll—% [(Z a 2)2’2(2 —1)(z— 2)] vy
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2. f(z) = %, 0 est un pdle simple et

z

Res(f,0) = lim P

z—0 =z
3.
2 4
fy o imeosz _1-(-gagt.)_ = 2
z z 21 41

Ainsi 0 est une singularité apparente donc Res(f,0) = 0.

4.f(2) =zt = s
0 est un pdle d’ordre 3, —1 et 1 sont des pdles simples.

1. [51 17"
Res(f,0) = 221_%[2 z31—z2] =1
. 1 1 1
Res(f,1) = lim [“‘”Zsl_zz} =73
. 1 1 1
Res(f,~1) = lim, [V“)Zsm]—‘z'
5. f(z) = Z%l, i et —i sont des poles simples.
eiz 671
ST I N R
Res(f,9) Pt [(Z z)(z—i—z') z—i)} 2%
et e
es(f, =) fure? [<Z+Z)(z+i)(z—i)] “9i
6. f(z) = ;Q—e_zl, —1 et 1 sont des pdles simples.
. ze? e
Res(f,1) = ll_)ml [(2_1)22—1] =-3
Res(f.-1) = Jim [0 2] =
lfi =) = Jim |GHD | =5

Exercice 2.4. Calculer les intégrales suivantes

eZ
1. tan(z)dz 2. ———dz
/|z|:2 (2)dz, /|z|:2 244+ 523

.1 dz
3./ sin(—)dz, 4. / n .
ls|l=1 2 lz—il=1 2% — 1
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1. / tan(z)dz = / PE
|2|=2 |z|=2 COS 2

cosz =0 <= zk:(2k:+1)g; ke Z.

Dans notre cas (|z| = 2), les singularités sont —7 et 7. Ainsi

1
sin(—)dz
~/|z|—1 <Z

On sait que
in(1) =1 ot
sin(—)=-——=+...
z z 323
= Res(f,0) =1,
ainsi

1
/ sin(—)dz = 2mi.
l2|=1

z

d
4. / 1 = 9miRes(f, i)
|z—i|=35

24 -1
. N 1 1 T
=2 il_r)%(z—z)zél 7 = 27(2(47@'3) = _5

A




