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Modéle Linéaire Général

m Un modeéle linéaire général X; est une combinaison linéaire pondirée du
présent et passé de bruit blanc ¢ :

Xt =¢et+ @re_1+ @rern+ -+

[ee]
=) ¢jer_j, avec gg =1.
j=0
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Modéle Linéaire Général

m Un modeéle linéaire général X; est une combinaison linéaire pondirée du
présent et passé de bruit blanc ¢ :

Xt =¢er+@1€e-1+ @2gr2+---
[e)

=) ¢jer_j, avec gg =1.
Jj=0

m Les erreurs €+ sont centrées, non autocorrélées et de variance finie sous la

condition
[ee]

L ¢ <o
j=0
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Modéle Linéaire Général

m Cas particulier : Posons

pj=p, Bl <L
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Modéle Linéaire Général

m Cas particulier : Posons
pi=pF. |pI<1

m Alors,

Xt = et + Pes 1 +,32€t—2 = Z ,Bjst—j-
j=0
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Modéle Linéaire Général

m Cas particulier : Posons
pi=pF. |pI<1
m Alors,
Xt =¢er + Pes1 + ,Bzft—2 += Z Ber;
j=0

m Moments : En déduit,

— Y PE () =0,

J'f

Vor (%) = LBV (e0-) = -y <o
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Modéle Linéaire Général

m Covariance :
7 (1) = Cov (X¢, Xt-1)
= Cov (st + Ber—1+ ,32€t—2 +-- g1+ Pero+ ﬁQSt_3 + - )
= Cov (Bet_1,€+-1) + Cov (‘8251“72: ﬁ€t72> +-
= (ﬁ+53+[g5+...)02:[3(1+[32+[34+...)g2
po’

(1-p)
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Modéle Linéaire Général

m Covariance :
7 (1) = Cov (Xz, X¢—1)
= COV (St + ‘BSt_l + ﬁ2£t—2 =+ V€1 + ﬁgt_Q + ,8281-_3 -+ - )

= Cov (Bet—1.€t-1) + Cov (.32&—2, ,Bst72) + -
=B+ +p+ )2 =p(1+p+p 4+ ) 2
po’

C(1-p2)
m De méme,
'8h0’2

v (h) = Cov (X¢, X¢—p) = a-p)
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Modéle Linéaire Général

m Covariance :
7 (1) = Cov (Xz, X¢—1)
= COV (St + ‘BSt_l + ﬁ2£t—2 =+ V€1 + ﬁgt_Q + ,8281-_3 -+ - )

= Cov (Bet—1.€t-1) + Cov (.32&—2,,55#2) + -
=B+ +p+ )2 =p(1+p+p 4+ ) 2

po’
(1-p)

m De méme,

- _ ,Bh0'2
v (h) = Cov (Xt, X¢—p) = A=
m Corrélation :

h
v (h) ,Bh—>0, quand h — oo.

i)
—
>
~~
I
\_/‘
Il
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Modéle Linéaire Général

Considérons le modéle linéaire général :

Xt =¢et+ Qree-1+ @oer o+ = Z @jer—j, avec g = 1.
Jj=0
Montrer que

v (h) = Cov (Xe, Xe—p) =% Y @j@jp, h>0 ?
j=0

Prof. Yahia D. Chapitre 3 : Modéles ARIMA



Modeéle Moyenne Mobile (MA)

m Slutsky (1927) et Wold (1938) : Une moyenne mobile (Moving Average)
d’ordre g, notée MA (q) est un processus de la forme

Xe =¢et+Pree—1+ ...+ Bget—q.
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Modeéle Moyenne Mobile (MA)

m Slutsky (1927) et Wold (1938) : Une moyenne mobile (Moving Average)
d’ordre g, notée MA (q) est un processus de la forme

Xt =¢er+Prer—1+ ...+ Pgt—q-
m MA(g=1):
Xt =€+ B1er—1
On a
E (Xt> = E(Et) +ﬁ1E(St,1) =0,
Var (X;) = Var (e¢) + B3 Var (e;_1) = (1 + /3%) o2,

v (h) = Cov (Xt Xe—p) = E (et + Pree—1) (€r—p + Pr€¢—1-p)

{ (1+p3)0%, h=0

ﬁ102, h=1
0, h>1
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Modeéle Moyenne Mobile (MA)

m Corrélation d'un MA(1):

1 h=0
_ 1 (h) p1 B
SRR TORR ST A
0, h>1
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Modeéle Moyenne Mobile (MA)

ACF et Graphe d'un MA(1)




Modeéle Moyenne Mobile (MA)

m MA(g=2):
Xt =€t + Pres—1 + Pogr 2
On a

E(Xt) = E(et) + P1E (€e-1) + P2E (e1—2) =0,
Var (Xe) = V (e0) + B1V (er-1) + B3V (er-2)

(148 +83)
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Modeéle Moyenne Mobile (MA)

m MA(g=2):
Xt =¢er + Prer—1+ Bogr2
On a

E (Xt) = E (e¢) + B1E (e¢-1) + B2E (er—2) =0,
Var (Xt) = V (e¢) + BTV (er-1) + B3V (er-2)

= (1+p1+83) 2,

v (h) = E(er + Brer—1 + Boer—2) (€r—p + Brer—1-p + B2er_2-4p)
(B1B2+ B1) 02, h=1

=< Bao?, h=2

0, h>2
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Modeéle Moyenne Mobile (MA)

m MA(q):
Xt =€t + ,81815,1 + ...+ ,qut*q-
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Modeéle Moyenne Mobile (MA)

m MA(q):
Xt = €&t + '8181»_1 + ...+ ,qutfq-

] E(Xt) =0 et
Var (X) = (1+ 3 + ..+ B2) o
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Modeéle Moyenne Mobile (MA)

m MA(q):
Xt = €&t + '8181»_1 + ...+ ,qutfq-

] E(Xt) =0 et
Var (X;) = (1+ B} + ..+ 2) o

m de méme, pour la covariance :

v (h) = E (et +Bree—1+ ...+ Bget—q) (€e—h + P1ree—1-n + ... + Pa€t_q—n)

_{ (Bh+ B1Bhi1 + -+ Bg_nBq) 02, h=12,..q
0, h>gq
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Modeéle Moyenne Mobile (MA)

m MA(q):
Xt = €&t + '8181»_1 + ...+ ,qutfq-

E(Xt) =0 et
Var (X;) = (1+ B} + ..+ 2) o

m de méme, pour la covariance :

v (h) = E(er+Bree—1+ ...+ Bget—q) (€e—h + Pree—1-n + ... + Pg€t_q—n)
_ [ (Bh+B1Bhyr+ -+ Bg—nBq) 72, h=12 ..q
0, h>gq

m Montrer cette derniére propriétés.
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Modeéle Moyenne Mobile (MA)

Stationarité d'un MA

Les modéles MA, sont toujours stationnaire V les valeurs des coefficients ﬁj. Ainsi,
de densité spectrale :

2

X =le ()] 57

27T

. .2
= |1 iA iqA|” ¥
) +B1e” + ...+ Bge o
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Modele Autorégerssif AR

m Yule (1926) : Un modéle est dit autorégerssif d'ordre p, noté AR (p) est
donné par
Xt =01 Xem1 + o+ apXe—p + €

avec, ¢; est un BB (0,(72) indépendante du passé de X; : Xi_1, ..., X¢—p.
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Modele Autorégerssif AR(1)

m Un modele est dit autorégerssif d'ordre 1, noté AR (1) est donné par

X = w1 X1+ et
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Modele Autorégerssif AR(1)

m Un modele est dit autorégerssif d’ordre 1, noté AR (1) est donné par
Xe =01 Xe1 + ¢t

m X; est stationnaire SSI, |a1| < 1.
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Modele Autorégerssif AR(1)

m Un modele est dit autorégerssif d’ordre 1, noté AR (1) est donné par
Xe =01 Xe1 + ¢t
m X; est stationnaire SSI, |a;| < 1.

m Moyenne :
E (Xt) - leE (thl) =0.
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Modele Autorégerssif AR(1)

m Un modele est dit autorégerssif d’ordre 1, noté AR (1) est donné par
Xe =01 Xe1 + ¢t

m X; est stationnaire SSI, |a;| < 1.

m Moyenne :
E (Xt) = DclE (Xt—l) =0.

m Variance :
V(X,) = E (XE) = E (a1 Xp—1 + 1)
:(X%V(Xt,]_)‘f*oz stHthl

= {2 sous condition de stationarité |a;| < 1.
-
1
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Modele Autorégerssif AR

m Autocovariance :
Y (h) = E(a1Xe—1 +ee) (@1 Xe—1-p +ep) = E(Xe—p) (01 Xe—1 +&t)
= a1y (h—1)+ E (X;_pet)
=a?y(h—2), pourh>1
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Modele Autorégerssif AR

m Autocovariance :
Y (h) = E(a1Xe—1 +er) (@1 Xe—1-p +€e—p) = E (Xe—p) (01 Xe—1 + €¢)
— a7 (h— 1)+ E (X _pee)
=a3y(h—2), pourh>1

2
h h v
= X 0) =« .
17 (0) 11_0%
m Autocorrélation :
v(h) _ p
h)=—* =uwa7 — 0, quand h — 0.
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Modele Autorégerssif AR

ACF et Graphe d'un AR(1)

”M"”W” [
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Modele Autorégerssif AR

m Considérons le cas général d'un AR (p) :

Xe =1 Xp1 4+ ...+ DépXt_p +er ¥ (L) Xt = ¢t

Prof. Yahia D. Chapitre 3 : Modéles ARIMA



Modele Autorégerssif AR

m Considérons le cas général d'un AR (p) :
Xt = D(lXt,:[ + ...+ lXpXt_p + & & b4 (L) Xt = &t

m Le modeéle est stationaire, SSI, toutes les racines de ¥ (z) =0ontle
module > 1.
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Modele Autorégerssif AR

m Considérons le cas général d'un AR (p) :
Xt = D(lXt,:[ + ...+ lXpXt_p + & & b4 (L) Xt = &t

m Le modeéle est stationaire, SSI, toutes les racines de ¥ (z) =0ontle
module > 1.

m Moyenne :
E(X¢) = 0.
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Modele Autorégerssif AR

Systéme de Yule - Walker :

m Pour le calcul des momemts d'un AR (1), nous utilisons le systeme de Yule
- Walker, comme suit :
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Modele Autorégerssif AR

Systéme de Yule - Walker :

m Pour le calcul des momemts d'un AR (1), nous utilisons le systéme de Yule
- Walker, comme suit :

m Ona

v (h) = E(Xe—p) (@1 Xe—1 + . +apXe—p +er)
=a1y(h—=1)+axy(h—=2)+ .. +apy(h—p)+ E(Xe_pet)
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Modele Autorégerssif AR

Systéme de Yule - Walker :

m Pour le calcul des momemts d'un AR (1), nous utilisons le systéme de Yule
- Walker, comme suit :

m Ona

Y (h) =E (Xt—h) (‘XlXt—l + ot apXe p+ St)
=a1y(h—=1)+axy(h—=2)+ .. +apy(h—p)+ E (Xe_pet)

m Pour h=0,

Y (0) = E(X¢) (@1 Xp—1 + ...+ apXe—p + 1)
=a1y (1) + a2y (2) + ... +apy (2) + E (Xeer)
= a1y (1) +azy (2) + ... +apy (2) +0?
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Modele Autorégerssif AR

Systéme de Yule - Walker :

m Divisons y (h) par v (0) :

_ah) _ ath=1 v (h=2) £ Y (h=p)
P T e TR e T T
=wp(h—1)+ ...+ appo(h—p),
—ki agp(h—k), pourh>1 avecp(0)=1 (S1)
=1
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Modele Autorégerssif AR
Systéme de Yule - Walker :

m Divisons y (h) par v (0) :
Ca) _y(h=1D  y(h-2)
W= e T T

—w1p (A= 1)+ xpp (h— p),

p
=Y ayp(h—k), pourh>1 avecp(0)=1 (S1)

k=1
m De méme, pour la variance :

7(0) 7 (1) 7(2) v(2) o?

1= = + + ...+« +
y(©) ~ Ty (0 P (0) Py (0) " ~(0)
2
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Modele Autorégerssif AR
Systéme de Yule - Walker :

m Divisons y (h) par v (0) :
_ () y(h-1) v(h—2) v(h—p)
P=0 T e T T )
—a1p (h— 1)+ o+ app (h— ),
= iakp(h—k), pour h>1 avecp(0)=1 (S1)
k=1
m De méme, pour la variance :
70 _ (1), (2 72,
“ 20 M50 T T ) T o)
2
= a1p (1) + 020 (2) + o+ pp (p) + s
m Donc,
O = e = = () 2
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Modele Autorégerssif AR

Systéme de Yule - Walker :

m Finalement, on calcul 7y (h), pour h > 1:
y(h)=ary(h—=1)+ary(h—2)+ ..+ apy(h—p)

p
=Y ayy(h—k), pourh>1. (S3)
k=1
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Modele Autorégerssif AR

Systéme de Yule - Walker :

m Finalement, on calcul «y (h), pour h > 1:
7 (h) = a1y (h=1) +ayy(h=2) +... +apy (h-p)

p
=Y ayy(h—k), pourh>1. (S3)
k=1

m Les équations (S1), (52) et (S3) forment le Systéme de Yule - Walker.
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Modele Autorégerssif AR

Exemple d'un AR(2)

m Considérons le modele AR (2) stationnaire :
Xt = 1.2Xt,1 — -35Xt72 + &¢, Er ~ BB (0, 3) =
Y(z) =1-12z+0352> = (1— 52)(1—.7z) =0

Prof. Yahia D. Chapitre 3 : Modéles ARIMA



Modele Autorégerssif AR

Exemple d'un AR(2)

m Considérons le modele AR (2) stationnaire :
Xt = 1.2Xt,]_ — .35Xt,2 + &t, Er ~ BB (0,3) =
¥(z) =1-122+0352° = (1— 52)(1—.72z) = 0

m Moyenne :
E (Xt) = 1.2E (X¢—1) — .35E (Xt—2) = 0.
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Modele Autorégerssif AR

Exemple d'un AR(2)

m Considérons le modele AR (2) stationnaire :
Xt = 1.2Xt,]_ — .35Xt,2 + &t, Er ~ BB (0,3) =
¥(z) =1-122+0352° = (1— 52)(1—.72z) = 0

m Moyenne :
E (X:) = 1.2E (X;—1) — .35E (X;—2) = 0.

m Systéme de Yule - Walker :
p(0) =1,

p
p(h)y=Y ayp(h—k)=120(h—1)—.350(h—2), pourh>1,
k=1

o2

1—a1p(1) = ... = app (p))

1

7(0): (

T = Y ar(h— k) =p(R)7(0), pour h>1
k=1
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Modele Autorégerssif AR

Exemple d'un AR(2)

mp(0)=1 et pour h>1
p(h)=12p(h—1)—.350(h—2) =

p(1)=120(0)—.350(—1) = p(1) = 1 +'0_35 =0.89
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Modele Autorégerssif AR

Exemple d'un AR(2)
mp(0)=1 et pour h>1
p(h)=12p(h—1)—.350(h—2) =

(1) =120(0) — 350 (1) = p(1) = Hl'ﬁ — 0.89

m de méme, pour h=2,3,...:

(0.89) — .35 = 0.72
(0.72) — .35 (0.89) = 0.55
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Modele Autorégerssif AR

Exemple d'un AR(2)
mp(0)=1 et pour h>1
p(h)=12p(h—1)—.350(h—2) =

(1) =120(0) — 350 (1) = p(1) = Hl'ﬁ — 0.89

m de méme, pour h=2,3,...:

=1 1.2(0.89) — 35 = 0.72
p(3) =12p(2) —.350(1) = 1.2(0.72) — .35 (0.89) = 0.55

o2 3
7(0) = Q—ap(1)— .. —app(p)) (1— 35(89)+ 35(.72)) =32
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Modele Autorégerssif AR

Exemple d'un AR(2)

m Pour h>1:
v (h) =p(h)7(0)
= Z apy(h—k)=12y(h—1)—0.35y(h—1)
k=1
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Modele Autorégerssif AR

Exemple d'un AR(2)

m Pour h>1:
v (h) =p(h)7(0)
=Y ay(h—k)=12y(h—1)—0.35y(h—1)
k=1
m Dong,
7(1)=p(1)y(0) =3.2(0.89) = 2.85
7(2) = p(2)7(0) = 32(0.72) = 2.3
7Y(3)=p(3)r(0) =3.2(0.55) = 1.76
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