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Modèle Linéaire Général

Un modèle linéaire général Xt est une combinaison linéaire pondirée du
présent et passé de bruit blanc εt :

Xt = εt + ϕ1εt�1 + ϕ2εt�2 + � � �

=
∞

∑
j=0

ϕj εt�j , avec ϕ0 = 1.

Les erreurs εt sont centrées, non autocorrélées et de variance �nie sous la
condition

∞

∑
j=0

ϕ2j < ∞.
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Modèle Linéaire Général

Cas particulier : Posons

ϕj = βj , jβj < 1.

Alors,

Xt = εt + βεt�1 + β2εt�2 + � � � =
∞

∑
j=0

βj εt�j .

Moments : En déduit,

E (Xt ) =
∞

∑
j=0

βjE
�
εt�j

�
= 0,

Var (Xt ) =
∞

∑
j=0

β2jV
�
εt�j

�
=

σ2

(1� β2)
< ∞.
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Modèle Linéaire Général

Covariance :

γ (1) = Cov (Xt ,Xt�1)

= Cov
�

εt + βεt�1 + β2εt�2 + � � � , εt�1 + βεt�2 + β2εt�3 + � � �
�

= Cov (βεt�1, εt�1) + Cov
�

β2εt�2, βεt�2
�
+ � � �

=
�

β+ β3 + β5 + � � �
�

σ2 = β
�
1+ β2 + β4 + � � �

�
σ2

=
βσ2

(1� β2)

De même,

γ (h) = Cov (Xt ,Xt�h) =
βhσ2

(1� β2)
.

Corrélation :

ρ (h) =
γ (h)
γ (0)

= βh ! 0, quand h! ∞.
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Modèle Linéaire Général

Problème

Considérons le modèle linéaire général :

Xt = εt + ϕ1εt�1 + ϕ2εt�2 + � � � =
∞

∑
j=0

ϕj εt�j , avec ϕ0 = 1.

Montrer que

γ (h) = Cov (Xt ,Xt�h) = σ2
∞

∑
j=0

ϕj ϕj+h , h � 0 ?
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Modèle Moyenne Mobile (MA)

Slutsky (1927) et Wold (1938) : Une moyenne mobile (Moving Average)
d�ordre q, notée MA (q) est un processus de la forme

Xt = εt + β1εt�1 + ...+ βq εt�q .

MA (q = 1) :
Xt = εt + β1εt�1

On a

E (Xt ) = E (εt ) + β1E (εt�1) = 0,

Var (Xt ) = Var (εt ) + β21Var (εt�1) =
�
1+ β21

�
σ2,

γ (h) = Cov (Xt ,Xt�h) = E (εt + β1εt�1) (εt�h + β1εt�1�h)

=

8<:
�
1+ β21

�
σ2, h = 0

β1σ2, h = 1
0, h > 1
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Modèle Moyenne Mobile (MA)

Corrélation d�un MA (1) :

ρ (h) =
γ (h)
γ (0)

=

8>><>>:
1, h = 0

β1
1+ β21

, h = 1

0, h > 1

.
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Modèle Moyenne Mobile (MA)
ACF et Graphe d�un MA(1)

MA(1)
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Modèle Moyenne Mobile (MA)

MA (q = 2) :
Xt = εt + β1εt�1 + β2εt�2

On a

E (Xt ) = E (εt ) + β1E (εt�1) + β2E (εt�2) = 0,

Var (Xt ) = V (εt ) + β21V (εt�1) + β22V (εt�2)

=
�
1+ β21 + β22

�
σ2,

γ (h) = E (εt + β1εt�1 + β2εt�2) (εt�h + β1εt�1�h + β2εt�2�h)

=

8<: (β1β2 + β1) σ2, h = 1
β2σ2, h = 2
0, h > 2
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Modèle Moyenne Mobile (MA)

MA (q) :
Xt = εt + β1εt�1 + ...+ βq εt�q .

E (Xt ) = 0 et

Var (Xt ) =
�
1+ β21 + ...+ β2q

�
σ2

de même, pour la covariance :

γ (h) = E (εt + β1εt�1 + ...+ βq εt�q)
�
εt�h + β1εt�1�h + ...+ βq εt�q�h

�
=

� �
βh + β1βh+1 + ...+ βq�hβq

�
σ2, h = 1, 2, ..., q

0, h > q

Montrer cette dernière propriétés.
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Modèle Moyenne Mobile (MA)

Stationarité d�un MA

Les modèlesMA, sont toujours stationnaire 8 les valeurs des coe¢ cients βj . Ainsi,
de densité spectrale :

fX (λ) =
���Φ �e iλ����2 σ2

2π

=
���1+ β1e

iλ + ...+ βqe iqλ
���2 σ2

2π
.
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Modèle Autorégerssif AR

Yule (1926) : Un modèle est dit autorégerssif d�ordre p, noté AR (p) est
donné par

Xt = α1Xt�1 + ...+ αpXt�p + εt

avec, εt est un BB
�
0, σ2

�
indépendante du passé de Xt : Xt�1, ...,Xt�p .
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Modèle Autorégerssif AR(1)

Un modèle est dit autorégerssif d�ordre 1, noté AR (1) est donné par

Xt = α1Xt�1 + εt

Xt est stationnaire SSI, jα1 j < 1.
Moyenne :

E (Xt ) = α1E (Xt�1) = 0.

Variance :

V (Xt ) = E
�
X 2t
�
= E (α1Xt�1 + εt )

2

= α21V (Xt�1) + σ2 εt q Xt�1

=
σ2

1� α21
, sous condition de stationarité jα1 j < 1.
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Modèle Autorégerssif AR

Autocovariance :

γ (h) = E (α1Xt�1 + εt ) (α1Xt�1�h + εt�h) = E (Xt�h) (α1Xt�1 + εt )

= α1γ (h� 1) + E (Xt�hεt )

= α21γ (h� 2) , pour h � 1

= αh1γ (0) = αh1
σ2

1� α21
.

Autocorrélation :

ρ (h) =
γ (h)
γ (0)

= αh1 ! 0, quand h! ∞.
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Modèle Autorégerssif AR
ACF et Graphe d�un AR(1)

AR(1)
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Modèle Autorégerssif AR

Considérons le cas général d�un AR (p) :

Xt = α1Xt�1 + ...+ αpXt�p + εt , Ψ (L)Xt = εt

Le modèle est stationaire, SSI, toutes les racines de Ψ (z) = 0 ont le
module > 1.

Moyenne :
E (Xt ) = 0.
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Modèle Autorégerssif AR
Système de Yule - Walker :

Pour le calcul des momemts d�un AR (1) , nous utilisons le système de Yule
- Walker, comme suit :

On a

γ (h) = E (Xt�h) (α1Xt�1 + ...+ αpXt�p + εt )

= α1γ (h� 1) + α2γ (h� 2) + ...+ αpγ (h� p) + E (Xt�hεt )

Pour h = 0,

γ (0) = E (Xt ) (α1Xt�1 + ...+ αpXt�p + εt )

= α1γ (1) + α2γ (2) + ...+ αpγ (2) + E (Xt εt )

= α1γ (1) + α2γ (2) + ...+ αpγ (2) + σ2
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Modèle Autorégerssif AR
Système de Yule - Walker :

Divisons γ (h) par γ (0) :

ρ (h) =
γ (h)
γ (0)

= α1
γ (h� 1)

γ (0)
+ α2

γ (h� 2)
γ (0)

+ ...+ αp
γ (h� p)

γ (0)

= α1ρ (h� 1) + ...+ αpρ (h� p) ,

=
p

∑
k=1

αk ρ (h� k) , pour h � 1 avec ρ (0) = 1 (S1)

De même, pour la variance :

1 =
γ (0)
γ (0)

= α1
γ (1)
γ (0)

+ α2
γ (2)
γ (0)

+ ...+ αp
γ (2)
γ (0)

+
σ2

γ (0)

= α1ρ (1) + α2ρ (2) + ...+ αpρ (p) +
σ2

γ (0)

Donc,

γ (0) =
σ2

(1� α1ρ (1)� ...� αpρ (p))
. (S2)
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σ2

γ (0)

Donc,

γ (0) =
σ2

(1� α1ρ (1)� ...� αpρ (p))
. (S2)
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Modèle Autorégerssif AR
Système de Yule - Walker :

Finalement, on calcul γ (h) , pour h � 1 :

γ (h) = α1γ (h� 1) + α2γ (h� 2) + ...+ αpγ (h� p)

=
p

∑
k=1

αkγ (h� k) , pour h � 1. (S3)

Les équations (S1) , (S2) et (S3) forment le Système de Yule - Walker.

Prof. Yahia D. Chapitre 3 : Modèles ARIMA



Modèle Autorégerssif AR
Système de Yule - Walker :

Finalement, on calcul γ (h) , pour h � 1 :

γ (h) = α1γ (h� 1) + α2γ (h� 2) + ...+ αpγ (h� p)

=
p

∑
k=1

αkγ (h� k) , pour h � 1. (S3)

Les équations (S1) , (S2) et (S3) forment le Système de Yule - Walker.

Prof. Yahia D. Chapitre 3 : Modèles ARIMA



Modèle Autorégerssif AR
Exemple d�un AR(2)

Considérons le modèle AR (2) stationnaire :

Xt = 1.2Xt�1 � .35Xt�2 + εt , εt � BB (0, 3),
Ψ (z) = 1� 1.2z + 0.35z2 = (1� .5z) (1� .7z) = 0

Moyenne :
E (Xt ) = 1.2E (Xt�1)� .35E (Xt�2) = 0.

Système de Yule - Walker :

ρ (0) = 1,

ρ (h) =
p

∑
k=1

αk ρ (h� k) = 1.2ρ (h� 1)� .35ρ (h� 2) , pour h � 1,

γ (0) =
σ2

(1� α1ρ (1)� ...� αpρ (p))
,

γ (h) =
p

∑
k=1

αkγ (h� k) = ρ (h) γ (0) , pour h � 1.

Prof. Yahia D. Chapitre 3 : Modèles ARIMA



Modèle Autorégerssif AR
Exemple d�un AR(2)

Considérons le modèle AR (2) stationnaire :

Xt = 1.2Xt�1 � .35Xt�2 + εt , εt � BB (0, 3),
Ψ (z) = 1� 1.2z + 0.35z2 = (1� .5z) (1� .7z) = 0

Moyenne :
E (Xt ) = 1.2E (Xt�1)� .35E (Xt�2) = 0.

Système de Yule - Walker :

ρ (0) = 1,

ρ (h) =
p

∑
k=1

αk ρ (h� k) = 1.2ρ (h� 1)� .35ρ (h� 2) , pour h � 1,

γ (0) =
σ2

(1� α1ρ (1)� ...� αpρ (p))
,

γ (h) =
p

∑
k=1

αkγ (h� k) = ρ (h) γ (0) , pour h � 1.

Prof. Yahia D. Chapitre 3 : Modèles ARIMA



Modèle Autorégerssif AR
Exemple d�un AR(2)

Considérons le modèle AR (2) stationnaire :

Xt = 1.2Xt�1 � .35Xt�2 + εt , εt � BB (0, 3),
Ψ (z) = 1� 1.2z + 0.35z2 = (1� .5z) (1� .7z) = 0

Moyenne :
E (Xt ) = 1.2E (Xt�1)� .35E (Xt�2) = 0.

Système de Yule - Walker :

ρ (0) = 1,

ρ (h) =
p

∑
k=1

αk ρ (h� k) = 1.2ρ (h� 1)� .35ρ (h� 2) , pour h � 1,

γ (0) =
σ2

(1� α1ρ (1)� ...� αpρ (p))
,

γ (h) =
p

∑
k=1

αkγ (h� k) = ρ (h) γ (0) , pour h � 1.

Prof. Yahia D. Chapitre 3 : Modèles ARIMA



Modèle Autorégerssif AR
Exemple d�un AR(2)

ρ (0) = 1 et pour h � 1

ρ (h) = 1.2ρ (h� 1)� .35ρ (h� 2))

ρ (1) = 1.2ρ (0)� .35ρ (�1)) ρ (1) =
1.2

1+ 0.35
= 0.89

de même, pour h = 2, 3, ... :

ρ (2) = 1.2ρ (1)� .35ρ (0) = 1.2 (0.89)� .35 = 0.72
ρ (3) = 1.2ρ (2)� .35ρ (1) = 1.2 (0.72)� .35 (0.89) = 0.55

...

Variance :

γ (0) =
σ2

(1� α1ρ (1)� ...� αpρ (p))
=

3
(1� .35 (.89) + .35 (.72)) = 3.2
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Modèle Autorégerssif AR
Exemple d�un AR(2)

Pour h � 1 :

γ (h) = ρ (h) γ (0)

=
p

∑
k=1

αkγ (h� k) = 1.2γ (h� 1)� 0.35γ (h� 1)

Donc,

γ (1) = ρ (1) γ (0) = 3.2 (0.89) = 2.85

γ (2) = ρ (2) γ (0) = 3.2 (0.72) = 2.3

γ (3) = ρ (3) γ (0) = 3.2 (0.55) = 1.76

...
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