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Matrice des corrélations

Considérons le Système de Yule - Walker :

ρ (h) =
p

∑
k=1

αk ρ (h� k) = α1ρ (h� 1)+ α2ρ (h� 2)+ ...αp�1ρ (h� (p � 1))+ αpρ (h� p)

pour h � 1 avec ρ (0) = 1 et ρ (k) = ρ (�k) .

Alors,8>>>>><>>>>>:

ρ (1) = α1ρ (0) + α1ρ (�1) + ...αp�1ρ (2� p) + αpρ (1� p)
ρ (2) = α1ρ (1) + α2ρ (0) + ...αp�1ρ (3� p) + αpρ (2� p)
...

...
ρ (p � 1) = α1ρ (p � 2) + α2ρ (p � 3) + ...αp�1ρ (0) + αpρ (�1)
ρ (p) = α1ρ (p � 1) + α2ρ (p � 2) + ...αp�1ρ (�1) + αpρ (0)
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Matrice des corrélations

On a donc,8>>>>><>>>>>:

ρ (1) = α1 + α2ρ (1) + ...αp�1ρ (p � 2) + αpρ (p � 1)
ρ (2) = α1ρ (1) + α2 + ...αp�1ρ (p � 3) + αpρ (p � 2)
...

...
ρ (p � 1) = α1ρ (p � 2) + α2ρ (p � 3) + ...αp�1 + αpρ (1)
ρ (p) = α1ρ (p � 1) + α2ρ (p � 2) + ...αp�1ρ (1) + αp

Sous forme matricielle :0BBBBB@
ρ (1)
ρ (2)
...
ρ (p � 1)
ρ (p)

1CCCCCA =

0BBB@
1 ρ (1) � � � ρ (p � 1)

ρ (1) 1 ρ (1) ρ (p � 2)
...

. . .
. . .

...
ρ (p � 1) ρ (p � 2) � � � 1

1CCCA
0BBBBB@

α1
α2
...

αp�1
αp

1CCCCCA
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Matrice des corrélations
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Matrice des corrélations

Notons par

ΘT =
�
α1, α2, ...αp�1, αp

�
et ρT = (ρ (1) , ρ (2) , ..., ρ (p))

les vecteurs des paramètres αj et celui des corrélations ρ (j) respectivement.

La forme matricielle précidente devient :

ρ = RpΘ

Rp est la matrice des autocorrélations :

Rp =

0BBBBBB@
1 ρ (1) � � � ρ (p � 2) ρ (p � 1)

ρ (1) 1 ρ (1) � � � ρ (p � 2)
...

. . .
. . .

. . .
...

ρ (p � 2) � � � . . . 1 ρ (1)
ρ (p � 1) ρ (p � 2) � � � ρ (1) 1

1CCCCCCA
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Autocorrélation partielle

Pour tout modèle Xt stationnaire et pour tout h 6= 0, l�auto-corrélation
partielle noté φ (h) est le coe¢ cient de Xt dans l�expression du projeté de
Xt�h sur l�espace engendré par (Xt�1, ...,Xt�h�1).

Ce coe¢ cient exprime la dépendance entre les variables Xt et Xt�h qui
n�est pas due aux autres variables (Xt�1, ...,Xt�h�1).

Pour un modèle Xt stationnaire, φ (h) est le coe¢ cient de Xt�h dans la
régression de Xt sur son passé :

Xt = a1Xt�1 + a2Xt�2 + ...+ φ (h)Xt�h + ...+ apXt�p + εt .
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Autocorrélation partielle

Pour un modèle MA (q) : φ (h) est le coe¢ cient de Xt�h dans la forme
AR (∞) du modèle.

Soit le modèle MA (1) :

Xt = εt � 0, 5εt�1 =
�
1� 1

2L
�

εt

) εt =
�
1� 1

2L
��1

Xt = ∑∞
j=0

�
1
2L
�j
Xt

= Xt + 1
2Xt�1 +

1
22Xt�2 + ...+

1
2hXt�h + ...

Donc
φ (h) = 1

2h ! 0, quand h! ∞.
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Autocorrélation partielle

Soit le modèle AR (p) :

Xt = a1Xt�1 + a2Xt�2 + ...+ apXt�p + εt .

On a deux cas : h � p ou h > p.

Si h � p :

Xt = a1Xt�1 + a2Xt�2 + ...+ φ (h)Xt�h + ...+ apXt�p + εt

Deuxièment,
φ (h) = 0, 8h > p.
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Autocorrélation partielle

Algorithme de Durbin-Watson : La fonction d�auto-corrélation partielle
φ (h) d�un modèle stationnaire est dé�ni par :

φ (1) = ρ (1) ,

et

φ (h) =
det
�
R�h
�

det (Rh)
,

avec Rh est la matrice des corrélations d�ordre h et R�h est la matrice Rh
dont la dernière colonne est remplacer par le vecteur
(ρ (1) , ρ (2) , ..., ρ (h)) .
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Matrice des corrélations
Exemple d�un AR(2)

Considérons le modèle AR (2) stationnaire et centré :

Xt = 1.2Xt�1 � .35Xt�2 + εt , εt � BB (0, 3)

On a ρ (0) = 1 et pour h � 1

ρT = (ρ (1) , ρ (2) , ρ (3)) = (0.89, 0.72, 0.55)

L�auto-corrélation partielle φ (h) est donc :

φ (1) = ρ (1) , φ (h) =
det
�
R�h
�

det (Rh)
;

φ (2) = det(R �2 )
det(R2)

=

���� 1 ρ (1)
ρ (1) ρ (2)

�������� 1 ρ (1)
ρ (1) 1

���� =
ρ(2)�ρ2(1)
1�ρ2(1) = 0.72�0.892

1�0.892 = �0.346
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Matrice des corrélations
Exemple d�un AR(2)

Remarquons que φ (3) = 0. En e¤et,

φ (3) =
det (R�3 )
det (R3)

=

������
1 ρ (1) ρ (1)

ρ (1) 1 ρ (2)
ρ (2) ρ (1) ρ (3)

������������
1 ρ (1) ρ (2)

ρ (1) 1 ρ (1)
ρ (2) ρ (1) 1

������

=

������
1 0.89 0.89
0.89 1 0.72
0.72 0.89 0.55

������������
1 0.89 0.72
0.89 1 0.89
0.72 0.89 1

������
= 0.002
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Estimation des paramètres

En utilisant La forme matricielle

ρ = RpΘ

sous la condition que la matrice des autocorrélations est inversible, alors,

Θ = R�1p ρ, avec ΘT =
�
α1, α2, ...αp�1, αp

�

Une estimation de Θ est donc obtenue par l�estimation des ρ (j)
empiriquement :

Θ̂ = R̂�1p ρ̂.

Une deuxième aidé est basée sur l�hypothèse de normalité des erreurs.
Supposons que εt � BBN

�
0, σ2

�
. Alors,

Ψ (L)Xt = Φ (L) εt , Xt =
Φ (L)
Ψ (L)

εt � N (0,γ (0)) .

La méthode de maximum de vraissemblance permet ensuite de conclure.
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Prévisions

Notons par σ (X ) la �ltration engendrée par le vecteur (X1,X2, ...,XT ) .

Une valeur prédite de XT à l�horizon h est la prévision notée
X̂T (h) = X̂T+h , c�est la projection de XT+h sur σ (X ) :

X̂T+h = E (XT+h jσ (X )) .

Pour un modèle MA (1) : Xt = εt + βεt�1, jβj < 1 on a

XT+h = εT+h + βεT+h�1

Donc,

X̂T+1 = E (XT+1 jσ (X )) = E (εT+1 + βεT jσ (X )) = βE (εT jσ (X ))

avec εT = (1+ βL)�1 XT =
�
XT � βXT�1 + β2XT�2 � ...

�
alors, X̂T+1 = β

�
XT � βXT�1 + β2XT�2 � ...

�
De même,

X̂T+2 = E (XT+2 jσ (X )) = E (εT+2 jσ (X )) + βE (εT+1 jσ (X )) = 0.
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X̂T (h) = X̂T+h , c�est la projection de XT+h sur σ (X ) :

X̂T+h = E (XT+h jσ (X )) .
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XT+h = εT+h + βεT+h�1

Donc,

X̂T+1 = E (XT+1 jσ (X )) = E (εT+1 + βεT jσ (X )) = βE (εT jσ (X ))

avec εT = (1+ βL)�1 XT =
�
XT � βXT�1 + β2XT�2 � ...

�
alors, X̂T+1 = β

�
XT � βXT�1 + β2XT�2 � ...

�
De même,

X̂T+2 = E (XT+2 jσ (X )) = E (εT+2 jσ (X )) + βE (εT+1 jσ (X )) = 0.
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Prévisions

Pour le modèle AR (2) :

Xt = 1.2Xt�1 � .35Xt�2 + εt , εt � BB (0, 3)

On a

X̂T+h = E (XT+h jσ (X )) = E (1.2XT+h�1 � .35XT+h�2 + εT+h jσ (X ))
Pour h = 1 :

X̂T+1 = E (1.2XT � .35XT�1 + εT+1 jσ (X )) = 1.2XT � .35XT�1.
Pour h = 2 :

X̂T+2 = E (1.2XT+1 � .35XT + εT+2 jσ (X )) = 1.2X̂T+1 � .35XT
= 1.2 (1.2XT � XT�1)� .35XT = 1.09XT � 1.2XT�1.

Pour h = 3 :

X̂T+3 = E (1.2XT+2 � .35XT+1 + εT+3 jσ (X )) = 1.2X̂T+2 � .35X̂T+1
= 1.2 (1.09XT � 1.2XT�1)� .35 (1.2XT � .35XT�1)

= 0.89XT � 1.32XT�1. � � � � � �
...
. . .
...
. . .
...
. . .
...
. . .
...
. . .
...
. . .
...
. . . � � � � � �
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Intervalle de prévision

Sous l�hypothèse que εt est un bruit blanc gaussien de variance σ2, alors,
pour un modèle MA (q) :

Xt =
q

∑
k=1

bk εt�k + εt

X̂T+h =
q

∑
k=1

bk εT+h�k � N
 
0,B =

q

∑
k=1

b2k

!

Donc,
XT+h = X̂T+h � z1� α

2

p
B

avec z1� α
2
est le quantile d�ordre 1� α

2 de la N(0, 1).
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Intervalle de prévision

Pour un modèle AR (p) :

Xt =
p

∑
j=1

ajXt�j + εt

= a1Xt�1 + a2Xt�2 + ...+ apXt�p + εt

X̂T+h = a1X̂T+h�1 + a2X̂T+h�2 + ...+ ap X̂T+h�p

Donc, pour calculer l�intervalle de prévision, il faut utiliser la forme
MA (∞) :

Ψ (L)Xt = εt ) Xt = Ψ�1 (L) εt

Sous l�hypothèse de normalité d�εt

XT+h = X̂T+h � z1� α
2

p
B

avec z1� α
2
est le quantile d�ordre 1� α

2 de la N(0, 1).
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Modèle ARMA

Xt est dite modèle autorégresif et moyenne mobile d�ordre (p, q), noté
ARMA (p, q) , s�il s�écrit sous la forme :

Ψ (L)Xt = Φ (L) εt

Xt =
p

∑
j=1

ajXt�j +
q

∑
k=1

bk εt�k + εt ,

εt � BB
�
0, σ2

�
et εt ind de XT�k , k � 1.

ap 6= 0 et bq 6= 0.
Ψ et Φ, polynômes de degrés resp. p et q, n�ont pas de racines communes
et leurs racines sont de modules > 1.
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Modèle ARIMA

Xt est dite modèle Autorégresif et moyenne mobile integré d�ordre
(p, d , q), noté ARIMA (p, d , q) , s�il s�écrit sous la forme :

∆dΨ (L)Xt = Φ (L) εt ,

εt � BB
�
0, σ2

�
et εt ind de XT�k , k � 1.

ap 6= 0 et bq 6= 0.
Ψ et Φ, polynômes de degrés resp. p et q, n�ont pas de racines communes
et leurs racines sont de modules > 1.

∆d = (1� L)d .
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Exemples des modèle ARIMA

Xt � 1.2Xt�1 + 0.35Xt�2 = εt + 0.7εt�2,

Xt � 0.25Xt�3 = εt � 0.25εt�1

(1� 0.2L) (1� 0.3L)2 Xt =
�
1+ 0.45L2

�
εt

(1� L) (1� 0.7L)Xt =
�
1� 1.4L+ 0.49L2

�
εt
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