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Matrice des corrélations

m Considérons le Systéeme de Yule - Walker :

o (h) = k'ilakpuv— K) = aap (h— 1) +azp (h—2) + tp_1p (h— (p— 1))

pour h>1 avecp(0) =1 etp(k)=p(—k).
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Matrice des corrélations

m Considérons le Systéme de Yule - Walker :
p
p(h)= ) axp(h—k)=a1p(h—1)+azp (h—2)+..ap_10(h—(p—1))
k=1

pour h>1 avecp(0) =1 etp(k)=p(—k).

m Alors,
p(1) =10 (0) +a1p (—1) +..ap-1p (2= p) +app (1 —p)
p(2) =a10(1) +a2p (0) +...ap-10(3—p) +app (2 —p)
p(p—1) =ap(p—2)+ap(p—3)+..ap_10(0) +app(—1)
p(p) =wa10(p—1)+azp(p—2)+...ap_10(=1) +app (0)
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Matrice des corrélations

m On a dong,

p(1) =wa1+ a0 (1) +..ap_10(p—2) +app(p—1)
p(2) =ap (1) +az+.ap10(p—3) +app(p—2)
p(p—1) =a1p(p—2)+ap(p—3)+..ap-1+app (1)
p(p) =ap(p—1)+ap(p—2)+..ap_1p(1) +ap
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Matrice des corrélations

m On a donc,

p(1) =a1+az0 (1) +..ap10(p—2) +apo(p—1)
p(2) =np (1) +ax+..ap_10(p—3) +app(p—2)

o(p—1) =mp(p—2)+a2p(p—3) + .ty 1 +app (1)
p(p) =a1p(p—1) +a2p(p—2) +..ap1p (1) +ap

p (1) aq
o) (e

S I IR TCOR ST NI I B

o o(p—1) 0(p—2) 1 -l
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Matrice des corrélations

m Notons par

e = (a1, a2, ttp-1,0p) et PT =(1),p(2),...p(p))

les vecteurs des paramétres & et celui des corrélations p (j) respectivement.
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Matrice des corrélations

m Notons par

O = (1,22, ap_1,0p) et p =(p(1),0(2),...0(p))

les vecteurs des paramétres & et celui des corrélations p (j) respectivement.

m La forme matricielle précidente devient :
p = R,©

Rp est la matrice des autocorrélations :

1 p(1) o p(p—=2) p(p—1)
p(1) 1 p(1) p(p—2)
R, = '
p(p—2) 1 p(1)
pp—1) p(p—2) p(1) 1
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Autocorrélation partielle

m Pour tout modeéle X; stationnaire et pour tout h # 0, I'auto-corrélation
partielle noté ¢ (h) est le coefficient de X; dans I'expression du projeté de
X:_p sur I'espace engendré par (Xp—1,..., X¢_p_1)-
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Autocorrélation partielle

m Pour tout modeéle X; stationnaire et pour tout h # 0, I'auto-corrélation
partielle noté ¢ (h) est le coefficient de X; dans I'expression du projeté de
X:_p sur I'espace engendré par (Xp—1,..., X¢_p_1)-

m Ce coefficient exprime la dépendance entre les variables X; et X;_; qui
n'est pas due aux autres variables (X¢—1, ... X _p_1).

Prof. Yahia D. Chapitre 3 : Modéles ARIMA — partie 2



Autocorrélation partielle

m Pour tout modeéle X; stationnaire et pour tout h # 0, I'auto-corrélation
partielle noté ¢ (h) est le coefficient de X; dans I'expression du projeté de
X:_p sur I'espace engendré par (Xp—1,..., X¢_p_1)-

m Ce coefficient exprime la dépendance entre les variables X; et X;_p, qui
n'est pas due aux autres variables (X¢—1, ... X;_p_1).

m Pour un modeéle X; stationnaire, ¢ (h) est le coefficient de X;_j dans la
régression de Xy sur son passé :

Xe=a1Xem1+aXeo+ ..+ ¢ (h) Xe—p+ ...+ apXe—p + €.
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Autocorrélation partielle

m Pour un modele MA (q) : ¢ (h) est le coefficient de X;_, dans la forme
AR (00) du modele.
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Autocorrélation partielle

m Pour un modéle MA (q) : ¢ (h) est le coefficient de X;_, dans la forme
AR (00) du modele.

m Soit le modele MA(1) :
Xt = &t _01581“71 = < — %L) Et
1 -1 ] 1 J
= e=(1-31) Xe=x2, (L) X
=Xe+ 5Xe1 4 B Xe2+ o+ 35 Xemp + o
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Autocorrélation partielle

m Pour un modéle MA (q) : ¢ (h) est le coefficient de X;_, dans la forme
AR (00) du modele.

m Soit le modele MA(1) :

Xt = €&t —0,5815,]_ = ( — %L) Et
1 -1 00 1 J
= e = (1— jL) Xe =Y, (éL X
= Xt —|— %Xt—l + 2%Xt_2 + + zihthh +

m Donc

‘(P (h) = 217, — 0, quand h — oo‘
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Autocorrélation partielle

m Soit le modele AR (p) :

Xe = a1 Xe1+ a0 Xe_ o+ ...+ apXt,p + &;.
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Autocorrélation partielle

m Soit le modele AR (p) :
Xe=aXe—1+aXeo+... +apXe—p+er.

m Onadeuxcas: h<p ou h>p.
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Autocorrélation partielle

m Soit le modele AR (p) :
Xe=aXe—1+aXeo+... +apXe—p+er.

m Onadeuxcas: h<p ou h>p.
mSih<p:

Xe=a1Xem1+aXeo+ . +¢(h) Xep+ .o+ apXe—p + €t
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Autocorrélation partielle

m Soit le modele AR (p) :
Xe=aXe—1+aXeo+... +apXe—p+er.

m Onadeuxcas: h<p ou h>p.
mSih<p:

Xt =aiXe—1+aXe o+ +¢(h) Xep+ ..+ apXe—p + &t

m Deuxiément,

G(A =0, VA p]
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Autocorrélation partielle

m Algorithme de Durbin-Watson : La fonction d'auto-corrélation partielle
¢ (h) d'un modele stationnaire est défini par :

(1) =p(1),

et

B det (R*)
o) = S (")
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Autocorrélation partielle

m Algorithme de Durbin-Watson : La fonction d'auto-corrélation partielle
¢ (h) d’'un modele stationnaire est défini par :

p(1)=p(1),
et
det (R*)
*() = SRy

m avec Ry, est la matrice des corrélations d'ordre h et R} est la matrice Ry,
dont la derniére colonne est remplacer par le vecteur

(0 (1).0(2), .0 (h)).
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Matrice des corrélations

Exemple d'un AR(2)

m Considérons le modele AR (2) stationnaire et centré :

Xt = 1-2Xt71 — .35X1_-72 + &¢, Et ~ BB (0, 3)
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Matrice des corrélations

Exemple d'un AR(2)

m Considérons le modele AR (2) stationnaire et centré :

Xt - 12Xt71 - 35Xt72 +€t, st ~ BB (0,3)
mOnap(0)=1 et pour h>1

el =(p(1),0(2),0(3)) = (0.89,0.72,0.55)
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Matrice des corrélations

Exemple d'un AR(2)

m Considérons le modele AR (2) stationnaire et centré :

Xt - 12Xt71 - 35Xt72 +€t, st ~ BB (0,3)
mOnap(0)=1 et pour h>1

p" = (0(1).0(2).0(3)) = (0.89,0.72,0.55)

m L'auto-corrélation partielle ¢ (h) est donc :

B _ det (R;)
(1) =p (1), ¢(h) det (Ry)
‘ (1) pg1§ ‘
_det(Ry) _ | P(1) p(2) | p2)—p(1) _ 0.72-0.89% _
4)(2) - det(Ri) - ‘ 1 P(l) - plfpfu) = 10892 — —0.346
p(l) 1
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Matrice des corrélations

Exemple d'un AR(2)

m Remarquons que ¢ (3) = 0. En effet,

I p(1) p(1)
wm) |G o) b
et (R3 Y Y o
PO =R " 1 o) 0@
p(l) 1 p(1)
o) 1) 1
1 0.89 0.89
0.89 1 0.72
0.72 0.89 0.55
= = 0.002
1 0.89 0.72
0.89 1 0.89
0.72 0.89 1
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Estimation des para es

m En utilisant La forme matricielle
p = R,©
sous la condition que la matrice des autocorrélations est inversible, alors,

0= Rl;lp, avec @ = (w1, a0, ..otp_1,p)
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Estimation des parameétres

m En utilisant La forme matricielle
p = R,©
sous la condition que la matrice des autocorrélations est inversible, alors,

0= R;lp, avec @ = (w1, 00, ..otp_1,p)

m Une estimation de ® est donc obtenue par |'estimation des p ()
empiriquement :

A

0= p_ﬁ
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Estimation des parameétres

m En utilisant La forme matricielle
p = R,©
sous la condition que la matrice des autocorrélations est inversible, alors,

0= R;lp, avec @ = (w1, 00, ..otp_1,p)

m Une estimation de ® est donc obtenue par |'estimation des p ()
empiriquement :

A

Q= IA?p_lp.

m Une deuxiéme aidé est basée sur I'hypothése de normalité des erreurs.
Supposons que ¢ ~ BBN (0,0?) . Alors,

Y (L)X = D (L) er < X; = %etw/v(o,ry(o»

La méthode de maximum de vraissemblance permet ensuite de conclure.
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Prévisions

m Notons par ¢ (X) la filtration engendrée par le vecteur (X1, X2, ..., X7) .
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Prévisions

m Notons par ¢ (X) la filtration engendrée par le vecteur (X1, X, ..., XT) .
m Une valeur prédite de X7 a I'horizon h est la prévision notée
X7 (h) = X7.4p, c'est la projection de X7, sur o (X) :

X1ih = E(XT4nlo (X))
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Prévisions

m Notons par ¢ (X) la filtration engendrée par le vecteur (X1, X, ..., XT) .
m Une valeur prédite de X7 a I'horizon h est la prévision notée
X1 (h) = X7 p, cest la projection de X7 sur o (X) :

Xrih = E(XT4plo (X))
m Pour un modéle MA (1) : Xy = e+ + Be—1, |B| <1 ona

XTih =€T4n+PeTrh-1
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Prévisions

m Notons par ¢ (X) la filtration engendrée par le vecteur (X1, X, ..., XT) .
m Une valeur prédite de X7 a I'horizon h est la prévision notée
X1 (h) = X7 p, cest la projection de X7 sur o (X) :

Xrih = E(XT4plo (X))
m Pour un modeéle MA (1) : X¢ = &+ + Ber—1, |B] <1 ona
XT4h =€T4+h+ PET+h1
m Donc,
X111 =EXtlo (X)) = E(e741 + per|o (X)) = BE (e7]o (X))
avecer = (14 BL) * X7 = (XT — BX7_1+ B X7_y — )

alors, X711 = B (XT — X1+ B X7 — )
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Prévisions

m Notons par ¢ (X) la filtration engendrée par le vecteur (X1, X, ..., XT) .
m Une valeur prédite de X7 a I'horizon h est la prévision notée
X1 (h) = X7 p, cest la projection de X7 sur o (X) :

Xrih = E(XT4plo (X))

m Pour un modeéle MA (1) : X¢ = &+ + Ber—1, |B] <1 ona
XT4h =€T4+h+ PET+h1

m Donc,

K1 = E(Xr 1] (X)) = E (e + Berlo (X)) = BE (e7 | (X))
avec e = (14 ,BL)_1 X1 = (XT — BXT_1 + B*X7_p — )
alors, X711 = B (XT — BXT_1+ B X7 2 — )
m De méme,

X712 = E(X742l0 (X)) = E (e712]0 (X)) + BE (e7 41|07 (X)) = 0.
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Prévisions

m Pour le modéle AR (2) :
Xt = 1.2Xt_1 - .35Xt_2 + &¢, Et ~ BB (0, 3)
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Prévisions

m Pour le modele AR (2) :
Xt = 1.2Xt_1 — .35Xt_2 + €, Et ~ BB (0,3)
m Ona

Xrih = E(X74plo (X)) = E(L2X74p—1 — 35X71p-0 + e74p|0 (X))
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Prévisions

m Pour le modele AR (2) :
Xt = 1.2Xt_1 — .35Xt_2 + €, Et ~ BB (0,3)

m Ona
Xrih = E (X74plo (X)) = E(1.2X7 41 — 35X74h—0 + €744]0 (X))
m Pour h=1:

X741 = E(1.2X7 — 35X7_1 +er41|0 (X)) = 1.2X7 — .35X7_1.
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Prévisions

m Pour le modele AR (2) :
Xt = 1.2Xt_1 — .35Xt_2 + €, Et ~ BB (0,3)

m Ona
X74h = E(X74nlo (X)) = E(L2X74p-1 — 35X74p-2 +€744]0 (X))
m Pour h=1:
X741 = E(1.2X7 — 35X7_1 +er41|o (X)) = 1.2X7 — .35X7_1.
m Pour h=2:

X740 = E(1.2X7,1 — 35XT +e740|0 (X)) = 1.2X7 1 — .35XT
=1.2(1.2X7 — X7_1) — .35XT = 1.09XT — 1.2X7_1.
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Prévisions

m Pour le modele AR (2) :
Xt = 1.2Xt_1 — .35Xt_2 + €, Et ~ BB (0,3)

m Ona
X74h = E(X74nlo (X)) = E(L2X74p-1 — 35X74p-2 +€744]0 (X))
m Pour h=1:
X741 = E(1.2X7 — 35X7_1 +er41|o (X)) = 1.2X7 — .35X7_1.
m Pour h=2:

X742 = E(12X741 — 35XT + e 2|0 (X)) = 1.2X7,1 — .35XT
=12(1.2X7 — X7_1) — .35XT = 1.09XT — 1.2X7_;.
m Pour h=3:
X743 = E(12X740 — 35X741 +e743]0 (X)) = 1.2X740 — .35X7 44
=1.2(1.09XT — 1.2X7_1) — .35 (1.2X7 — .35X7_1)

= 0.89XT — 1.32X7_q.------ R P

Prof. Yahia D. Chapitre 3 : Modéles ARIMA — partie 2



Intervalle de prévision

m Sous |'hypothése que €; est un bruit blanc gaussien de variance o2, alors,
pour un modele MA (q) :

q
Xt = 2 bk&'t,k + &t
k=1

q q
Xron= ) bkerynk ~N (o, B=1), bi)

k=1 k=1
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Intervalle de prévision

m Sous I'hypothése que €; est un bruit blanc gaussien de variance o2, alors,
pour un modele MA (q) :

q

Xt =Y ber_i + et
k=1

. q a

Xrih =), bkerip-k ~ N[0 B=) b

k=1 k=1

m Donc,
XT4h = XT4h izl—%\/g

avec z s est le quantile d'ordre 1 — 5 dela N(0,1).
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Intervalle de prévision

m Pour un modéle AR (p) :

p
Xt = Z antfj + &t
j=1

=1 X1+ aXeo+...+ apXt,p + €&t

Xr4h = aXrip1taXripo+ . +apXrihp
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Intervalle de prévision

m Pour un modéle AR (p) :

p
Xt = Z aJ-Xt_j + &t
j=1

=a Xi1+aXe o+ ...+ apXt_p + &t

Xr4h = aXrip1taXrip2+ ..+ apXrihp

m Donc, pour calculer I'intervalle de prévision, il faut utiliser la forme
MA (o) :
Y()Xe=¢er = Xe =¥ (L) e
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Intervalle de prévision

m Pour un modéle AR (p) :

P
Xt = Z aJ-Xt_j + &t
j=1
=a Xi1+aXe o+ ...+ apXt_p + &t
Xrin=aXrino1+aXriho+ .+ X748

m Donc, pour calculer I'intervalle de prévision, il faut utiliser la forme
MA (o) :
Y(L)Xe=€r = Xe =¥ 1 (L)e;
m Sous I'hypothése de normalité d'e;

Xroh=Xryn® 7« VB

avec 7 s est le quantile d'ordre 1 — 5 dela N(0,1).
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Modéle ARMA

m X; est dite modele autorégresif et moyenne mobile d’ordre (p, ¢), noté
ARMA (p, q) , s'il s'écrit sous la forme :

Y (L)X =D (L)e;

P q
Xe = Z antfj + Z brer_i + €4,
= k=1
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Modéle ARMA

m X; est dite modeéle autorégresif et moyenne mobile d’ordre (p, q), noté
ARMA (p, q) , s'il s'écrit sous la forme :

¥ (L) Xe = (L) er

P q
Xt = Zant,j‘F Z kat_k +€t,
j=1 k=1

m ¢t ~ BB (0,0°) et & ind de X7_, k > 1.
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Modéle ARMA

m X; est dite modeéle autorégresif et moyenne mobile d’ordre (p, q), noté
ARMA (p, q) , s'il s'écrit sous la forme :

¥ (L) Xe = (L) er

P q
Xt = Zant,j‘F Z kat_k +€t,
j=1 k=1

m ¢t ~ BB (0,0?) et & ind de X7_, k > 1.
ma,#0 et by #0.
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Modéle ARMA

m X; est dite modeéle autorégresif et moyenne mobile d’ordre (p, q), noté
ARMA (p, q) , s'il s'écrit sous la forme :

¥ (L) Xe = (L) er

p q
Xt = Z ant,j + Z kat_k +€t,
j=1 k=1
m ¢t ~ BB (0,0?) et & ind de X7_, k > 1.

ma,#0 et by #0.

m Y et O, polyndmes de degrés resp. p et g, n'ont pas de racines communes
et leurs racines sont de modules > 1.
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Modele ARIMA

m X; est dite modéle Autorégresif et moyenne mobile integré d'ordre
(p.d,q), notée ARIMA (p,d, q), s'il s'écrit sous la forme :

ATY (L) Xy = @ (L) e,
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Modele ARIMA

m X; est dite modéle Autorégresif et moyenne mobile integré d'ordre
(p.d,q), noté ARIMA (p,d, q), s'il s'écrit sous la forme :

ATY (L) Xy = @ (L) e,

m ¢ ~ BB (0,0°) et & ind de X7 _, k > 1.
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Modele ARIMA

m X; est dite modéle Autorégresif et moyenne mobile integré d'ordre
(p.d,q), noté ARIMA (p,d, q), s'il s'écrit sous la forme :

ATY (L) Xy = @ (L) e,

m ¢ ~ BB (0,02) et e ind de X7 _, k > 1.
ma, #0 et by #0.
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Modele ARIMA

m X; est dite modéle Autorégresif et moyenne mobile integré d'ordre
(p.d,q), noté ARIMA (p,d, q), s'il s'écrit sous la forme :

ATY (L) Xy = @ (L) e,

m ¢ ~ BB (0,02) et e ind de X7 _, k > 1.

ma,#0 et by #0.

m Y et ®, polyndmes de degrés resp. p et g, n'ont pas de racines communes
et leurs racines sont de modules > 1.
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Modele ARIMA

Xt est dite modéle Autorégresif et moyenne mobile integré d'ordre
(p.d,q), noté ARIMA (p,d, q), s'il s'écrit sous la forme :

ATY (L) Xy = @ (L) e,

et ~ BB (0,02) et e ind de X7_, k > 1.

ap #0 et by #0.

Y et @, polyndbmes de degrés resp. p et g, n'ont pas de racines communes
et leurs racines sont de modules > 1.

A= (1-1).
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Exemples des modéle ARIMA

Xt - 1.2Xt_1 + 0.35Xt_2 =&+ O.7Et_2,
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Exemples des modéle ARIMA

Xt - 1-2Xt—1 + 0'35Xt—2 =&+ 0.7€t_2,

Xt - 0.25Xt_3 = &t — 0.258t_1
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Exemples des modéle ARIMA

]
Xt - 1-2Xt—1 + 0'35Xt—2 =&+ 0.7€t_2,
]
X; —0.25X;_3 = £¢ — 0.25¢;_1
]

(1-02L) (1—03L)2 X, = (1 + 0.45L2) et
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Exemples des modéle ARIMA

|
Xt - 1-2Xt—1 + 0'35Xt—2 =&+ 0.7€t_2,
|
Xt — 0.25X,_3 = e¢ — 0.25¢;_1
|
(1-02L) (1-03L)* X; = (1+045.2) e,
|

(1—1L)(1—0.7L) X; = (1 — 140+ 0.49L2) e
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