Chapitre 5

Application du calcul des résidus
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5.1 Intégrales de la forme [, F(cos 6, sin §)df

L’idée principale est de convertir I’intégrale trigonométrique de la forme fOQW F(cos6,sin6)do
en une intégrale complexe sur un contour 7y qui est le cercle unité |z| = 1

A

La paramétrisation du cercle unité est : z = €, 0 < 6 < 27, donc

. d
dz = ie?d) = do = &,
1z
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62’0 + e—ie 2z + Z—l

cosf = = ,
2 2
ol _ =i, -1
sinf = - = -
21 21

L’intégrale devienne

/ I 2421 z—271 @
|z|=1 2 ’ 29 iz’

Exemple 5.1.

[ S S Y S .
0 (24 cosf)? 2]=1 <2 n z+§*1)2 iz 0=t (22 4 42+ 1)

4 z
z‘/|z:1 ot vaRtz VAR

4
= S2miRes(f, -2+ V3).

—2 + /3 est un pole double de f.

Res(f,—24++v3) =  lim [z+2—\/§2 :
v ) =243 ( ) (2 +2+V3)%(2 +2 - V3)?
- z ' . —2+2+3
== hm _— = hm - -
co-20v3 L(2 424+ V3)2] sso24vE (2 2+ V3)3
1
T 6V3
Ainsi

/2” @9 _ 4/ g4
0 (2+4c0s20)2 i Ji oy (22 44z + 1) 3v3

5.2 Intégrales de la forme [ f(z)dx

Soit y = f(x) une fonction réelle définie et continue dans | — 0o, +00[.
Soit I’intégrale impropre fj;o f(x)dx:

1. Nous remplagons la variable x par la variable complexe z.

2. On integre la fonction f(z) sur le contour y suivant
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v

—R

~y est la réunion du segment [— R, R] et le demi-cercle .

3.
Lf(z)dz = LR f(z)dz + /};f(a;)d:c

n

= 2mi Z Res(f, z),
k=1

avec 2z, k = 1,2,...n, les pdles de f inclus dans I’intérieur de v
4. Si on montre que fWR f(2)dz — 0 quand R — 400, alors

+o0
/ f(z) :RETOO/ f(z dm—2mZResfzk

—0o0

Théoreme 5.1 (Lemme 1 de Jordan). Soit f une fonction complexe continue sur
un secteur 01 < 0 < 0y et g le chemin tel que Yr(0) = Re® 0; < 6 < 6s.
Si lim zf(z) =0(resp. lim zf(z) = 0) alors

|z| =400 |z|—=0

f(2)dz — 0, quand R — +o0. (resp. / f(z)dz — 0, quand R — 0.)
R VR

Preuve. Ona:
[ F(2)dz| < supco, [F(2)|R|62 = 01] = sup.c, |2 (2)] |62 — 03] Done
Si lim zf(z) =0, alors limp_ 4o [, f(2)dz = 0.

|z| =400

Si lim zf(z) =0, alors lim f(z)dz=0.
R—

| ‘_>0 YR

Remarque 5.1. Soit f(z) = ggzg ot P et QQ sont des polynomes de degrés n et m
respectivement avec m > n + 2. Si yr est un demi-cecle de rayon R, alors

f(z)dz — 0, quand R — +oc.
YR
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/-I—oo dr
R |

1. Posons f(z) = ﬁ, elle possede i et —i comme pdles simples.

Exemple 5.2. Soit

A

\

. . . 1
2. Res(f,1) _EL%(Z_Z)ZQ—I—I =%

d
/YZQ—T—]_ = 27TZ.R€S(f, 7,) =T

/ dz / dz +/R dx
- = _— —_— =TT
N T S B A |

Par le théoréme précédent 2> + 1 est degré 2 > 2 + 0 alors

d’autre part

lim f(z)dz = 0.

R—o0 YR

/+oo dx
—_ =T
oo 241

5.3 Intgrales de la forme fj;o f(x){cos(azx),sin(az)}dx

d’ou

On sait que e'“* = cos(ax) + isin(ax), a > 0, alors

+oo ) +oo +oo
/ f(z)e"*dx = f(z) cos(ax)dz + 1/ f(z)sin(ax)dz.

—00 — —00

Supposons que la fonction f(x) = % est continue sur | — oo, +00[.

Nous utilisons la méthode précédente. Il reste le terme fm f(z)e**dz, onale
théoreme suivant
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Théoréme 5.2 (Lemme 2 de Jordan). Soit f : {Im(z) > 0} — C continue telle

que lim f(z) =0 et soit o > 0, alors
|z|]—+o0

lim (2)e"**dz = 0.
R—oo YR

oil YR est le demi-cercle : yr(0) = Re? 0 < 6 < .

Preuve.

/ f(z)eiazdz / f(ReiG)eiaR(cos 0-+isin G)iReiOdQ‘
TR 0

< Rswp |f(2) / ’

ZEVR

eiaR(cos 0+isin 0) ’ do

< Rswp f)] [ et
0

Z€VR

Or [ e~ofsinfgg — 2 [ e=Rsinbp et sur le segment [0, 3], on asin® > %
d’oli la majoration f07r e~ aRsind g9 < %, ainsi

(2)e'**dz
TR

< Rsup |f(2)] / e RSng0 < 7 sup | £(2)]
0

Z€VR Z€VR

R—+o00 R—o0

Comme lim f(z) = 0onobtient lim / f(2)e"™*dz = 0.
TR

Remarque 5.2. Supposons que f(z) = % avec P de degré n et QQ de degré

m > n + 1. Si v est un demi-cercle de rayon R, alors

lim (2)e"*dz = 0.
R—o0 YR

Exemple 5.3.

T rsing 1 [T zsinz
5 de = = — —dx
0 z= 49 2 ) o ¢4+9

/ = dz = 27 Res(f,3i).
gl

2249
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\

12 -3

Res(f,3i) = lim =—.

ze

2—3i 2z + 31 2

iz iz R T .
/ ie dz:/ ;e dz+/ ge dajzw—;.
~ 25 +9 p 2°+9 _pxT*+9 e

iz
lim/ =€ dz=0 car2>1+1.
v

D’autre part

Rotoo Jo, 2249
donc )
+o00 ret® i
5ot =3
oo T=H9 e
+° rcosz [t rsing i
= 27d:v +1 Tdm = —,
oo TEH49 oo T2+ 9 e
et par suite
T rcosz
3 dr =0
o T¢+9
et
T rsinz T
de = 3.
oo T449 e
Finalement

T rsinz 1 [T zsinz T
3 de = - dr = —.
0o 249 2 ) o 2249 2¢e3

5.4 Intégrales définies possédant un point singulier sur le
contour d’intégration

Les intégrales impropres de la forme | joos f(x)dx avec f(x) = ggg

Supposons que f(z) admet des pdles sur I’axe des réels. Supposons que z = ¢
est un pole de la fonction f(z) sur ’axe des réels
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TR

Yr

R | R

Théoreme 5.3. Supposons que f posséde un pole simple z = c sur ’axe des réels.
Si v, est le contour défini par z = ¢ + ret? 0 <0 <, alors

lim/ f(2)dz = miRes(f,c).
T

r—0

Preuve. [ peuts’écrire f(z) = =L + g(z) ol g est holomorphe au voisinage de
I’origine et a_; = Res(f, ¢). Donc

f(2)dz = L -1 dz+/rg(z)dz

Z—C
-

Ta_1.
/o —ire + /% g(2)dz

= i7m_1+/ g(z)dz

/T g(z)dz

comme g est holomorphe, elle est bornée au voisinage de ¢, donc

Yr

on a

< rr sup |g(2)|
ZEYr

lim [ g(z)dz=0
r—0 "

ainsi

r—0

lim/ f(z)dz =imRes(f,c)

r

Exemple 5.4. Calculer

Posons 1 ]
1(z) = 2(22 — 22+ 2) - 2(z—1—d)(z—1+41)’
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A\

/eizdz - / dz—i—/Temdx
4 2(22 =22 +2) R —2z+2) _r x(x? —22+2)

R
el? R el
———d ——d
+ /%2(22—22—1—2) z—i—/r x(x2—2x+2)x

= 2miRes(e f(2),1+1).

A , 141 .
o Res(e” f(z),1+1) = El}}r(z —1—19)e"f(z) = — Ilez_l.

-1 -1
= ——(cosl+sinl —ie— sinl — cos1).
4 4

eZZ

S P [ S
* /Y; —22—1—2) : [er(z2—2,z+2) :

e m
—, quand r — 0.

— —mRes(—Z(22 Y 2),0) =75

eiz
R, PR d R — +oo, 1
¢ /WR 2(22 — 2z + 2) § quan o0, car |z\i>rf1|—oof( )

Sir — 0et R — 400 on obtient

2@ —20+2)"" 2 4

= /+OO e de = T (1 +i)e 1 4 1),
—2x+2)x_2 !

Ce qui implique que

+00 ;
sin x ™
— _dz=—(1-—¢"! 1 inl)).
/_OO P PRy x 2( e (cosl+sinl))

5.5 Intgrales de la forme [ 2 'Q(z)dx

Si la fonction est de la forme f(z) = 2 1Q(z) avec f ayant un point critique
en z = 0, alors il faut faire une coupure depuis z = 0. Si la fonction ) n’a pas de
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pdles en z = 0 et si les conditions du théoréme 5.1 sont vérifiées, alors

—Tan

/+OO 271 Q(x)dx = — e Res(2°71Q(2), 2;).
0 =

sin(ma)

5.6 Somme de quelques séries numériques

Nous mentionnons ici quelques formules pour déterminer la somme de quelques
séries particulicres.
Théoreme 5.4. Soit f : D — C, une fonction analytique dans le domaine D =
C\ {21, ..., 2n} ou z; n’appartient pas a 7.
S’il existe des constantes R,c > 0 et a > 1 telles que

c
El

1F(2)] <

pour |z| > R.

+oo
Alors, la série Z f(n) est convergente avec

n=—0oo

+oo n
Z f(n) = —TI'Z Res(cot(mz), zj)

n=—oo 7j=1

5.7 Exercices

Exercice 5.1. Calculer les intégrales suivantes

L 2m de /2" cos(6)do
" Jo V2+cos(9)’ o 5+ cos(8)
. o do B / 1 dz
' 0 V2+cos(d) Jp= V245 (2+1) 0z
_ 2/ dz B 2/ dz
i Je=1 224 2V22+ 1 i = (- 14+ V2) (2 + 14 V2)
2 1
= —-2miRes ,1— \@)
i ((z—1+\@)(2+1+\/§)
= 4n lim (2 —1+V2) ! = 2m.

112 (z—=14+V2)(z +1++2)



