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Solution du TD 4 : La Transformee de Laplace (TL)

Exercice 1
1. Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :

e x(t)=e(t)—e(t—2),

+0o0 2 2

2

1
Pt s — _ _ (p—Pt
e "tdt = P(e ) /0

X(P) = f

0

x(t). e Ptdt = f

0

x(t). e Ptdt = f

X(P) = %(1 — e %P

e y(t)=-e(t)—2e(t—1)+e(t—3)
+00 3 1 3
Y(P) = ] —Ptd — ] —Ptd — —Ptd _ —Ptd
()f()y(t)e tf()y(t)e tfoe tfle ¢

- 2@ [L ()@ Feta-en e et

1
Y(P) = P [1—2e P + e73P]

2. Les transformées de Laplace des fonctions suivantes sont trouvées selon la table de Laplace :

s;(t) S;(P)
2 , 1 _,, 0.5 2 1
sl(t)=0.59(t)—§e +§e e(t) ?_3(P+1)+2(P+4)
-3 2 6
s,(t) = —3e(t) + 2t.e(t) + 6ee(t) Sttt 5T
2 2V2
55(8) = 2te 3¢ + 405 sin(0.5v2. ¢) et 1057 1 (0573
, 2aP
s,(t) = tsin(at) m
. 5
Ss(t) = e_t51n(5t) m
2 2 2
S¢(t) = 2 — 2et + 0.5 sin(4t) 5_P—1+P2+16
4 1
57(8) = (267 — De(t) =%
2 1 P
_ t _ - —
sg(t) =e cos(3t) P-1 p; 4
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Exercice 2 : Trouver la transformée inverse de Laplace

1
* FiP) =55
PP+P-2 — A=1-4(-2)=9
A> 0, on a deux poles réelles etsimples: P, = e -2, Py= Ty

Donc, on fait la décomposition en elements simples :
1 1 aq a,

PP+P—2 (P+2P-D ®+2) (-1

Fi(P) =

Remargue 1

Le cas des poles de la fonction & décomposer sont réels et (simple) distincts :

K o 4 a, . a,
(P+P)P+P)....P+P) P+P, P+P, P+P,

F(P) =

Tel que les ai peuvent calculés de la fagon suivante :

Donc :
. : 1 1
%F1H$W@)@+2H=£EJ@+2XP_D{P+D]=—§
1
a, = Li_I}}[F(P).(P - 1] =Ilji£n1 [(P 0P 1).(P — 1)] ==
Alors :

1 ! 1
(P+2)(P—1)_3(P+2)+3(P—1)

F1(P) =

D’apres la table de la transformée de Laplace, on a donc :

1
Fi(P) = f1(® zg(et_e_u)

PZ+P-2

e Valeur initiale: f(0) = ltin(r)n f(t) = Plim PF(P)
- —+00

Pote PZAP—2
e Valeurfinale: f(4+o) = tliin f) = ;)ing PF(P)
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1
f1(+e0) = lim f3(t) =1im PF;(P) = imP -——— =0

La valeur finale n’existe pas, donc on ne peut pas appliqué thm de la valeur finale (limte dans le temps =
infini et limite en P egale 0)

¢ Fg( ) P(1+TP)

On a deux poles simples: P = —% ,et P=0

Donc, on fait la décomposition en elements simples :

FL(P) = 3 _ 3 _4 =
3( )—p(1+TP)_Tp(%+P)_F+(P+%)

Tel que :

, . 3P
a, = Il)l_r)!(l)[P.F(P)] =lim |[————| =3

P=01ep (% + P)

a, = lim [F(P) (P + 1)] = lim, L.<1+P> =-3

—’—— P->—Z17TP (%+P) T
P(1+tP) P (P+1)
T

e Valeurinitiale: f(0) = ltiIBlf(t) = PliIP PF(P)

3P
f3(0) = llmfg(t) = Jim PF3(P) = wm
e Valeurfinale: f(4+o) = tllil!o f) = Li% PF(P)
. . 3P
f3(+w)=tllmof3(t)=})1_l}3PF3(P) lln&m
o—0P K« op ~
* F(P) = P(1+TP) P(1+7P) = F(P)e
On a la propriétée : TL{f (t — 0)} = F(P)e™
X K
= a, a,
F(P) = = L = =4 —
P(1+ tP) 1 P 1
Pp+z) 7 (P+3)

Ona2polessimples: P=0, P=-1/t
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a; = lim (P + P, F(P)

K
= llmPF(P) =limP—+———=K
a;
0 p(p+ 1)
K
1 1 T
a, = lim <P+ )F(P)— lim (P+;> T =—-K
P—>—— P—>—? P (P + ?)
Donc
K K K _t
F(P) P(1+tP) P (P+Y) © fO=K-Ke-
t
f(t) =K (1 — e_?) e(t)
_(t-6)
fa® =ft-0)=K(1-¢" 7 )et-0)
e F;(P)= ﬁ , onadeux poles : unsimple P = —% et un multiple P =0 .
Remarque 2

Le cas des pbles sont réels et multiples :

_ N(P) _ . m az as ay el | 4 Qkin-1
F(P) = (P+P)K(P+P3)....(P+Py)..  (P+Ppk = (P+P)k-1 + (P+P)k-2 Tt (P+P1) P+P; ot P+P,

Les a; associées aux p6les multiple sont calculés de la maniére suivante :

j-1
F(P).(P + P)*] avec j=1,2,..k

_ 1
= m | G- Diapi T [

Donc la décomposistion se fait comme suit :
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_ 4 a2 as
Fs (P —_ —
s(P) = P2(1+7P) P2 P ' (1+1P)
Alors les coefficients du pole multiple ce calcul de la facon suivante selon la remarque 2 :
PZ

= lim[Fs(P). P?] = lim ————
a, = lim[F5(P). P7] D)~

1 d F:(P).P? —l 1+
a, = im d_P[ 5(P). P*] m = 0 dP [M] P—>0 [(1+TP)2]

Et le coefficient du pole simple ce calcul de la facon suivante selon la remarque 1 :

a; = llm [F(P) (1+P)] =12 |,

Donc :
Ry L LT, T
P2(1+tP) P2 P (1+7P)
TZ _ TZ _ T
(1+P) T(P-l-%) (P+1)
1 1
Fs(P) = paci v2m) Fs(®) = 1(t) — Te(t) + e+ = (t T4 Te‘zt) e(t)

e Valeur initiale: f(0) = ltil{)l ft) = Plir+n PF(P)

f5(0) =lim fs(0) = lim PFs(P) = lim o =py ~

e Valeurfinale: f(4+o) = tliin f) = ;Jin(} PF(P)

- 3 P
fs(+eo) = Jim f£5(6) = Um PFs(P) = lim o7 s = oo
10
* Fo(P) = Griorran

A= 100 — 4 x 34 = —36 < 0, pas de racines réelles, on fait la decomposition suivante :

P> +10P +34=P2+2x5P+25+9 = (P +5)% + 32

10 10 10 3

Fs(P) = = =—=.
s(P) (P2+10P+34) (P+5)2+32 3 (P+5)2+32

D’apres la table de Laplace on :
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TL(e “sin(wt)) = (P + a)? + w2

TL(Sln(Wt)) = m

TL™X(F(P + a)) = e *Pf(t)

Donc :

10 10 3

F4(P) = =
o(P) (P2 +10P +34) 3 (P +5)? + 32

— fo(®) = ?sin(Bt).e‘St

e Valeurinitiale: f(0) = ltin(} f() = Pli1+n PF(P)

_ _ _ 10P
f6(0) =limf¢(t) = lim PFe(P)= lim (PZ+ 10P + 34) 0

e Valeurfinale: f(+) = tligrn f) = Lin& PF(P)

_ _ _ 10P _
fe(teo) = lim fo() = lim PFe(P) = U e T0p 330 = ™
12P
* F7(P) = Gaieriiooy

A= 16 — 400 = —144 < 0, pas de racines réelles

P2 +16P + 100 = P> + 2 X 8P + 64 + 36 = (P + 8)? + 6

F.(P) = 12P _12Pp P+8-8 [ P+8 8 ]
7 "~ (P2+16P+100)  (P+8)2+62 (P+8)2+62 (P+8)2+62  (P+8)2+62
P+8 8 6
F7(P) =12 [(P+8)2+62 B 3(P+8)2+62]
TL(sin(wt)) = m
TL(COS(Wt)) = m

TL1(F(P + a)) = e”*Pf(t)

w
—at o5 =
TL(e *sin(wt)) = (P+a)? +w?
Donc :
Fo(P) = 12P _12[ P+8 8 6 ]
B = Friter+100) Clrrerie srroree

8
— f.(t) =12e78 [cos(6t) — gsin(6t)]
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e Valeur initiale: f(0) = lti‘{,‘ ft) = PliIP PF(P)

12

_ _ _ 12p?
f7(0) =limf7(®) = lim PF,(P) = lim o 6P+ 100)

e Valeurfinale: f(+) = tliin f() = })in& PF(P)

_ _ _ 12p?
f7(e) = lim f7(t) = lim PF,(P) = im o~ ep+100) ~ °

Exercice 3 :
Résoudre les équations différentielles suivantes munies de ses conditions initiales :

d?(x(t)) 45 dx(t)

— Tl 4x(t) = e *te(t) (conditions initiales nulles)

D’apreés les propriétes de la transformée de Laplace on a :
df(t dfe(t ,
TL [%] = PF(P) — f(0), et TL [%] = P2F(P) — Pf(0) — f'(0)

Donc la TL de I'equation diftérentielle avec les conditions initiales nulles est

P2X(P) + 5PX(P) + 4X(P) = P_-1+2

X(P)(P?> +5P +4) =

1
(P+2)(P?+5P+4)

P+2

X(P) =

P?+5P+4, A=25—-4%x4=9

—542-\/5 - _1 P, = -5—/9

P2+5P+4=P+1)(P+4)

On a 3 poles simples, donc la décomposition en élements simples est :

1 . a b c
P+2)P+DP+4) P+ P+2) P+

P1:

X(P) =

Les a, b, c, ce calcul selon la remarque 1, des poles simples :
%= Plil_r}r.[F(P)'(P+Pi)] ,i=1....n

(P+1) 1 ]zl
3

@ = lim [X(P).(P + 1)] = lim [(p RN [(P T 2P+

o (P +2) . 1 __1
= pm, [(p+ DP TP+~ % [(P + 1)(P+4)] T2

b= lim [X(P).(P +2)]
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(P+4) 1

¢= fm[X(P).(P+M)] = lim | o e D p ) p1@4[(P+2)(P+1) a3

P 1 1 1 1

P = P +DP+d 30+D 200+2) 6P+ D
X(P) = 1 _1 -t 1 -2t 1 -4t
B =Frnrrspra M =ge T2¢ Tef

d?(x(t))
dt?

+5 dx(t)

+ 6x(t) = ete(t), avec x(0*)=1,et x'(0*)=0
D’apreés les propriétes de la transformée de Laplace on a :
d d ,
TL [%] = PF(P) — f(0), et TL[ I (”] P2F(P) — Pf(0) — f'(0)

Donc la TL de I'equation diftérentielle avec les conditions initiales non nulles est :

2
TL%Z(O) = P2X(P) — Px(0) — x'(0) = P2X(P) —

TL(5 ﬁ) = 5(PX(P) — x(0)) = 5PX(P) —

1
P*X(P) — P +5PX(P) =5 + 6X(P) = 5—

1
X(P)(P2+5P+6)—P—5=m
(P+5P-1D+1
P-1
(P+5P-1D+1 P+5HFP-1D+1
(P-1D(PZ+5P+6) (P-1)(P+2)(P+3)
(P2+5P+6)=(P+2)(P+3)

X(P)(P2+5P+6):%+(P+5):

X(P) =

(P+5P-1+1  P*+4P—14
(P-1)P+2)(P+3) (P-1(P+2)(P+3)

X(P) =

On utilise Ia méthode des résidus : f(t) = X [Résidus de H(p)]

Méthode des Résidus
Pour chaque pole de la fonction H(p) = F(p).eP! il existe un "résidu”. Les pbles de F(p).e” sont les
poles de F(p).

Supposons p1 un des péles de F(p). Pour ce pole il existe un résidu Rp1:
Si p1 est un pble simple, on a Rp1 = (p - p1).H(p1)
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Si p1 est un pole double, on a Rp1 = (p - p1)2.H'(p1) avec H'(p) = dH(p) /dp

Si p1 est un pole multiple d'ordre k, on a Rp1 = (p - p1)<.H&D(p1) / (k-1)!, avec H&D(p) = d¥H(p)
/dpk?

Pour obtenir f(t) il suffit alors de faire la somme des résidus : f(t) = X [Résidus de H(p)]

Ona:
o PHOP-D+1 P +4P—4
( )_(P—1)(P+2)(P+3)_(P—1)(P+2)(P+3)
Rpl = (P -Py).X(Py) = [(P — P)X(P)]p=p,e"
Rl_'(P—1)(PZ+4P—4)' , 1,
e oerne | T 12°
Rp2 = (P-P).X(P;) = [(P = P)X(P)]p=p,e™
[+ 2P* + 4P - 1) 8 .
Rpz = P-DPrnE+y | ° Y=ge”
Rp3 = (P-P3).X(P;) = [(P — P3)X(P)]p=p,e™
[+ 3)P*+ 4P - 1) a7 s,
Aps = [P-nDP+nP+y|_ ° Y=g
Donc
8 2t 7 -3t
x(t) = Rpl——e +3e —Ze

dzx(t)
Tdez

dx(t) dx(0*) _

+4— T

+4x(t) =t.et, avec x(0Y) =1, et
Dapres les propriétes de la transformée de Laplace on a :

TL|L9| = PF(P) - f(0), et TL ["f 2| = P2E(P) - PF(0) - £'(0)

2
TL l%z(t)) = (P%X(P) — Px(0) — x'(0)) = (P>’X(P) — P — 2)
dx(t) B
TL 4T = 4(PX(P) — x(0)) = 4(PX(P) — 1)
—aty\ — 1
TL(t e ) = m

Donc la TL de [’equation différentielle avec les conditions initiales non nulles est -

(P?X(P) — P —2) + 4(PX(P) — 1) + 4X(P) = P12
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(P2X(P) — P —2) + (4PX(P) — 4) + 4X(P) =

(P +1)2
(PZ+4P+4)X(P)—P—6=m
1 _(P+6)(P+1)%+1
(P2+4P+4)X(P)—m+P+6— P12

P+6)(P+1)*+1  (P+6)(P+1)*+1

XP) = T2 raPt4) - (PF 2P+ 2)

On utilise la méthode des résidus avec ici on a deux poles en doules:

Si p1 est un pole double, on a Rp1 = [(p - p1)2.H'(p1)]e’" avec H'(p) = dH(p) /dp
Exercice 4
Soit le systeme suivant représenté par le circuit RC : R

1) L’équation diffiérentielle du systéme : I:I B
L’¢équation de la maille : Ve T :: T Vs

Ve(t) = R.i(t) + Vs(0)

Vo(t) = R.i(t) += [ i(t)dt

_ l . dv(t)
t) = sz(t)dt > i) =c—1=
Vo(®) = RCZEZ 4 V(0
dVS(t) 1 B
L’équation différentielle du systéme est : dt Vs(t) = ‘-’(t)

L’equation différentielle du circuit RC est de I’ordre 1 : le circuit RC est un systéme d’ordre 1 : I'ordre de

I’equation différentielle nous donne I'ordre du systéme.

Applicant laTL de stt(t) + —Vs(t) = — e(t) avec les conditions initiales nulles :
1
PV.(P) + V (P) = V.(P)
(P e )V(P) V,(P) - G(P) = VP ge __1
RC RC ® _Ve(P)_p_|_1/RC_1+RCP
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2) Laréponse du systéeme :

a) Laréponse impulsionnelle du systéme c’est pour une entrée impulsion de Dirac : v.(t) = §(t)
TL(8(t)) =1 =V.(P)

Vs(P)
Ve(P)

G(P) = Vs(P) = G(P)V.(P)

Ona: v,(t) =6(t) donc: V. (P) =1,

Onpose: RC=rt

1 t 1
Vi(P) = G(P) — vy(t) = g(t) = L7G(P)] > g(8) = pre Re = —e™"
Donc la réponse impulsionnelle du systeme RC : 1 ¢
Us(t) = ﬁe_ﬁ = ;e‘t/r

b) La réponse indicielle du systéme c’est pour une entrée echelon unitaire : e(t)

ve(t) = e(t) — Vo(P) =3

V.(P) = G(P)V,(P) = Jlr/—f/CRC.% = P(PlJ{—Rl?M) _ % + %1/1
a = lim[P.X(P)] = lim H%/f/cm = lim %f/cm =1
o= iy 0+ Ygo x|l e
vy ——TRe___1__1

p(p_|_1/RC)_F_P+1/t

Donc la réponse indicielle du systéme RC :

v (t) = 1— e RC = (1 — e 7)e(t)

Pour le circuit RLC,

R L
20+ vs(0) 1

Ve C s

V,(¢) = R.i(t) + L

dvs(t) 5 di(t) d?v(t)

=C 1
dt dt dt?

V.(t) = %fi(t)dt Si(t) =c
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V() = RCTED 4 [ 20 a 20 4 V()
V(t) = RCZEE 4 [0 50 d 0 4 vs(t)

d’vy,t) R dVS(t) 1
L’équation différentielle du systeme RLC est : dit? tT L dt E Vs(t) = 7= Ve(t)

L’equation différentielle du circuit RLC est de I’ordre 2 : le circuit RLC est un systeme d’ordre 2.

Appliquant la TL a I’équation différentielle avec conditions initialle nulles :

R
P2 V(P)+ P. VS(P)+LC V.(P) = Ic Ve(P)

R 1
2 _
(P +— P+LC)VS(P) —V.(P) -
G(P) = Vs(P) - 1/LC _ 1
Ve(P) pz Rp 1 LCPZ+RCP+1
L LC

La réponse du systeme est: V,(P) = G(P).V.(P), cadépond les paraméttres du systéme : R, L et C.

Conclusion :

1. lordre de I'’equation différentielle nous donne I’ordre du systéme. (temporel)
2. L’ordre du dénominateur de la fonction de transfert est I'ordre du systéme. (complexe, ou

frequencile )
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