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Département de Mathématiques 1erA. Master

____________Intérrogation___________

Exercice 1.(04pts) Etudier la stationnarité du modèle:

Xt = cos (wt) "t + sin (wt) "t�1; "t � BB
�
0; �2

�
et w 2 R:

Exercice 2.(06pts) Soient Xt; Yt et Zt trois modèles tels que: Zt stationnaire, centré et de varaince �2 et

Xt = Zt �
2

5
Zt�1 et Yt = Zt �

5

2
Zt�1:

1) Ecrire Zt en fonction de X (seulement).

2) Ecrire Zt en fonction de Y (seulement).

3) Montrer que :

Xt +
1X
j=1

�
2

5

�j
(Yt+j +Xt�j) = 0:

Exercice 3.(08pts) Soient X0; X1; X2; ::: des variables aléatoires indépendantes et de même loi:

E (X) =
1

2
et V ar (X) =

1

4

Considérons le modèle:

Yt =
Xt
2
+
Xt+1
22

+
Xt+2
23

+ :::

Calculer E (Yt) ; V ar (Yt) et Y (h) : Ce modèle est-il statioonaire ?
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____________Corrigé�Type de l�Intérrogation___________

Exercice 1.(04pts) Stationnarité du modèle: Xt = cos (wt) "t + sin (wt) "t�1 :

E (Xt) = cos (wt)E ("t) + sin (wt)E ("t�1) = 0 (ind�ep du t) : (1pt)

V ar (Xt) = cos
2 (wt)V ar ("t) + sin

2 (wt)V ar ("t�1) + 2 cos (wt) sin (wt)Cov ("t; "t�1) (1pt)

=
�
cos2 (wt) + sin2 (wt)

�
�2 = �2 (ind�ep du t) :

Cov (Xt; Xt�1h) = E (Xt; Xt�h) ; h � 1
= E (cos (wt) "t + sin (wt) "t�1) (cos (w (t� h)) "t�h + sin (w (t� h)) "t�h�1)
= cos (wt) cos (w (t� h))E ("t"t�h) + cos (wt) sin (w (t� h))E ("t"t�h�1)
+ sin (wt) cos (w (t� h))E ("t�1"t�h) + sin (wt) sin (w (t� h))E ("t�1"t�h�1)

=

8<: �2; h = 0
sin (wt) cos (w (t� 1))�2; h = 1
0; h � 2

(d�epond du t)! Xt Non Stationnaire

(2pts)

Exercice 2.(06pts)
1) Zt en fonction de X :

Xt =

�
1� 2

5
L

�
Zt ! Zt =

�
1� 2

5
L

��1
Xt =

1X
j=0

�
2

5

�j
Xt�j = Xt +

2

5
Xt�1 +

�
2

5

�2
Xt�2 + :::: (2pts)

2) Zt en fonction de Y :

Yt =

�
1� 5

2
L

�
Zt ! Zt =

�
1� 5

2
L

��1
Yt = �

1X
j=1

�
2

5

�j
Yt+j = �

 
2

5
Yt+1 +

�
2

5

�2
Yt+2 + ::::

!
(2pts)

3) On a

Zt =
1X
j=0

�
2

5

�j
Xt�j = �

1X
j=1

�
2

5

�j
Yt+j !

1X
j=0

�
2

5

�j
Xt�j +

1X
j=1

�
2

5

�j
Yt+j = 0

! Xt +

1X
j=1

�
2

5

�j
Xt�j +

1X
j=1

�
2

5

�j
Yt+j = 0! Xt +

1X
j=1

�
2

5

�j
(Yt+j +Xt�j) = 0: (2pts)

Exercice 3.(08pts) Xt suite iid E (X) = 1
2 et V ar (X) =

1
4 et cov (Xt; Xs) = 0 (t 6= s) :

E (Yt) = E

�
Xt
2
+
Xt+1
22

+
Xt+2
23

+ :::

�
=

�
1

2
+
1

22
+
1

23
+ :::

�
E (X) =

�
1

2

1

1� 1=2

�
1

2
=
1

2
: (2pts)

V ar (Yt) = V ar

�
Xt
2
+
Xt+1
22

+
Xt+2
23

+ :::

�
=

�
1

22
+
1

24
+
1

26
+ :::

�
V ar (X) =

�
1

4

1

1� 1=4

�
1

4
=
1

12
:

(2pts)

Y (h) = Cov (Yt; Yt�h) = Cov

�
Xt
2
+
Xt+1
22

+
Xt+2
23

+ :::;
Xt�h
2

+
Xt�h+1
22

+
Xt�h+2
23

+ :::

�
= Cov

�
Xt
2
+
Xt+1
22

+
Xt+2
23

+ :::;
Xt�h
2

+
Xt�h+1
22

+ :::+
Xt�h+h
2h+1

+
Xt�h+h+1
2h+2

+ :::

�
= Cov

�
Xt
2
+
Xt+1
22

+
Xt+2
23

+ :::;
Xt�h
2

+
Xt�h+1
22

+ :::+
Xt
2h+1

+
Xt+1
2h+2

+ :::

�
=
1

4

�
1

22
+
1

24
+
1

26
+ :::

�
1

2h
=
1

4

�
1

4

1

1� 1=4

�
1

2h
=
1

12

1

2h
: (3pts)

Ce modèle est statioonaire car E (Yt) ; V ar (Yt) et Y (h) sont indépendantes de t: (1pt)
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