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 )المنفعة الحدية(.المنفعة القياسية نظـريـة
 تمهيـد: 

ΔديΎااقتص ΔϠر المشكϬتظ  ΔصΎالخ ΕΎيϠالعم ΔرسΎعند مم Δالبشري ΕΎمجتمع من المجتمع ϱفي أ

الحΎجΕΎ البشريϭ ، Δ هذا مΎ يعرف بΎلنشΎط ااقتصΎدϭ ، ϱ  إشبΎعبΎستخداϡ المϭارد المتΎحΔ، بϬدف 

 Δ إلϰ تعدد ϭ تنϭع الحΎجϭ ΕΎ الرغبϭ ΕΎ تطϭر طرϕ إشبΎعΎϬ.اإنسΎنيتطϭر المجتمعΕΎ  أدىقد 

 ϡيت ϭ ،ΎϬعΎئل إشبΎسϭ ندرة ϭ الكثيرة ΕΎجΎد بين الحϭجϭقض المΎن تتمثل في التنΎاإنس ΔϠإذن فمشك

الϔرد،الذϱ يϡϭϘ  إطΎرككل أϭ في  ΔإطΎر الدϭلحل هذه المشكΔϠ بϭضع سϡϠ لأϭلϭيΕΎ سϭاء كΎن في 

اأϭلϭيΔ مع فرضيΔ مسبΔϘ تتمثل في أن الϔرد يتميز ϭاد ااستϬاكيΔ حسΏ بتϭزيع دخϠه عϰϠ الم

ΔانيϘالع ϭ دةΎلرشΎالتي تعبر عن  ب ϭ ،تهΎجΎع حΎبشكل امثل من اجل إشب ϙذل ϭ ،اردهϭل مΎفي استعم

شخصي، فϬي قΎبΔϠ لإشبΎع عن  يشعϭر ϭ إحسΎس داخϠي غΎلبΎ مΎ يتميز بΎلذاتيΔ أن قيΎسΎϬ ذات

 ΔϠ ذاتΎϬ أϭ بدائΎϬϠ.طريϕ الϭسي

ϭيير لسΎضع معϭ ϭ سيرϔبت ϙϠϬالمست ϙϭϠس Δنظري ϡتϬتϙ  زيع الدخلϭت ϰϠعند إقدامه ع ϙϠϬكل مست

.Δمعين Δخال فترة زمني ΎϬكϠϬالتي يست ΕΎالخدم ϭ عϠمن الس Δعϭمجم ϰϠع ϕΎϔيخصصه لإن ϱالذ 

 ϭ هنϙΎ بعض النظريΕΎ التي تϔسر هذا السϭ ϙϭϠ هي:

 لϘيΎسيΔ أϭ نظريΔ المنϔعΔ الحديΔ ) الϘيΎس الكمي ϭ العددϱ لϠمنΎفع المستΔϠϘ(.نظريΔ المنϔعΔ ا -

- ϭأ Δالترتيبي Δعϔالمن Δفع(.  نظريΎمنϠي لϠضيϔالت ϭ س الترتيبيΎيϘاء )الϭالس ΕΎمنحني Δنظري 

1. Δعϔالمن: 
      ϙϠϬلأكل  يست ΔجΎلحΎك ΔϔϠته المختΎجΎع، لكي يشبع حϠرد السϔال،Ύغيرهϭ ϔيعرف الϭ فϭسϠي

" ϱيزϠنثب جيرمياإنجϡΎ Bentham(1780) Jeremy "Δعϔالمن  ΎϬأن ϰϠفي  ))ع Δيϔة خϭرة عن قΎعب

ϭعϠيه فΎلمنϔعΔ هي: مϘدار ااستمΎع ϭالرضϰ أϭ  ((،اإشبΎع في زمن معين تحϘيϕاأشيΎء تستطيع 

 يتحصل عϠيه الϔرد عندمΎ يستϙϠϬ سϠعΔ معينΔ، أϭ مجمϭعΔ من السϠع. الذϱاإشبΎع 

ϭ :Ύين همϠمΎع بعΎيت΄ثر اإشب 

- ΏسΎمع عدد  تن Ύعكسي ΔعϔالمنΕحداϭال  ( ϙϠϬزة المستϭعتين بحϠدة من السϭجϭالم Δعϔالمن 

   ΏسΎتتن .)ΎϬطردا مع ندرت 

 معينΔ، كϠمΎ زادΕ منϔعتΎϬ ) المنϔعΔ ليسΕ    سϠعΔ عϰϠكϠمΎ زادΕ رغبΔ الϔرد في الحصϭل   -  

     ΔبتΎف من شخص آخ ثϠهي تختϭ.)ر 
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  2.Δعϔالمن ΔسيΎيϘال )Δالحدي Δعϔالمن ( : 
عددϭ ϱتصبح في هΎته الحΎلΔ الكمي ϭالϘϠيΎس ل المنϔعΔ قΎبϠيΔعتمد عϰϠ فكرة يأسΏϭϠ تϠϘيدϱ،  هي

 ϰ(، ϭتΎϘس بϭحداΕ قيΎس تسم Utilité = U  (ϭ )T =Totale) حيث  UTالمنϔعΔ عبΎرة عن 

Δعϔالمن Εحداϭمص ϭه ϭ ،نزϭϔح استخدمه جيϠطStauly Jevons   دΎااقتص Δبه عن نظريΎفي كت

 ϡ.1871السيΎسي 

المستϭ ϙϠϬتحديد حجϡ الطΏϠ لϬذا  اأسΎسي لسϙϭϠظل تحϠيل المنϔعΔ الϘيΎسيΔ هϭ المرشد  لϘد 

 ϙϠϬالمستϙذلϭ ابتداء  ϡΎ1870من ع.ΕΎاخر الثاثينϭإلي أ ϡ 

 Δهذه النظري ΕΎي -:فرضيϘϠل ΔϠبΎق Δعϔالمن.ϱالعدد ϭ س الكميΎ 

- ΔϠϘمست Δعϔع اأخرى. المنϠمع الس ΔعϠسϠل Δجد عاقϭا ت ϱأ 

- .Δدة الكميΎقص بزيΎع تتنϠسϠل Δفع الحديΎالمن Ύبينم ،ΔبتΎد ثϭϘنϠل Δالحدي Δعϔالمن 

 ϭحداΕ السϠعΔ متمΎثΔϠ تمΎمΎ، كمΎ ا يϭجد فΎصل زمني بين استϬاϙ السϠع. -

3 . ϭ تعريفΔدال Δعϔالمن ϠالكΔي: 
 :الكϠيΔالمنϔعΔ  تعريف -3-1

عندمΎ يستϙϠϬ سϠعΔ معينΔ، أϭ مجمϭعΔ السϠع في فترة  الϔردمجمϭع اإشبΎع الذϱ يحصل عϠيه  هي

 زمنيΔ معينϭ Δمحددة.

3-2- ΔيϠالك Δعϔالمن Δعتين دالϠلس: 
ستϠϬكΔ الم ϭالكميΕΎ ،العاقΔ الريΎضيΔ التي تربط بين مستϱϭ اإشبΎع المتحصل عϠيه نعبΎرة ع هي

 Ύلدين ΕنΎع، فإذا كϠف السϠمن مختY,X هي  ( عتينϠمن الس ΔكϠϬالمست ΕΎالكميY,X  ΕنΎكϭ )UT 

 هي: المستϙϠϬلϬذا  الكϠيΔ مϘدار المنϔعΔ المتحصل عϠيΎϬ، استϬاϙ السϠعتين فإن دالΔ المنϔعΔ هي

                       

Ύ  :            YXUTلـمث 32 2           22 2.33 YyXXUT  

Δدالϭ  تتميز ΔعϔلبالمنΎئصΎخص ΔليΎالت: 

- Δفي  دال ϕΎϘلاشت ΔϠبΎقϭ لمستمرةΎمج .ΎϬϔتعري 

 تسمح بΎإشبΎع بحيث ا تكϭن المدة قصيرة، حيث ا معينΔ،دالΔ معرفΔ خال فترة زمنيΔ  هي - 

 فتتغير بذلϙ المعطيΕΎ. اأذϭاϕغير الكΎمل في الزمن المحدد، كمΎ ا ينبغي أن تكϭن طϭيΔϠ بحيث تت

3-3- ΔيϠالك Δعϔالمن Δاحدة دالϭ ΔعϠلس : 

),( yxfUT  
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فإذا إفترضنΎ أن شخص يϡϭϘ بإستϬاϙ  لϠمستϙϠϬ،تϙϠ العاقΔ بين اإشبΎع الكϠي ϭكميΕΎ السϠع  هي

 " ΔعϠمن الس Δمعين Δكمي X "، : هي ΔيϠالك Δعϔالمن Δفإن دال 

4 .Δعϔالمن  ΔالحديΎϬϔتعري ΎϬدالتϭ  : 
 :المنϔعΔ الحديΔ تعريف -4-1

 السϠعΔ بϭحدة ϭاحدة. استϬاϙعندمΎ يزيد  الكϠيΔمϘدار الزيΎدة في المنϔعΔ  هي

ϭ دار  يمكنϘم ΎϬب΄ن ،Ύأيض ΎϬϔتعريΎم ϔهيضي ϙاϬإل است Δعϔمن من ΔعϠحدة اأخيرة من السϭالϰ 

.ΔيϠالك Δعϔالمن 

4-2- Δدال Δالحدي Δعϔالمن  : 

Δدال  Δالحدي Δعϔالمن ΔϘهي المشتΔل الجزئيϭاأϰ ΔيϠالك Δعϔالمن Δلي:لدالΎلشكل التΎب Ώتحس ϭ ، 

 

 

 

 
 

3       لتكن لدينΎ :مثـΎل

2

.2 3

1

YXUT    

ΏϭϠالمطΔالحدي Δعϔد المنΎإيج :XUM. 

Ύلن                        
X

YX

X

UT
UM X 



 ).2( 3

2

3

1

 

3

2

3

2

3

2
YXUM X 



 donc 

 :الحديΔالمنϔعΔ  تنΎقص قΎنϭن -4-3
نϘطتΎϬ العظمϭ ،ϰبعد هΎته  ϰ أن تصلإلتزايد المنϔعΔ الحديΔ ت ،"  XالسϠعΔ " استϬاϙتزايد  مع

ΔطϘفي  ااستمرار، ف΄ن  النϙاϬاست  " ΔعϠالسX  "ϱقص  استمرارإلي  ي΅دΎتنΔعϔالمن Δفي  الحدي

Ώجϭل المΎأن تصلإل المج ϰ ϰإل ( رϔدة في 0الصΎزي ϱأϭ ،)ϙاϬاست  ΔعϠالسX ϱقص  ي΅دΎإلي تن

 ( ΏلΎل السΎفي مج Δالحدي Δعϔالمن- .)لΎلتΎب ϭيبدأ في العمل ابتداء  ي Δالحدي Δعϔقص المنΎن تنϭنΎن قΎف

.ϡأن تنعد ϰإل Δالحدي ΔعϔمنϠل Δقيم ϡمن أعظ 

)(xfUT  

X

UT
UM X 




 
)(XfUM X


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







 



 محاضراΕ في ااقتصاد الجزئي  القياسية نظرية المنفعةأ.د/ خليفي عيسى                

 

 
14 

 :مثـΎل
 . XUMالمنϔعΔ الحديΔ  أϭجد.التΎلي* بنΎءا عϰϠ الجدϭل  

 . XUMالمنϔعΔ الحديΔ  أϭجد -

- ϡأرس  ΔيϠالك Δعϔالمن ϰمنحن ΎنيΎبي)(UT.  Δالحدي Δعϔالمن ϰمنحنϭ)( xUM مع  ΔطϘتحديد ن

 التشبع(.نϘطΔ )العظمϰ اإشبΎع 

 : XUM  المنϔعΔ الحديΔ إيجΎد:الحــل 

                                                       )()1(

)()1(

nn

xn

X
XX

UTUT

X

UT
UM














 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ϡرس  ϰمنحنUTUM  نϘطΔ التشبع. ϭتحديد ,

   
 

9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 ΕΎالكمي  ΔϠالمستعمX 

17 21 24 26 26 24 20 14 4 0 Δعϔالمن  ΔيϠالكUT 

9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 ΕΎالمست الكمي ΔϠعمX 

17 21 24 26 26 24 20 14 4 0 Δعϔالمن  ΔيϠالكUT 

 UMالحديΔ المنϔعΔ ـ 4 10 6 4 2 0 -2 -3 -4

TP 

TP 

UMx 

 
 لتشبعنقطΔ ا
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 شرح الم:ΕΎنحني 

 (.x=2 إلx=0 ϰيتزايد في البدايΔ بمعدل متزايد ) من  - : TP منحنϰ اانتΎج الكϠي (1

التزايد بمعدل  إلϰنϘطΔ انعطΎف، ϭ هي نϘطΔ التحϭل من التزايد بمعدل متزايد  إلϰيصل  -

   (.x=2) عند  متنΎقص

 (.x=6إلx=2  ϰيبدأ بعدهΎ بΎلتزايد بمعدل متنΎقص ) من  -

 (.x=6) عند مΔ له، أϱ نϘطΔ التشبع ثϡ يصل الϰ أعظϡ قي -

-  ΎمΎقص تمΎلتنΎيبدأ ب Ύبعده ϭ من (x=6 .)Ύبعده Ύم ϭ 

XUM الحدϱمنحنϰ اانتΎج  (2  (.x=2يتزايد تمΎمΎ إلϰ أن يصل إلϰ نϘطته العظمϰ ) عند  -: 

 (.x=6إلx=2  ϰثϡ يبدأ بعدهΎ في التنΎقص في المجΎل المϭجΏ) من  -

 (.x=6د ثϡ ينعدϡ ) عن -

-  ΏلΎل السΎقص في المجΎلتنΎيبدأ ب Ύبعده ϭ من (x=6 .)Ύبعده Ύم ϭ 

3 )Δالعاق  Δعϔبين المنΔيϠالك UM Δعϔالمنϭ  ΔالحديUT : 

-  ،Δالحدي Δعϔتتزايد المن Ύدة  تتزايدعندمΎبمعدل متزايد، بزي ΔيϠالك ΔعϔالمنϙاϬالس استϠ ΔعX . 

-  Δالحدي Δعϔالمن ϰيصل منحن Ύي إليعندمΎϬتهن ϰإل لصي العظم ΔيϠالك Δعϔالمن ϰمنحنϰ   ΔطϘن 

 ) نϘطΔ التحϭل من التزايد بمعدل متزايد إلي التزايد بمعدل متنΎقص (. انعطΎف  

-  Δعϔالمن ϰقص منحΎيتن ΎعندمΔالحدي  ΔيϠالك Δعϔالمن ϰفإن منحن ،) Ώجϭل المΎيتزايد ) في المج 

 متنΎقص. بمعدل   

-  Δالحدي Δعϔن المنϭتك ΎعندمΔمنعدم  (UMx = 0  ΔيϠالك Δعϔن المنϭتك ،)UT في  (ϰالعظم ΎϬقيمت

 نϘطΔ التشبع أϭ اإشبΎع (.

-  Δعϔن المنϭتك ΎعندمΔالحدي UMx ΔقصΎفي متن ( ΏلΎل السΎقص-المجΎتتن ΔيϠالك Δعϔفإن المن ) .ΎمΎتم 

     ϠيΔ أحد المستϠϬكين معطΎة كΎآتي:إذا كΎنΕ دالΔ المنϔعΔ الك :1 مثـΎل

                                         XXUT  22 

UMx 6 

x 

2 

ΔنفعϤتناقص ال ϥقانو 

 



 محاضراΕ في ااقتصاد الجزئي  القياسية نظرية المنفعةأ.د/ خليفي عيسى                

 

 
16 

ΏϭـϠالمط:  
 . XالمنϔعΔ الحديΔ لϬذه السϠعΔ  أϭجد

)5(: كΎنالمنϔعΔ الحديϭ ΔالكϠيΔ إذا  أϭجد X. 

 الحـل:
  XUMدالΔ المنϔعΔ الحديΔ  إيجΎد

                                           
X

XX

X

UT
UM X 



 )2( 2 

 

                                                  14  XUM X    donc  

 

 5X  لمϭ UT  ΎالكϠيUM ΔقيمΔ المنϔعΔ الحديΔ  إيجΎد

Ύ2)5(455                                                        لن 2 UT 

                                                                     45UT  donc 
                                                           191)5(4 xUM 

                                                               19xUM  donc 

 

YXUT دالΔ المنϔعΔ الكϠيΔ معطΎة بΎلشكل التΎلي: لدينΎ :2 مثـΎل .2 2    

)4,3(: حΎلΔ( ϭفي Ώϭ2 المثΎل السΎبϕ )مطϠ نϔس  XY 

 :الحـل
Δدال :Δالحدي Δعϔالمن                              YXUM X  4 

                                                   22XUM Y  

                     48XUM donc       483)4(4 xUM 

                 32yUM donc                32)4(2 2 yUM 

                96),( yXUT donc           96)3()4(2),( YXUT 

 
 : الميزانيΔمعΎدلϭ  Δمخصص لإنϕΎϔ ال الدخل. 5
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لإنϕΎϔ هϭ حجϡ النϭϘد، الذϱ يخصصه الϔرد لϠحصϭل عϰϠ سϠع ϭخدمϭ ،ΕΎيجΏ  المخصص الدخل 

صيغϭ  ΔضعيمكننΎ  يهيتجϭΎز إنϕΎϔ هذا المستϙϠϬ الدخل النϘدϱ المخصص لذلϭ ،ϙبنΎء عϠ اأن 

ميزانيΔ المستϙϠϬ،  معΎدلΔذه الصيغΔ: عΎمΔ، يتسϭΎى فيΎϬ الدخل النϘدϱ مع مجمϭع اإنϕΎϔ، تسمϰ ه

 ϭالتي يمكن كتΎبتΎϬ بΎلشكل التΎلي:

       
YPXPR YX  

 يعبر عن الدخل النϘدϱ المخصص لإنR .ϕΎϔ حيث

XΔعϠالمشتراة من الس Δالكمي : X. 

YΔعϠالمشتراة من الس Δالكمي : Y. 

Px ΔعϠسعر الس : X. 

Py ΔعϠسعر الس : Y. 

 : لمستϙϠϬا تϭازن. 6
عϘاني المستϙϠϬ اللذلϙ )  المخصصفي حدϭد الدخل  تههدف المستϙϠϬ هϭ محϭΎلΔ تعظيϡ منϔع إن

ϭإذرشيد(الϭ ،ا  ΔلΎل أنه في حϭϘدف نϬهذا ال ϙϠϬالمست ϕϘازنحϭت. 

 

 :إيجΎد تϭازن المستϙϠϬ في حΎلΔ سϠعϭ Δاحدة -6-1
يكتسبΎϬ المستϙϠϬ  يالمنϔعΔ الحديΔ الت يتϭازن المستϙϠϬ في حΎلϭ Δجϭد سϠعϭ Δاحدة عندمΎ تتسϭΎى

.ΎϬيϠل عϭفي سبيل الحص ΎϬب ϰالمضح Δالحدي Δعϔمع المن ΔعϠمن الس 

 :مΎتϭازن المستϙϠϬ في حΎلΔ سϠعϭ Δاحدة ه ϭΎ منه شرط

 ΎϬب ϰالمضح Δالحدي Δعϔالمن =Δالمكتسب Δالحدي Δعϔالمن. 

 .)Δعϔمن ϰأقص ϰϠليس ع ϭ ( Δعϔئض منΎف ϰأقص ϰϠرد عϔيحصل ال 

ϭ هي المنϔعΔ التي يكتسبΎϬ الϔرد من استϬاϙ الϭحدة ااخيرة من  :المنϔعΔ الحديΔ المكتسبΔ - أ

.ΔعϠي: السϠي Ύكم Ώتحس ϭ 
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NPZPYPXPR NZYX  ........... 
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Ώ - ΎϬب ϰالمضح Δالحدي Δعϔفي سبيل  :المن ϙϠϬالمست ΎϬالتي يضحي ب Δعϔالمن Εحداϭ هي عدد ϭ

 حسΏ بΎلشكل التΎلي:حصϭله عϭ ϰϠحدة إضΎفيϭ Δاحدة من السϠعϭ.Δ ت
      ΎϬب ϰالمضح Δالحدي Δعϔالمن ΔعϠحدة من السϭد. ×= سعر الϭϘنϠل Δالحدي Δعϔالمن 

.xضحىبهاϤال PUM  

 المنϔعΔ الحديΔ المضحϰ بΎϬ. -المنϔعΔ الحديΔ المكتسبΔ =الصΎفيΔالمنϔعΔ الحديΔ  -ج

 المنϔعΔ الكϠيΔ المضحϰ بΔ- .ΎϬ المكتسبΔالمنϔعΔ الكϠي =) فΎئض المستϙϠϬ(الصΎفيΔ الكϠيΔالمنϔعΔ  -د

 لΎكين :مثϠϬفتراض ان احد المستΎب  ϙاϬمن است Δالمكتسب Δعته الحديϔ10قدر من Εحداϭ 

  ΔعϠمن سX :يϠي Ύكم 
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 X 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 UMX 

 

 ΔعϠأن سعر الس ϭX  دارهϘم ΕبΎن 4ثϠل Δالحدي Δعϔالمن Ύام ،ΔديϘن Εحداϭدر بـϘد فتϭϘ2 .Εحداϭ 

ΏϭϠ1:المط- .ϙϠϬازن المستϭضع تϭ تحديد 

2- Ύازن. مϭضع التϭ عند ϙϠϬئض المستΎف ϭه 

 

 حسΏΎ المنϔعΔ الحديΔ المضحϰ بΎϬ: -:الحل

8=4×2=.xضحىبهاϤال PUM  

nXn

nn

xn

X UTUMUT
XX

UTUT
UM 




 




1

)()1(

)()1(

 
Δالمكتسب ΔيϠالك Δعϔالمن =)ϙϠϬئض المستΎف (ΔفيΎالص ΔيϠالك Δعϔا -المن.ΎϬب ϰالمضح ΔيϠالك Δعϔلمن 

UTΔفيΎالص 

ϙϠϬئض المستΎف 
UT ϰالمضحΎϬب UTΔالمكتسب UMx ϰالمضحΎϬب UMxΔالمكتسب X 

02 08 10 08 10 1 

03 16 19 08 09 2 
03 24 27 08 08 3 

02 32 34 08 07 4 

00 40 40 08 06 5 
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-3 48 45 08 05 6 

-7 56 49 08 04 7 

-12 64 52 08 03 8 

-18 72 54 08 02 9 

-25 80 55 08 01 10 

 

       :Ύن عندمϭتك ϙϠϬازن المستϭت ΔطϘل يتضح أن نϭمن خال الجد 
8 ΔكتسبϤضحىبهاالϤال UMUM 

           ϙϠϬيست Ύعندم ϙذلϭ3  ΔعϠمن الس ΕحداϭX. 

6-2- ΔلΎفي ح ϙϠϬازن المستϭد تΎع عدة إيجϠس: 
 :ϙϠالمستϬتϭازن المستϙϠϬ بطريΔϘ شرط تϭازن  إيجΎد -أ

ϕϘاز يتحϭنت ϙϠϬعندمالمست ،Ύ ه بϠدخ ϕϔلينΎΔϘر م عطي لهي التي طريΎآخر دين ϕΎϔإن ΎϬهذا الدخل نفي 

 .Δعϔس المنϔن ΔϔϠع المختϠالس ϰϠن عϭرة أخرى يكΎبعبϭ

تتسϭΎى المنΎفع  عندمΎهذا المستϙϠϬ في حΎلΔ تϭازن 

 أسعΎرهϰ  .ΎالحديΔ لϠسϠع منسϭبΔ إل

  ΔمΎالع Δضع الصيغϭ يمكن ϭ:يϠي Ύازن كمϭتϠل  

 

 
 

                                                                                                  

Y

Y

X

X

P

UM

P

UM
 

 
 
 :1مثـΎل 
 ليكن لدينΎ الجدϭل التΎلي: -

DAPx فإذا كΎن:- 2 ، DAPy 1 نΎكϭ  رددخلϔال  DAR 12 

Py

UMy

 Px

UM X

 yUM 
xUM xQ 

11 
10 

 
9 

 
8 
7 

 
6 

 
5 

 
4 

8 
7 

 
6 

 
5 
4 

 
3 

 
2 

 
1 

11 

10 

09 

08 

07 

06 

05 

04 

16 

14 

10 

10 

08 

06 

04 

02 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

...........
N

N

Y

Y

X

X

P

UM

P

UM

P

UM


 

12 

6 

6 

6 
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ΏϭϠالمط: 
 التي يجΏ أن يشتريΎϬ هذا المستϙϠϬ الكميΕΎمΎهي * 

 ممكنΔ. منϔعΔ يحϕϘ اكبر حتy.x  ϰ من السϠعتين  

* ϡمن ت ث ϕϘحϙل شرط الت ذلΎستعمΎازنبϭ. 

...              : لـالح yPyxPR x  

yxR  2    

                                     
6

1

6

2

12


y

yX

P

UM

Px

UM                                    

6
y

yX

P

UM

Px

UM

 
donc

 
        بΎلتعϭيض في معΎدلΔ الدخل نجد:                                                

126)3(2  R.ΔϘϘهي محϭ 
 منه ϭ  ΕΎعتين التيالكميϠمن الس ϙϠϬهذا المست ΎϬأن يشتري ΏيجXY , ϰحت ϕϘيح Δعϔاكبر من 

Δهي ممكن :ΔعيϠالس Δϔليϭالت(x, y)= (3, 6). 

 

 :2مثΎل
YXUT           دالΔ المنϔعΔ: لدينΎكΎن  إذا  

ϭ :Ύلن                      DAPx 4*         .10* DAPY                

-  Δد كميΎمن  كلإيج),( XY   التي  ϕϘتحϰع أقصΎذا  إشبϬممكن لϙϠϬأن المست ϡϠمع الع 

DAR: الدخل 400 

 

 :لـالح
Ύلن                                                                         YXUM  

                                              2                         YX 104400  

Ύ104                                                         لن

xY

P

UM

P

UM

y

X

X

x  
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 3 YX
2

5
     YXYX

4

10
104  

 : نجد 2العاقΔ  في 3العاقΔ لنعϭض 

                                                                    yy 10)
2

5
(4400  

                                                       YyY 204001010400  

                                                                       20
20

400
 Y 

                                                                       

 Δض قيمϭلنعY   Δ50لنجد:                            3في العاق
2

100
)20(

2

5
X        

                                                                           donc  

  يهϠعϭ:هي ϙϠϬازن المستϭت ϕϘالتي تح Δϔليϭ20,50(        الت(),( YX 

 

Ώ-  عفΎمض "  ΔϘبطري ϙϠϬازن المستϭد تΎاغرانجإيج " : 
ثل المنϔعΔ الحديΔ لϠدخل أϭ لϠنϭϘد، بمعنϰ هϭ م΅شر يممضΎعف اغرانج ϭ الذϱ نرمز له بΎلرمز

 يϘيس التغير في المنϔعΔ الكϠيΔ النΎجϡ عن التغير في الدخل.
 ϭعف استعمتΎمض " ΔϘغرانجل طري  ϙϠϬمستϠل ΔلنسبΎب ϡالتعظي ΔϠلحل مشك "،  ϕϠن اأمر يتعΎإذا ك

ΔϠلحل مشك ϭد دخل معين، أϭفي حد ΔيϠالك Δعϔالمن ϡيل بتعظيϠϘالت ϕϠن اأمر يتعΎل، إذا كΎستعمΎأقل  ب

دخل ممكن لتحϘيϕ منϔعΔ كϠيΔ معطΎة، يϔترض أنΎϬ هي المنϔعΔ العظمϰ أϭ المنϔعΔ التي تحϕϘ التϭازن 

 ΔϘتتبع طريϭعف اΎهي : غرانج" مض ΔسيΎأس Εاϭخط Δثاث ΔϠته المشكΎلحل ه " 

- .ϙϠϬمستϠدف لϬال Δضع دالϭ 

 ϭضع نمϭذج الحل. -

 حل النمϭذج. -

1)  ΔلΎحΔيϠالك Δعϔالمن Δدال ϡتعظي:Max UT)) 
 دفϬال Δي :دالϠالك Δعϔالمن ϡتعظي ΔلΎفي حΔ :هي ϙϠϬمستϠدف لϬال Δدال 

                                            

                                                       

20Y
 

50X
 

     )( YPXPR YX       ),( yxMaxfL  

 دالΔ الϤنفعΔ الكليΔ                  (معادلΔ الϤيزانيΔ ) الدخل    
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 ذج الحلϭنم :)ϡالشرط الاز ( 
        ΕΎϘالمشت Δاأ الجزئي ϰلϭΕ0= لكل المتغيرا 

1.........................0 
XX P

X

UT
L 




.
x

x

P

UM
  

.
Py

UMy
 2........................0  YY P

Y

UT
L 


 

3..........................  YPXPR
UT

L YX


 

              منهϭ
Y

Y

X

X

P

UM

P

UM
 

 ذجϭحل النم : 

 ϰϠنحصل ع ϕبΎذج السϭبحل النم ϡكل من قيXY من  شرا΅هΏΎ جميΕΎ التي يكلتي تعبر عن الا ,

),(السϠعتين  XY  ئدة فيΎر السΎاأسعϭ هϠد دخϭفي حد ϙϠϬذا المستϬل ΔيϠالك Δعϔالمن ϡالتي تعظϭ ،

.ϕϭالس 

 ϡالتعظي ΔلΎفي في حΎالشرط الك : 

                                

                                                                0












LLL

LLL

LLL

H

YX

YYYYX

XXYXX

 

                            

 

 
0)()()()()()()(2 22  YYXXXYYXYX LLLLLLLH  

  ) (MinR:حΎلΔ تϠϘيل الدخل 2) 

 دفϬال Δدال: 
 

 ϡالشرط الاز: 

)( 0 UTUMinRV   

0H ) Δالهيسي ΔصفوفϤال ( 
 

0












YX

YYYX

X

X

YYX

XY

Y

YYY

XX
LL

LL
L

LL

LL
L

LL

LL
LH










 
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         =Εلكل المتغيرا ϰلϭاأ Δالجزئي ΕΎϘ0المشت 

       .
X

X

UM

P
     1.....................0''  XXXX UMP

X

UT
PV 


 

.
Py

UMy
  2........................0''  YY

Y
YY UMP

Y

UM
PV 


 

                    3.............................................00

''  UTUV  

 منهϭ        :             
Y

Y

X

X

UM

P

UM

P
 

 

  ΔلΎفي في حΎيلالشرط الكϠϘالت : 

                                

0
"""

"""

""''









VVV

VVV

VVV

H

YX

YYYYX

XXYXX

 

                            

 

 
0)()()()()()()(2 "2""2""""  YYXXXYYXYX VVVVVVVH  

 لΎ1مثـ:   ΔيϠالك Δعϔالمن Δلتكن دال:ϙϠϬمستϠ842           ل  YXYXUT  

                   ϭDAPX 5  ،DAPY 10  ،DAR 50 

ΏϭϠالمط : Ύشرا΅ه Ώالتي يج ΕΎالكمي Ώعتين أحسϠمن الس),( XY .ϙϠϬهذا المست Δعϔمن ϡلتعظي 

 

 :الحـل
                                                Ύ842لن  XYYXUT 

                                                                   YX 10550  

 ذاϬدف لϬال Δضع دالϭ ϙϠϬالمست : 
                                            ).10550(842 YXYXYXL    

0H ) Δالهيسي ΔصفوفϤال ( 
 

0
""

""

"

""

""

"

""

""

" 
YX

YYYX

X

X

YYX

XY

Y

YYY

XX

VV

VV
V

VV

VV
V

VV

VV
VH











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 ذج الحلϭضع نمϭ : 

                            1..............................
5

2
052 


 Y

yLX                                                          

                            2..........................
10

4
0104 




X
XLY   

                             3.............................................010550  YXL 

 ذجϭحل النم : 

  Δ1من العاق    ϭ2              : 5)4(10)2(نجد
10

4

5

2
YX

XY





 

                                              YX 1020520   

                                           YXYX
5

10
105  

                             ...................................2YX 

-   Δفي العاق * Δيض العاقϭ550)2(010نجد :   3بتع  YY 

                                            020500101050  YYY                                                   

                                                      
2

5

20

50
2050  YY 

                                                                                    
2

5
 Y 

-   Δيض قيمϭبتعY  :نجد * Δفي العاق 

                                                                        5
2

10

2

5
2 






X 

                                                                                  5X  

 

 

  فيالشرطΎالك: 

                                

0










LLL

LLL

LLL

H

YX

YXYYYX

XXYXX

 

)5.2,5(),(:

)
2

5
,5(),(:





YXdonc

YXdonc
 

0H ) Δالهيسي ΔصفوفϤال ( 
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                           0)()()()()()()(2 22  YYXXXYYXYX LLLLLLLH  

- :ϕبΎل السΎفي في المثΎالشرط الك ϕلنطب 

0

0105

1001

510







H 

0)0()5(0)10()1()5()10(2 22  H 

 :إذن    ϕϘفي محΎ0100                           الشرط الك  H 

 :ΔيسيϬال Δفϭϔلحل المص ΔنيΎث ΔϘطري 

                                                
0105

1001

510









H 

                      
105

01
)5(

05

101
)1(

010

100
)0(











 H 

                    10050500)10()5()10)(5(0)1(0  H 

                      :ϕϘفي محΎ0100إذن الشرط الك H   

 :ΔيسيϬال Δفϭϔأخرى لحل المص ΔϘطري 

10

0

1

5

1

0

0105

1001

510





H 

                     
  )5)(0)(5()10)(10)(0()0)(1)(1()10)(1)(5()5()10)(1()0)0(0  H 

100505000050500  H 
0100 H 

 :X  ϭYإيجΎد دϭال الطΏϠ عϰϠ السϠعتين. 7
 لΎمثـ :            ΔيϠالك Δعϔالمن Δن دالΎإذا كYXUT .2 

 . X  ϭYأϭجد دϭال الطΏϠ عϰϠ كل من             

 الحـل::ΔيϠالك Δعϔالمن Δدال Ύلدين         XYUT 2 

- -    - +     +    + 
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YPXPR     معΎدلΔ الدخل من الشكل:            YX  

 ϠϬمستϠدف لϬال Δضع دالϭϙ                   :)()2( YPXPRXYL YX   

 

 

 

 

 ذج الحلϭضع نمϭ  ϡالشرط الاز (:)ΕΎϘالمشت " Δالجزئي  =ϰلϭ0اأ " 

                                             1...............
2

02 
X

XX
P

Y
PYL  

                                               2............
2

02 
Y

YY
P

X
PXL  

                                                3.............0  YPXPRL YX 

 ذجϭحل النم       : 

 ( : Yنجد: ) دالΔ الطΏϠ عϰϠ السϠعϭ2  Δ  1من          

                               ............)2()2(
22

Y
P

P
XYPXP

P

X

P

Y

X

Y
YX

YX

 

-  Δفي العاق * Δيض العاقϭنجد: 3بتع 

                              
Y

YY

X

Y
X

P

R
yYPRYPY

P

P
PR

2
20 










 

  ΔعϠالس ϰϠع ΏϠالط ΔدالY 

YP

R
y

2
 

                             

-  Δفي العاق * Δيض العاقϭنجد: 3بتع 

 ΔعϠالس ϰϠع ΏϠالط Δدال X                                                                     

                                    
XYX

Y

P

R
X

P

R

P

P
X

22











 
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 عتينϠالس ϰϠع ΏϠال الطϭد دΎايج ΔأهميX  ϭY : 

 تتمثل أهميΔ دراسΔ دϭال الطΏϠ فيمΎ يϠي:

 .) طرديΔ أϭ عكسيPY.)ΔأϭPX  ϭ اأسعΎر ϭY أ XلكميΕΎ تحديد طبيعΔ العاقΔ بين ا -

-  ΕΎبين الكمي Δالعاق Δتحديد طبيعX أ ϭY  ϭالدخل.)Δعكسي ϭأ Δطردي (. 

 . X  ϭYتحديد طبيعΔ العاقΔ بين السϠعتين -

 (.سϠع عΎديΔ أϭ رديئΔ)  ϭY أ Xتحديد طبيعΔ السϠعتين  -

 : 2مثـΎل

 :Ύم ϙϠϬلمست ΔيϠالك Δعϔالمن Δدال Ύ1(لدين(  XYUT 

  )ΎرهΎأسع( Δع اإفراديϠالس ΕنΎإذا كDAPX 10  ،DAPY 40 

 Δعϔالمن Δقيم Ύلدين ΕنΎكϭ64U 

ΏϭϠالمط  :-  ϡحدد قيX   ϭ Y يمك Ύن الدخل أقل مϭنالتي يك  Δحدد قيم (R .) 

 :الحـل
-  ϡتحديد قيX    ϭY  مع تحدد الدخل ( يمكن Ύالدخل أقل م ΎϬن فيϭالتي يكR .) 

                                  ΎلنYXR 4010     YPXPR YX  

 ϙϠϬذا المستϬدف لϬال Δضع دالϭ                 :)( 0 UTUMinRV   

                                              )1(64()4010(  XYYXV  

 ذج الحلϭضع نمϭ) ϡالشرط الاز ( :: 

                                       
2.........

)1(

40
0)1(40

1.........................
10

010

"

"








X
XV

Y
YV

Y

X




  

                                        3.................................0)1(64"  XYV  

 ذجϭ1من    :    حل النم ϭ2                :نجد 

40

)1(10
)1(1040

)1(

4010 





X
YXY

XY
 

                                                  


 .............
4

)1(X
Y 
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-  Δفي العاق * Δض العاقϭنجد:           3لنع
2

2

)1(256
4

)1(
64

0)1(
4

)1(
64












 



X
X

X
X

 

                                                                 15X  donc 

-   Δيض قيمϭبتعϭ)(X                   :نجد * Δ4في العاق
4

16

4

)115(



Y 

:),()4,15(              التϭليΔϔ المثϰϠ لϠمستϙϠϬ هي: YXdonc 

5.2 قيمΔ مضΎعف اغرانج هي:
4

10

16

40
 

ϭ                                    :310160150)4(40)15(10عϠيه R 

                                                            310R donc 

 فيΎالشرط الك  : 

0

01

10

0











XY

X

Y

H 


 

0
1

0
)(

0

1

01

10
)0( 














XY

Y
Y

X

X

X
H


 

0))1)(()(())1)(((0  XYXYH  

)1()1(  XYXYH  

0320)16)(4)(5.2(2)1(2  XYH   donc 

.ϕϘفي محΎإذن الشرط الك 

ZYXUT  لتكن لدينΎ دالΔ المنϔعΔ الكϠيΔ من الشكل التΎلي: :2مثΎل  2                                       

Ύ    ZYX يϠي:ϭ معΎدلΔ الدخل معطΎة كم       4264                                                        

ΏϭϠع  -:المطϠمن الس Ύشرا΅ه Ώالتي يج ΕΎالكمي Ώأحس),,( XYZ .ϙϠϬهذا المست Δعϔمن ϡلتعظي 

 ت΄كد من ذلϙ بΎستعمΎل الشرط الكΎفي. -

 الحـل

 ϙϠϬمستϠدف لϬال Δضع دالϭ :            )4264()( 2 ZYXZYXL   
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 ϡالشرط الاز: 

                          1.........
2

2
022 




 YZXYZX
YZX

XZYLX   

                          2........................................
4

04
2

2 



ZX

ZXLY  

                          3............................................0 22  YXYXLZ  

                           4......................................................04264  ZYXL 

 ذجحل اϭلنم: 

ZXYXYXنجد:                                     ϭ3  2من -
ZX


 222

2

4
4

 

                                         .............................
4

4
Z

YYZ 

2........................**نجد:                      ϭ3  1من  -  XZYXZXY 

(0 نجد:                           4في    **ϭ *بتعϭيض 
4

(4)(264 


 Z
Z

Z  

                                            

Z

Z

ZZZ

ZZZ

464

0464

0264

0264







 

                            16Z    donc       16
4

64
 Z 

-  Δض قيمϭنع)(Z  في                  :16نجدX  donc 

-  Δض قيمϭنع)(Z  في                  :4نجدy   donc      4
4

16
Y 

:),,()16,4,16( تي تعظϡ منϔعΔ هذا المستϙϠϬ هي:ϭ التϭليΔϔ ال ZYXdonc 

 فيΎالشرط الك  : 

                               

0142

102

402

2222

2

2







XXY

XXZ

XYXZYX

H 

                  ) ΏلΎ01)س H 

H1 
H2 
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                ) Ώجϭ02) م H 

 Ύ0)2()2()2(        لن
02

22
11 XZXZYZH

XZ

XZYZ
H   

                                      22

1 40 ZXH  

       ϕϘل محϭ44)16()16(0262144إذن: الشرط اأ 2222

1  ZXHdonc 

                                 
2

2

2

2

2
2

02
2

02

2
2

0

0
2

XXY

XZ
Xy

XY

XXZ
XZ

X

X
ZYH  

                   0)2()2)((2))(2(0(22)0( 222

2 XYXZXXYXXYXZZYXH  

                                                   )2(242 344

2 ZXXYYZXYZXH  

                                                      444

2 442 YZXYZXYZXH  

                                                                
06

28

4

2

44

2





YZXH

YZXYZXH 

66)4)(16)(16(025165824ي محϕϘ:             نΎثإذن الشرط ال - 44

2  YZXH  donc 

 ϭ منه الشرط الكΎفي محϕϘ إذن الحل أمثل.

 

 

 

 


