Chapitre 1
Introduction aux systémes asservis

1.1 Introduction a I’automatique
1.1.1 Définition

L'automatique est généralement définie comme la science qui traite des Ensemble de
théories, de techniques, d’outils ... utilisés pour rendre les systemes autonomes,
indépendants de l'intervention humaine, afin de réduire la fréquence et la difficulté des
taches humaines.

L'objectif de I'automatique est de remplacer I'homme dans la plupart des taches (taches
répétitives, pénibles, dangereuses, trop précises, trop rapides) qu'il réalise dans tous les
domaines sans intervention humaine.

L'automatique a pour objet le contréle automatique de procédées industriels ou
d’appareillage divers dans le but de supprimer ou de faciliter I'intervention humaine.

Exemple 1: les figures ci-dessous présentent la différence entre un processus avec une
régulation se faite par un opérateur (régulation manuelle) et de méme processus mais avec
une régulation automatique.
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L'automatique fait partie des sciences de I'ingénieur. Elle traite dela:

(_ Modélisation ) C  Analyse ) Commande )( Régulation )-

S — - o

des systemes dynamiques

Une telle science englobe un grand nombre de disciplines et, par conséquent, un
automaticien devrait étre a la fois :
* Mathématicien
* Electricien
* Mécanicien
* Economiste
L'automatique a pour objet le contréle automatique de procédées industriels ou
d’appareillage divers dans le but de supprimer ou de faciliter I'intervention humaine.
1.1.2 Historique

e ™1840 : Régulateur de Watt (Besoins de I'industrie a vapeur).

e ™1945 : Deuxiéeme guerre mondiale (développement de I'automatique dans
I'aviation).

e ™1960 : Apparition de lI'informatique (cosmos, traitement rapide de I'information,
possibilité de résolution des systemes complexes etc.)

1.2 Classification d’automatique

Le domaine des applications de I'automatique est trés vaste et varié, mais I'observation de l'industrie
contemporaine conduit a une certaine classification qui se résume en deux grandes familles selon les
données que traitent ces systéemes :

> Les automatismes séquentiels

» Les asservissements

1.2.1 Les automatismes séquentiels

Dans les systemes événements séquentiels. On parle d'automatisme (séquence d'actions dans le
temps). Les automatismes sont des systémes logiques qui ne traitent que des données logiques (0/1,
vrai/faux, marche/arrét,...). lls utilisent les moyens de commutation offerts par I'électronique (circuit
logique) et la mécanique (logique pneumatique). Le calcul de ces automatismes impose de connaitre
I'algebre de boole et la théorie des circuits séquentiels.

Exemples d'applications : les distributeurs automatiques, les ascenseurs, le montage automatique
dans le milieu industriel, les feux de croisement, les passages a niveaux.



1.2.2 Les asservissements

Un systeme asservi est un systeme qui prend en compte, durant son fonctionnement, I'évolution de
ses sorties pour les modifier et les maintenir conforme a une consigne. Cette branche de
I"automatique se décompose en deux autres sous branches (séparées artificiellement par l'usage) :
* Régulation : maintenir une variable déterminée, constante et égale a une valeur, dite de consigne,
sans intervention humaine. Exemple : Régulation de température d'une piece.
* Systemes asservis : faire varier une grandeur déterminée suivant une loi imposée par un élément
de comparaison. Exemple : Régulation de la vitesse d'un moteur, Suivi de trajectoire d'un missile.
Remarque : L’asservissement est essentiellement analogique et utilise la partie analogique des trois
moyens de base dont on dispose : mécanique, électrotechnique et électronique. La théorie des
asservissements nécessite une bonne base mathématique classique.

Tableau 1.1 — Exemples sur les domaines d’application d’asservissement.

Aéronautique pilotes automatiques; commandes de
vol,
Spatial guidage de fusées, positionnement de
satellites,

Machines-outils commandes numériques pour l'usinage;

Electrotechnique |commandes de moteurs, ...

Automobile controle des moteurs, régulateurs de
vitesse, controle d’équipements,

1.3 Concept d’un systéme

1.3.1 Définition

L'automatique peut s'appliquer a tout ce qui bouge, fonctionne, se transforme. L'objet d'application
de l'automatique est appelé systeme. Un systeme se caractérise par ses grandeurs d'entrée et de
sortie. Les grandeurs d'entrée sont les grandeurs qui agissent sur le systeme. Les autres grandeurs
ayant une action non désirée sont des perturbations (entrées parasites).

On schématise un systéme par un bloc possédant une ou plusieurs entrées et une ou plusieurs

i perturbations

sorties.

—_—
entrées SYSTEME L sorties
—_—

Si le systéme possede plusieurs entrées et plusieurs sorties, il s’appelle donc un systeme multi
variables (en anglais est dit MIMO system Multi inputs and multi outputs). Si le systéme posséde une
seule entrée et une seule sortie il s’appelle systeme monovariable (SISO system : Single Input Single
Outputs).



1.3.2 Systéme linéaire continu

Il est un systeme mettant en jeu des signaux linéaires continus. Ils ont les mémes propriétés
qu'une fonction continue. On parle de systémes continus par opposition aux systémes
discrets (quand on travaille en numérique par exemple). En effet, les appareils numériques
nécessitent un échantillonnage (fini) de données pour pouvoir manipuler des données
analogiques (continu).

1.3.3 Systéme linéaire continu

Un systeme continu est linéaire si les relations entre les grandeurs d'entrée et de sortie
s'expriment sous la forme d'équations différentielles linéaires a coefficients constants. Un
systeme continu linéaire se traduit par :

e;(t) = s4(t)
Additiviteé - e,(t) = s,(t)
1_91(t)+e2(t) = s4(t)+s,(t)
ou e(t) et s(t) sont les
grandeurs d'entrée et de sortie
Homogeéneéite : [?(t) = s(t)
1.e(t) = st

1.4 Notion de Boucle Ouverte et Boucle Fermée (BF)

Un systeme est en boucle ouverte lorsque la commande est élaborée sans |'aide de la connaissance
des grandeurs de sortie : il n'y a pas de feedback. Dans le cas contraire, le systeme est dit en boucle
fermée. La commande est alors fonction de la consigne (la valeur souhaitée en sortie) et de la sortie.
Pour observer les grandeurs de sortie, on utilise des capteurs. C'est I'information de ces capteurs qui
va permettre d'élaborer la commande.

entrée = commande sortie

L Systéme ——

Figl.1 Schéma d’un systéme en boucle ouverte.
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la commande

entrée = consigne commande sortie
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f

Figl.2 Schéma d’un systeme en boucle fermée.

Exemple :
Considérons le chauffage électrique d'une salle. Le systéme est constitué par I'ensemble chauffage +
salle. La sortie de ce systeme est la température de la piece. La commande du systéme est la position
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0 ou 1 de l'interrupteur. Les perturbations peuvent étre I'ouverture d'une fenétre, de la porte ou les
rayons du soleil. En boucle ouverte, la commande est insensible a la sortie.

Pour rendre ce systéeme en BF, on peut utiliser un thermostat. La commande est alors élaborée en
fonction de la consigne (température souhaitée) et de la sortie (température de la piéce).

consigne = commande ] sortie =
température four ou rien radiateur température
—— Thermaostat + o
salle

t

Fig 1.3 Schéma de la régulation de la température d'une piece par un thermostat.

1.5 Concept général d’un asservissement

Tout asservissement comportera ces trois catégories d'éléments qui remplissent les 3 grandes
fonctions nécessaires a sa bonne marche (fig. 1-4) :

* Observation (Mesure)

* Réflexion : élaboration de commandes a partir la comparaison entre le but a atteindre (la grandeur
désirée) et la sortie actuelle.

* Systéme : le processus a asservis qui fait I’action.

Grandeur desiree B ] i sortie du systéme
—  réflexion systéme

_‘ obsevation

Fig 1.4 Schéma du concept général d’un asservissement.
1.5.1 Organisation fonctionnelle d'un systéeme asservi

Nous avons donné ci-dessus le principe général d’un asservissement. Nous pouvons maintenant
préciser de fagon nette son organisation fonctionnelle (Fig 1.5) :

= Chaine directe ou d'action (transmission direct): Englobe tous les organes de
puissance (nécessitant un apport extérieur d'énergie) et qui exécute le travail.
Comporte généralement nombreux éléments, notamment des amplificateurs.

= Chaine de retour ou de réaction : Elle comprend généralement un capteur qui donne
une mesure de la grandeur S, qui est ensuite amplifiée et transformée avant d'étre
utilisée.

= Comparateur : Compare le travail effectué a celui qui était a faire et délivre un signal
d'erreur proportionnel a la différence entre une grandeur de référence (E) et la
grandeur physique issue de la chaine de retour.

= Régulateur : Le régulateur se compose d'un comparateur qui détermine I'écart entre
la



consigne et la mesure et d'un correcteur qui élabore a partir du signal d'erreur I'ordre

de commande.

= Actionneur (systeme a asservis): C'est I'organe d'action qui apporte I'énergie au

systéme pour produire I'effet souhaité.

= Capteur : Le capteur préléeve sur le systeme la grandeur réglée (information physique)

et la transforme en un signal compréhensible par le régulateur. La précision et la

rapidité sont deux caractéristiques importantes du capteur.

= perturbation :On appelle perturbation tout phénomeéne physique intervenant sur le

systeme qui modifie I'état de la sortie. Un systeme asservi doit pouvoir maintenir la

sortie a son niveau indépendamment des perturbations.
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Fig 1.5 Schéma fonctionnel d’un systeme asservis.
Remarque : un schéma fonctionnel (ou schéma de blocs) est une représentation graphique
(par des blocs) abrégée des entités entrée et sortie d’un systeme physique.

Sortie
asservie



Chapitre 2 Modélisation des systémes
Dans toute la suite du cours, les systemes considérés n'auront qu'une entrée et qu'une sortie.

2-1 Définition de la modélisation

La modélisation est la description de comportement (transformation) d’un systéme par des
équations mathématiques (modele) qui peuvent étre développés a partir les lois
électriques, dynamiques, ...etc. Les modeles peuvent étre abordés sous trois formes :
I’équation différentielle, la fonction de transfert et le modéle d’état.

2-2 Mise en équation d'un systeme

Un systeme est dit linéaire si I'équation liant la sortie s(t) a I'entrée e(t) est une équation
différentielle linéaire a coefficients constants. La forme générale de cette équation
différentielle est :

dst) |y ) ) 21)
dt T W TAT m= gm

e

bos(t) + b1

Ou
biet a; : sont les paramétres du systéme et ils sont sensés étre connus et constants,
n, m: sont des nombres naturels. “n * est I’ordre du systeme si n > m on dit le systéeme est
un systeme propre, si n > m on dit le systeme est strictement propre.
Exemple 1: circuit R
Dans cet exemple nous avons la tension de genérateur v1
(entrée) et la tension de résistance est considérée comme une

T\j (r)

- um)
sortie. Selon la loi de maille on trouve :

vi(t) =va(t)
ce systéme est un systéme statique

Exemples 2 : circuit RC

Les équations électriques sont :
dus
Cdt
Nous pouvons obtenir une équation différentielle
d'ordre 1 reliant la sortie v, et I'entrée vy :
dvo

U] = RC At
Ce systeme est un systeme dynamique (présence de dérivée (ou soit I’intégralité) de sortie).
Exemple 3 : Considérons le systeme mécanique décrit par la figure ci-dessous :

K

v = Ri+ vy =1 y (1) = |»(1)

u(t)

M F—————

AR EN

f

FAE A 7

Par application du principe fondamental de la dynamique, I'équation différentielle régissant le
comportement de la masse M soumise a une force u(t) est donnée par :

My (©)+f y (t)+k y(t)=u(t)




2.3 Propriétés des systémes.

- Un systeme dynamique : est un systeme dynamique si sa sortie a I’instant t
dépend I’entrée et la sortie précédente. Donc il possede une mémoire puisque
le passé influence sa sortie présente.

- Un systeme statique: est un systeme statique si sa sortie a I’ instant t ne dépend
pas que I’entrée au méme instant. Donc il est sans mémoire puisque le passé
n’influence pas sa sortie présente.

- Systeme causal: La valeur de sa sortie y(t0) a un instant tO ne dépond pas des valeurs
de son entrée pour x(t) pour t>t0. Ceci revient a dire que la valeur de la sortie ne
peut dependre des évolutions futures de I’entrée. Cette propriété est toujours
veérifiée pou les systémes physiques.

- Systeme stationnaire (invariant): est tel que ses caractéristiques ne changent pas
dans le temps

2.4 Réponse d'un systéme linéaire

Si i I'on veut connaitre la réponse d'un systeme linéaire, il suffit de résoudre I'équation
2.1. Dans la suite du cours, on utilisera la Transformée de Laplace (TL) pour
simplifier la résolution de ces équations. Nous apprendrons egalement a faire un lien
direct entre les réponses des systéemes et la TL de I'équation 2.1.

2.5 Transformée de Laplace
On appellera transformée de Laplace de f(t) ( tel que f(t)=0 lorsque t<0), la fonction
F(p) :
+oo

F(p)=TL[f(t)] = i f(t).ePtdt

ou p est la variable complexe (p=a+i.b)
On notera F(p) = .,ﬂ[f(t)] ; F(p) c f(1), L signifiant transformée de Laplace de f(t) , F(p) est ['image
de f(t) et f(t) est appelé original de F(p) : a‘ffi[F(p)]  f(t) o F(p)

Exemples :



Calculerlatransformee de Laplace des fonctions suivantes:

{f(t) =da pour t=0 Fonction d'échelon

f(t)y=0 pour t<0 Afit)
A ia
F{p):f{f.e_mdf
0 =R
- i;"[.e"’"l o
p 0. 2 3 4 5
=-a
p

2.6 Proprietés fondamentales

L [af(t)+ bg(1)]=aF(p)+bG(p) (linéarité)

[ df ()

L
"odt

]: pF(p)— £(0.) (dérivée)

L, jf(t)dt =® (intégrale)
p

0

L[ f(t-7)]=e"F(p) (retard temporel)

L, [e“” f(t)] = F(p+o) (translation de la transformée)

L[ f(n*g(H]=F(p)G(p) (convolution)

Ll_l:l;lc pF(p)= Iléil?+ f(t) (théoreme de la valeur initiale)
(a condition que ces limites existent)
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Hn}J pF(p)=1lim f(t) (théoreme de la valeur finale)
p— [—=x
(a condition que ces limites existent)

Fp)
e

(périodification)

L i f(t—kT)e(t- kﬂ}

2.6.1 Resolution des équations différentielles par TL

Soit I’équation différentielle de la forme

d"s(t e(t d™e(t
bn‘;(f} + b ( } -+ by dfi :] = (f) + ax ( } -+ aanE}
La transformée de Laplace de cette équation est donnée par :

is(0™
boS(p) + b1 (p.S(p) — s(07)) + b (pQ.S(p) — p.s(07) — %) +

= aoE(p) + a1 (p.E(p) — e([}"’")) ..
Ce qui peut se mettre sous la forme :

(bo+bip+---+bpp").Sp)+L=(acg+arp+---+amp™).E(p) + I,

Ou les conditions initiales (Is, Ie) pour cette équation sont constantes. Dans le cas ou ces
conditions initiales sont nulles (c'est la cas le plus courant en automatique), on obtient :

_ _ 4T
ap + ap.p + + am.p E(p}

S(p) = bo+bi.p+---+b,.p"

Cette équation permet de calculer S(p). Il ne reste plus qu'a former la transformée inverse de
Laplace pour avoir s(t).

Exemple : Trouver la TL d’équation ci-dessous puis déduire Y (p).
d* Wt d* y(t) dwut
2 "\E}+3 'yj:}+ 'V(]+_-,«{r]=l
dt dt- dt
Toutes les conditions initiales sont nulles.

d’ _y(t) d_}-(t)
dt’ dt

+ 2 y(t) = u (t) = échelon unité
Avec les conditions initiales y (07)=-l et y’ (07) =2

2.7 Fonction de transfert

Si nous considérons un systeme quelconque A, le plus général possible, possédant une entree
e(t) et une sortie s(t) (fig. 2-1) :

10



e(t) s(t)

—_ A R

Fig. 2-1 : Représentation d’un systeme quelconque.

Si on applique un signal a I'entrée, on recueillera, a la sortie, un signal qui sera liée au
signal d'entrée par une équation différentielle (2.1).

En appelant S(p) et E(p) les transformeées Laplace de s(t) et de e(t), si on prend la
Transformée de Laplace des deux membres de I'équation différentielle, on aura :

a,p" S(p)+.....+a;pS(p)+a; S(p) = by P E(p)+......+ by pE(p)+by E(p)

d'ou : S(p) =

2.7. 1 Définition

On appelle fonction de transfert ou transmittance d'un systeme linéaire le rapport entre la
transformée de Laplace de la sortie sur celle de I’entrée :

S(p) a+arp+---+amp”

T ) = . =
(®) E(p)  bo+brp+---+byp"

La Fonction de Transfert caractérise la dynamique du systeme. Elle ne dépend que de ses
caractéristiques physiques. L'ordre du systeme (qui est I'ordre de I’équation différentielle) est
le dégrée du dénominateur de T(p).

Pour exprimer I'équation précédente, on utilise généralement le schéma 2.2.

E( | S(
) T(p) p)

Fig2.2 Schéma fonctionnel d'un systéme.

2.8 Algébre des schémas fonctionnels et fonctions de transfert des systémes
2.8.1 Fonction de transfert d'un ensemble d'éléments
Soit n éléments de fonction de transfert G1 (p) ....... Gn (p) mis en série (fig 2.3)

Fig 2.3 Connexion en série (ou cascade) de fonctions de transfert

11



La fonction de transfert de I'ensemble est égale au produit des fonctions de transfert de chaque
élément :

H(p) = ;((‘2) = Gi(p).G2(p) . .. Gn (p)
E 1 S
— HpP) —

Eléments en parallele :
Soient n élements de fonction de transfert G1 (p) ....... Gn (p) mis en parallele (fig. 2-3).

h 4

G1(p)

E
- ______ i" I:> —_— H(p) —
Gn (p) —I

Fig. 2.4- Connexion en parallele de fonctions de transfert.

v

La fonction de transfert équivalente H(p) s’écrit par :

Es J ] E — G (p)
:
- b
Systéme = e

En ] E. G.-.{F'}_T

Fig. 2 .5- Systéeme a n entrées indépendantes

On calculera les fonctions de transfert Gi (p) de chaque €lément en supposant nulles les
entrées autres que Ei (p). Ceci n'est possible que si les différentes équations du systéme ne
sont pas couplées entre elles.

S(p)= Y. Gi(p).Eilp)

Remarque : 1l n'y a pas de fonction de transfert globale pour le systeme.

2.8.2 Fonction de Transfert en Boucle Fermée ( FTBF)
Soit un systéme asservi, le plus général, représenté par le schéma de la fig. 2-6 :

12



E;QE—-@_i

B(p) [
Fig. 2.6- Schéma fonctionnel d’un systéme asservi (Boucle Fermée)

La fonction de transfert d’un systeme bouclé ou en Boucle Fermée (FTBF) est donc le rapport
de la fonction de transfert de sa chaine directe a 1 + A(p). B(p) :

___Ap)
)= 1 Alp)B(p)

2.8.3 Fonction de transfert d’un systéme a boucles multiples
Dans le cas d’un systéme asservi a boucles multiples, il y a plusieurs régulateurs ou

servomécanismes dans une chaine. La figure 2.7 en donne un exemple.

H2

O

A5 >

B5 [0

B6 [*

Fig 2.7- Exemple de systéme asservi a boucles multiples

Pour trouver la fonction de transfert équivalente a I'ensemble, on peut :
e soit poser des variables intermédiaires puis poser les équations reliant toutes ces
variables, puis en éliminer par calcul les variables intermédiaires
o soit simplifier pas a pas la représentation en utilisant les transformations décrites dans

la feuille jointe a ce poly.
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2.8.3 Cas des entrées multiples

Certains systemes sont décrits par un schéma-bloc comportant plusieurs entrées et/ou
plusieurs sorties. Donner les fonctions de transfert d'un tel systeme consiste a écrire chacune
des sorties en fonction de toutes les entrées. Pour calculer ces fonctions de transfert, la
méthode est d'utiliser le principe de superposition des systemes linéaires : pour chaque signal
d'entrée, on calcule chacune des sorties en ne considérant pas les autres entrées (on fait
comme si elles étaient nulles). On somme ensuite pour chaque sortie les fonctions de transfert
ainsi trouveées.

Exemple

G * G2 ~ooP)

Fig 2.8. Schéma-bloc d'un systéme a deux entrées.

Calculons S en fonction de U (on pose E=0)

Go
S =——U
Calculons S maintenant en fonction de E (on pose donc U=0)
GGy
Se(p) = ————F
() =12 g, EW
Ce qui donne :
Go . G1Gs
Y = — 7.5 .
S(p) ENEN Ulp) + GG (p)

14



Table
des Transformées de Laplace

Propriétés des Transformées de Laplace

f() (t>0) Fp)= L{f(t)} f(t) (t>0) F(p)= LLf(t)}
Impulsion unitaire o ;
1 f(®) e PUf(t)dt
o(t) j{;
Echelon unitaire 1
- M) + Ao fo(t) M (p) + X F(p)
u(t) p
1 4ftd) pF(p) — £(0)
¢ e dt
d*f(t
. o] 4l P F(p) - 3(0) — )
pn+1 dt
Iy 1 4" (1) BT e " 10
‘ p+a dt" e g
1 R
e (p + o) [ [oef 0
’ p+a) | (] ] t).dt"
! F(p)
n! 00 0 -
e (p + a)n+1 (avec conditions p
a initiales nulles)
1 _ e*at
—at —bt —b —da k k
gt _ bt
p+a)p+b ¢
UARDUAS) e e (ip)
sin(wt) 5 5 k
p J‘;w e f(t) F(p+a)
cos(wt) 2+ ot flt—r) P E ()
_ 2pw pour (t=>7) .
t.sin(wt) m n
> [ 1t -7).p(r)ir R (p).B (p)
t.cos(wt) ﬁ 0
+w d
E= LIt) ~ )
-at . e —
e sin(wl) (»+ a)Q + WZ = f(t) fonction périodique de période T.
-at pta = fi(t) fonction définie sur la 1°° période de f(t).
ceostel) G af v Fi(p)
(n : entier positif) F(p) = 1— e—pT
f07) = lim {pF (p)} f(o0) = limU{PF (p)}
p—x p—

Si les limites existent
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Schéma fonctionnel original

Schéma fonctionnel équivalent

A-B+C

A.G1 A.G1.Gz A.Go A.G1.G2
G G | 5 G2 — % G
A GG A.G1.G2
o2
A.G1 A.G1.Gs —> T
G1 > G2 I »
A.Gq A.G+A.G:
» G A A.G1+A.G2
»! G1+G2 - »
. Gz
G A.G-B
— G >
B
G
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A A_B AG-B.G A G
7 G |/ —*
} + .
k ‘
A AG
A AG G
4 G > —
8.
AG c | AC
L——»
A AG L» AG >
» G |—
9. AG 1 _A.,
A ’ G
-, B A-B
A A-B
- —>
+
10. iy g I W
A-B +
— -Ts A-B
A A.G A A.Gi A(G+G
G G2 2_ — G1 Lbz)
11. +
+
Gz A.Gz
G ° > 1 8
— G2 > Gy >
12. G, | *
G2 D — -
A B A B
G1 » G1
— > > (. - B
+ " 1+G,G, >
13.
B G2 <
A G B
— » 1 » A G1 B
14. * 1-G,G,
+ .
Gz <
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Chapitre 3
Réponses temporelles des systémes linéaires

3.1 Introduction

Pour étudier les caractéristiques dynamiques et statiques d’un systeme dans le domaine
temporel, il suffit d’injecter a son entrée (de sa fonction de transfert) un signal donné puis
relever les caractéristiques du signal sa sortie. La nature du signal d’entrée détermine le type
d’analyse des performances du systéme.

— Lorsque le signal d’entrée utilise le temps comme variable on parle d’analyse dans le
domaine temporel (analyse temporelle). Dans ce cas, le signal d’entrée est généralement un
échelon. On utilise aussi des signaux du type impulsion ou rampe pour étudier des
performances particulieres.

— Lorsque le signal d’entrée utilise la fréquence comme variable on parle d’analyse dans le
domaine fréquentiel (analyse fréquentielle). Le signal utilisé dans ce cas est du type
sinusoidal.

3.2 Définition de la réponse temporelle d'un systéme

La réponse d’un systéme linéaire continu décrit par 1’équation différentielle (2.1), est la
solution de cette derniere pour une entrée donnée dans le domaine temporel. Elle présente
I’évolution dynamique et statique de la sortie du systéme. Réponse temporelle composée de :
régime transitoire et régime permanent.

L’expression de la sortie s(t) pour une entrée e(t) se trouve de la maniere suivante :

f - calculer la transformée de Laplace E(p) du signal d’entrée e(t)

f - calculer S(p) = E(p).T(p)
f - en appliquant la transformée de Laplace inverse, calculer s(t) a partir de S(p)

e Régime transitoire : la réponse transitoire du systéme yt(t). Celle ci correspond a la
solution de 1’équation homogene ou les n inconnues (provenant des polyndmes q; )
sont déterminés grace aux conditions initiales.

e La réponse permanente du systtme qui correspond a la solution particuliere de
I’équation di—prentielle. Elle correspond en général a la partie de la courbe lorsque

t— oo.

Remarque
Si I’expression de S(p) est complexe et difficile d’utiliser directement le tableau de TL, En

décomposant la fraction S(p) en une somme de fractions partielle simples (voir le TD).



3.3 Signaux typiques utilisés dans I’analyse temporelle

I1 existe trois types de signaux utilisés pour ’analyse des régimes transitoire et permanent des
systémes. Ce sont I’impulsion, 1’échelon et la rampe.

3.3.1 L’impulsion

Le signal impulsion, noté 6(t), est défini par :

i 0 si t=#0
o(t) :
o si o t=10)

La figure (3.4) montre I’évolution de ce signal dans le temps. L impulsion est surtout utilisée

pour analyser la stabilit¢é des systémes. En e—et, lorsqu’un systéme est soumis a une
impulsion, il se déplace instantanément de sa position d’équilibre puis il est soumis a lui
meéme, s’il est stable, il doit revenir a sa position d’équilibre initiale.

3.3.2 L’échelon unitaire
Le signal échelon unitaire, noté u(t), est défini par :

0 t <0
u(t)=
1 t=0

La réponse indicielle nous renseignera sur le comportement du systéme en régime transitoire.
3.3.3 La rampe

Le signal rampe est une droite de pente unitaire définie par :

r(t)=
0 st t<0

Remarques

- La dérivée du signal échelon donne le signal impulsion.

-la dérivée du signal rampe donne le signal échelon.

- Lorsque le signal est amplifi¢ d’un gain E,, il est appelé échelon d’amplitude Ey.

La figure (3.6) montre I’évolution des signaux

1) tou(t) r(t)

v




Fig 3.1 Signaux typiques utilisés dans I’analyse temporelle.

3.4 Etude d’un systéme du premier ordre
Un systeme du premier ordre est celui régit par une équation di—rentielle du premier ordre de
la forme :

ds
bos(t) + blE = ape(t)

Lorsque les conditions initiales sont nulles (y(t = 0) =u(t = 0) = 0) . La fonction de transfert du
systéme du premier ordre décrit par la forme générale suivante :

| K
T(p) =
14+7p
ou K= , T= et le pole du systtme p;= (Condition de stabilité

T :est appelée la constante de temps et K est appelé le gain statique.

3.4.1 Réponse impulsionnelle
L'entrée est donnée par e(t) = E0 6(t). En Laplace : E(p) = EO. La sortie est donnée par

K.E
S(p} _ 0

1+ 7p
Par la transformation inverse de Laplace, la sortie s(t) décrit par :

K.Ey _:
s(t) = —e 7

€

T



Fig 3.2 Réponse impulsionnelle du systéme du 1 ordre .

3.4.2 Réponse indicielle
On appliaue a l'entrée de ce systeme un échelon d'amplitude EO la TL de l'entrée est donc
E(p) = E0 Lasortie du systeme est telle que :

r

) e K.E;
S(p) = E(p).T(p) = p—[l —p)

K.Ey K.E

S(p) = -1 4

p -+ P

Apres la décomposition de cette fraction et par la transformation inverse de Laplace, la sortie
s(t) est:

£

s(t) = K.Eg(1 —e™7)



Régime transitoire
¥

Kij|—— e — (.95(E

0.63KE

Régime permanent

|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
0 ! ' L ' ' —
T

2t 3t 41 5t

Fig 3.3 Réponse indicielle du systéme du 1 ordre.

Pour toutes les réponses indicielles (& un échelon), on définit :

- 3(7)=0.632K Ey

lim¢—~ s(t) = K.Ep : lavaleur finale de la sortie ()

la tangente & I'origine a une pente de #:£0

temps de montée == 27
temps de réponse a 5% = 37

— Régime permanent sp(t) =s(t) vt == ¢, (8p(t) = lims—c 3(t)
— Régime transitoire s«(t) =s(t) 7t <t (ou t;est le temps de réponse a 5%)
3.4.3 Réponse a une rampe ( échelon de vitesse)
L'entrée est une rampe de pente a : e(t) = a.t.u(t). Sa Transformée de Laplace est E(p)=a/p” La

sortie est donnée par :

K.a 1

)= e =)

Apres la décomposition de cette fraction et par la transformation inverse de Laplace, la sortie
s(t) décrit :

s(t)y=K.a.(t—7)+ Kare r



5
dart | P s
————P
5 ; -
il ; ety - :
P T T
- s(t)
2at | e
atl
_ .- sp()
a3 - =& — =
0 JI _ L | |
0 T 2T 3T 4T

Fig 3.4 Réponse a une entrée rampe.

Les caractéristiques de cette réponse sont :

— Le régime permanent est s,(t) = K.a.(t — 7)

— S8i K = 1, la sortie s(¢) suit l'entrée avec un retard constant (7).
différence entre la sortie et l'entrée est appelée erreur de trainage
vaut a.7.

— Si K # 1, s,(t) et e(t) n’ont pas la méme pente. Ils divergent.



3.5 Etude des systemes du second ordre
Les systémes du second ordre sont régis par des équations différentielles du second degré.
Leur fonction de transfert posséde donc au maximum deux zéros et deux pdles. En physique,
de tels systémes sont trés nombreux et, en général, ils ne possedent pas de zéro. L’équation la
plus couramment rencontrée est donc du type :

T 0% () — 28 + 0%+ ae(t

177 08(l) = Q2—= T Q1 ape

dt? dt dt? dt
nous n'étudierons que les systémes tels que les dérivées de 1'entrée n'interviennent pas (a; = a;
= 0). La fonction de transfert de ces systémes peut se mettre sous la forme :

52

'i{p} K
G
{P} E{F"} P_g . @-‘-
Wi w,

K est le gain statique du systeme.
wy, est la pulsation naturelle (en rd/s). On pourra poser 7, = —
é—' est le coefficient d’amortissement.

Si on cherche les poles de la fonction de transfert (les racines du déno-
minateur), on distingue 3 cas possibles :

f > ] dans ce cas, les poles sont réels : -é.' wp Fwny 2 -1

£=1 les deux poles sont égaux et réels. Ils valent —w,,.

£< 1 les deux poles sont des complexes conjugués. Ils sont a partie réelle
négative si ¢ > 0.

3.5.1 Réponse indicielle
On ¢tudie la réponse du systéme a un échelon e(t) = goy(t).
On adonc:

_G _ KE,
P P (—a + ﬁ )
wy, Wy

Pour calculer I’expression de s(t), il suffit d’invoquer la transformée de Laplace inverse. Trois
cas sont a considérer selon le signe du discriminant du polyndme du dénominateur.

462 4 4
Ona: ;\=b2—4ac=i_—=—2(§2—l)

2 2
@y, Wy n




a- Réponse pour & > |
On parle de systéeme a fort amortissement. Les deux pdles réels p; et p, donnent une

réponse qui sera la somme de deux exponentielles. La sortie est donnée par

K.FEy H:.,?zl

p(p —p1)(p — p2)

S(p) =

T — L T: — L
s(t) = K.Eg |1 — L T2 T u(t)
TL =T 1] — T2

SRR, | T O S
avec p1 = — - etpg——g

K.Eo

oL
0 >

Fig 3.6 Réponse indicielle du systéme du 2°™ ordre a fort amortissement.

Les caractéristiques de cette réponse sont :

e le régime permanent est : Sy(t) = K:EO
e al'origine, la tangente est horizontale

b- Réponse pour ¢ = |
On obtient cette fois des poles confondus

K.w?
0= 6oy



Et alors
s(t) = K.Eq [1 — (1 + wpt)e ! }

La courbe de réponse ressemble a la courbe obtenue au paragraphe précédent, mais la
croissance est plus rapide.

Exemple : Le comportement du systéme est : non oscillant ; amorti ( c’est I’apériodique le
plus rapide )

1,2

| | | | | | | |
Allure des réponses selon la valeur de &
1 _._rgsg-s-
..-—-—-—'—'__,_._-—-——ﬁﬁ_-—-—-—-'—'_-______.._-—-—--—-—"'
gn)) A A Tt |
EJ/"‘E; 4 |E =T fff,...-—-—-—"’ |
08 }/ / z -2 ] L ,_..-—--—"'"""_'_'_'._F-
il
i 4
0.8 V //,E.__ =d
0,4 / // /
0,2 // K=1 -1
/ wo =03
Tempq en s
¢ 2 4 & B o] 12 14 18 18 20 2z 24 28 28 3o

Fig 3.7 Allures de la réponse indicielle apériodique selon de la valeur de g

c- Réponsepour 0 < & <1

On parle de systéme a faible amortissement (ou oscillatoire). Les poles sont complexes
conjugués. La réponse temporelle est :



1
e~ sin(w, V1 — €2t + )

1 — &2
avec tan ¢ = ¥—; ¢
To/2 Tp
s(t) Pz 2N
r’l \
|'I. \“-\
[ |P \
/ \
1,05K Eo l,-' \ —
KEo -———— R e ey e e e ———
LY =) Y SR S—— ; SR 1

Fig 3.8 Réponse indicielle du systéme du 2™ ordre a faible amortissement.

Les caractéristiques de cette réponse sont :

le régime permanent est : Sp(t) = K .EO

e al'origine, la tangente est horizontale
w, = w,\/ 1 — &

e pulsation propre amortie )
pseudo-période des oscillations : T}, = - -
temps de montée (temps au bout duquel” ’s(t) atteint pour la premiére fois s (t).

tm = ?( - f)

e tempsdepic t,= L = _“
temps de réponse a f% TP Clestle temps au bout duquel la sortie atteint le régime

permanent a 5% pres et y reste. L'abaque ci-joint donne ce temps en fonction des
caractéristiques de la fonction de transfert. Une approximation pour é‘ <<] est

T 3

& Ewn

t, =3

qui est le temps de réponse de 1'enveloppe exponentielle.
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e le dépassement D = s(t,) - KEO. Le calcul donne :

D = K.Eye Vi-&

On peut aussi définir le dépassement relatif (sans unité)

D

éar

D _ e_ \/1—52

TS KRBy

e dépassements successifs : le rapport entre deux dépassements successifs de méme
signe peut permettre d'identifier I'amortissement.

D2 —2. fﬂ'
In =

Dy V1 — ¢?

Exemple :
2
|
K=1 |
'e a=10]7 I
EJ="9‘:] wo = |
:; \ |
1.6 i |
&) |
l; |
1.4 IE—;, " |
yﬂif\*\ 4 |
E I,f \
R b |
12 K :‘/a 7 Y . I
jf: /05 /ﬂ\\k . \ |
e A N V= = 7// N e
" " “‘\ i “| R \\ \.L_,.‘ I
0,8 j/} 11 meet ] \‘ ".' \\_/ |
| Ef .l! \\_/J" \-/ I
/0,95 \ I
06 / 1 / |
' fr \ ; |
o
0.4 -
[
I
0,2 |
[
I
i Temp§ en s |
2 4 B B 10 12 14 16 13 20 oo 24 5 o8 20

Fig 3.9 allure de la réponse indicielle a faible amortie selon de la valeur de &
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3.5.2 Réponse impulsionnelle
La réponse impulsionnelle est donnée par une entrée du type E(p) = 1.

On a donc
K N
S(p)=E(p)-H(p) = —— =)
11 2 p-  D(p)
+—=p+=
()] Wy

a- Casde 3;': =1
Dans ce cas, D(p) posseéde 2 racines réelles notées pl et p2 et d’apres la transformée

de Laplace inverse, on a :
Kwq (eplr_epgt)_u(t)

e

Lorsque 3:' > lon parle de systéme amorti (régime apériodique).

Fig 3.10 réponse impulssionnelle du systéme second ordre, 3;'.' > 1

b-Cas de 3;': <1

Dans le domaine temporel, on a :
e 590 gin (a)ot\/ 1- 52) u(t)

gl =

La pseudo-période des oscillations vaut :

12



27
wo\/l—g‘z

. . - J . . .
Lorsqu’il n’y a pas d’amortlssem[; = ()une réponse sinusoidale de pulsation wn.

T =

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

f _Kuyg p—§wol
1—£2

0 5 10 15 20 25

Fig 3.11 réponse impulssionnelle du systéme second ordre, cas ,‘E <1
c-Casde 7 =1

Dans ce cas D(p) posseéde une racine double.

L’allure de la réponse serait comparable a celle obtenue dans le cas du régime apériodique
mais ce cas est possible dans la réalité : on ne peut avoir une valeur réelle de =
exactement égale a 1.

3.5.3 Réponse a une rampe
La réponse 4 une entrée rampe est donnée par une entrée du type E(p) = a/p”.

On a donc e

L

a- Casde < >1

s(t)=Ka|t—-m—-—Tm+——e 1 ——=——e ™
T — T2 Tl — T2

b- Casde & <1

13



St

2r e ™
s(t)y=K.a |t— — .sin (w,t —
(0 ot s (et = 0)

Dans les deux cas, le régime stationnaire est une droite de pente Ka. Dans le cas =<1, le
régime transitoire est oscillant.

20 ; ;
J ! ! L_?=I:-.2 Sortie
1 1 - 3
18 H4----- Fomos . & =0.7 Sortie [
1 1 - .
T v o Lj—lE-urtle I
1 I I Z, =2 Sortie
1 1
14 oL LA = i
1
1
e e g R
1
- 1
1 [ (R S T R S S A Loemo
:
1
- (Y RN S J I g N o A JERU R (R beee--
J ' 1
1 1
0 R g R
1 1
1 1
1 1
s R R L A [ —
1 1
- 1 1
1 1
o R T o e i Sl Pt EEREEE i St R
1 1 1 1 1 1 1
g 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
] T T T T T T T T T
I 2 g & 2 10 12 14 16 13

20

Fig 3.12 Allure de la réponse a une entrée rampe selon de la valeur de &

3.6 Réponse des systemes d’ordre supérieur a 2

Un systéme du n°™ ordre a n poles et sa réponse a une impulsion ou & un échelon
comprend donc un certain nombre de termes correspondants aux poles réels et aux paires
de pdles complexes conjugués. Pour tracer la réponse d’un systéme d’ordre élevé il faut
prendre en comptes les remarques suivantes :

0 un systeme d’ordre élevé a, la plupart du temps, un ou deux pdéles dominants
et se comporte donc comme un systéme du 1 ou du 2°™ ordre

14



0 on peut simplifier la transmittance d’un systéme d’ordre élevé en ne conservant
que le ou les poles dominants ( en veillant a conserver le gain statique du
systeme )

0 un pdle peut étre négligé deés qu’il est 3 ou 4 fois supérieures au précédent
négliger les poles ¢loignés de I’origine revient.

Exemple :
le systéme de transmittance

T(p)= :

By B
1+ p)1 |
I+ pX +6)( +22)

Ce systéme possede 3 pdles réels négatifs : pl =-1, p2 =-6 et p3 =-22, etune
amplification statique A0 = 1. Sa réponse S(p) a un échelon E(p) = 1/p s’écrit :

1 1 1,257 0275 0,017
S(p)= =—- +

pl+pisDyae sy PPl pre P22

ce qui correspond a un signal de sortie :
s(t)=1-1,257e™ +0,275¢™ - 0,017¢™*

Lorsque le temps s’écoule, ces termes s’éteignent les uns apres les autres, les poles les
plus petits correspondant aux termes qui durent le plus longtemps. Ces pdles sont les poles
dominants.

On peut vérifier que le systéme du 3™ ordre précédent a un comportement transitoire
trés voisin d’un systéme du 1¢ ordre qui n’aurait qu’un seul pole dominant pl = -let le
méme AOQ :

s(r)=1-1.e~
La forme de la réponse d’un systeme dépend donc essentiellement des poles dominants
qui sont les poles les plus proches de 0.

sortie
zone d'influence du ou
des pdles dominants
t

15



3.6 Identification d’un systeme
3.6.1 Définition

L’identification d’un systéme dynamique est la caractérisation d’un mod¢le, a partir de la
connaissance expérimentale des entrées et sorties de manicre a obtenir identité de
comportement. Elle consiste :

e choix d’un mod¢le mathématique

e Détermination des parametres du modéle (par exemple dans le cas du systéme 1°,
le gain statique K et la constante de temps T) a partir la réponse indicielle du
systeme.

e Faire des comparaisons entre la réponse du modele (identifi€) et du procédé
(systéme réel).

3.6.2 Identification du systéme du 1°" ordre

Soit un systeme de capteur d’entrée e(t), la donnée que le capteur mesure et de sortie
y(t) la mesure du capteur. La réponse indicielle pour une entrée échelon donne la
courbe suivante.

Exemple

4.5

finale=4
Y g

35

Fig 3.10 Allure de la réponse indicielle du systéme.

Il est claire que cette réponse rassemble la réponse indicielle d’un systéme du 1 ordre, donc
on propose d’identifier ce systeme par un modele du premier ordre s’écrit par :

16



- Calcul du temps de montée t,, = 7.2sec alors T=3.6
- Calcul de la valeur finale y(c0) = 4.1s, donc le gain statique Ks=4.1

- Modele du systéme

3.6y (t) +y(t) =4.le(t)

Exercice

Soit le systéme électrique présenté par le schéma suivant :

R,

C

Trouver la fonction de transfert de ce systéme (vous pouvez utiliser directement le schéma
block) puis tracer sa réponse indicielle.

17



Chapitre 4. Réponses fréquentielles des systémes linéaires
4.1 Introduction

Soit le modéle général d’'un systeme linéaire

E(p) . S(p)
(p) G) (p)

On sait que, apresla transformation de Laplace de I’ équation différentielle et du signal

d entrée, I’ expression de la sortie du systeme est donnée par :

S(p) = G(p)E(p)
En posant p=jw, lasortie devient :

S(jw) = G(jw)E(jo)

Si I'entrée est sinusoidale (g(t) = Eo sin (wt)), apropriétés linéaire du systeme fait quela
sortie sera également une sinusoide, de méme pulsation gue I'entrée. On aura:

s(t) = Sy sin (wt + @)

Dans la pratique la fonction de transfert isochrone H(jo) est obtenue en remplagant p par jo
dans lafonction de transfert H(p). Si, a une grandeur d'entrée e(t) = epsin (wt) correspond la

grandeur de sortie S(t) = 5o sin(wt + @), lafonction de transfert isochrone liant les 2
grandeurs est |e rapport des G(jo)= % . On recherche latransformée de Laplace de

I'équation différentielle et I'on remplace p par jo.

On définit, en fonction de la fréquence :
¢ lesamplitudes d'entrée et de sortie, donc le"gain" du systéme, qui est le rapport|G(w) = So
0

e aphase ¢ ().
Exemple:
Soit un systémedu 1¥ ordre:  T(p) = L
I+1p

on pose p = jw, On obtient :

T(jo)=

1+ 7jo



: - jrow 1 . W
T(J(D): > 2 > 2 J 2 2
l+77°w l+77°w l+77°w
! — Partie Réel.
l+7°w"
—™ _ Partie Imaginaire.
l+7°w

|

NI+ 72w’

b | =

Le module de T(p) : |T(p)|=vRe’+Im* =

:(1+r2w3)_

La phase de T(p) : tgp= ;n =—1W=> @ =—artgrw
¢

¢ : Phase = Argument.

4.2 Définition de la réponse fréquentielle

Comme G(jo) est un nombre complexe , on est aména étud ier la variation du module de
|G(jw)], en fonction de ® mais auss le déphasagee de s(t) par rappata et) . L'intérét de
connaitre les réponses fréguentielles vient du fait que, d'apres Fourier, tout signal peut étre
décompose en une somme de fonctions sinus ou cosinus. La réponse a un signal quelconque

serala somme des réponses auix sinusoides qui composent ce signal.
Il existe trois types de représentations graphiques :

1. BODE se présente sous laforme de deux courbes :
e |G(jw)|s en fonction dew (abscisses logarithmiques)
e o=arg (G(w)) en fonction de w (abscisses |ogarithmiques)
1

: H(p)=———
Exemples P T 001p

Ona:

L
Hijw)= 1+0.0173w

Alorsle module du systéme est donné par :

1
20 log [H(jw)| = 20log—F—= (en dB
g Hjo)| gm)z( )

2



®— 0= 00iw— 0= G — 20logl =0

2, 1 1
M — 00 =0.010 — o et G =20log—F—= — 20log— =20( 0 —1og0.01®)
\ 1+ (0.010)° 0.01®

Gain

-5
=10

=15
=20
-25.0. .
=354 ..

100 10t 102 103 10%

100 =1 /70,01

Pulsation

100 10t 102 103 . 10
. ) o CPulsation

Fig 4.1 Lieu de Bode du systeme.

BLACK aussi appelé NICHOLS repréesente |G(jw)|s en fonction de ¢ . La courbe est

graduée en w.

]
ST H(wW =5 w

Ce petit tableau permet de tracer la courbe point par point en utilisant les valeurs
particulieres:

0.01 T (jw)|aB QY
0

— 0 0

— O —00 —90°
1 -3 —45°
1/2 —1 —26.5°
2 -7 —63.5°




-45°

10 -

15|

20}

251

Gain (db)

-30 +

-35 -

40 -

-45 1

wt=1

-360 -270

-180

Phase (deg)

Fig 4.2 Lieu de Black d'un systeme.

2. NYQUIST représente G(jw) dans e plan complexe. La courbe est graduée en w.

La courbe peut se tracer point par point en utilisant les valeurs particuliéres trouvées

précédemment.
Exemple: ]
H ( W)=———
J ) 1+0.01 7w
K K0.0100
- 2 J 2
l+00iw 14001’
Part.ie imaginaire
0.
o) J
-0.2 \ /
03 \
0.4 \
’ / Partie
0.5 _;/ réelle
0,0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Fig 4.3 Lediagranme de Nyquist du systeme.



4.3 Repreésentation dans le plan de BODE
4.3.1 Définition

Danslelieu de Bode, En tracant les courbes de variation du module (ou gain) et du
déphasage en fonction de la pulsation (w). Alors deux diagrammes sont utilisés
conjointement:

» lediagrammedesgans:
- enordonnée: G=201log [H(jo)| en dB
- en abscisse : log ® en rd/s

» le diagramme des phases: (semi-log) :
-enordonnée: arg[ H(jo)] =@ enrd ou degré
- en abscisse : log ®

4.3.2 Lieu de Bode du systeme du premier ordre

Considérons un systéme de fonction de transfert

1+7p v :1+jﬂu

vV o14u?

1arg(T(ju)) = —arctan(u)

Dol []T( u)‘ -

Dans le cas général (nous n‘avons pas de valeur numérique pour K et t, on poserau = 1o €t

K =1. (S K # 1, il suffirade décaler la courbe de gain de 20 log(K).)

- Comportement aux basses fréquences, (U <'1)

Danscecas, T(u) = ﬁz 1. Ainsi, Le gain en decibel est égal a20log(1) = 0 et la phase
o= arg(1)=0.
- Comportement aux haute fréquences, (u >>1)

Danscecas, T(u) = ﬁz ]iu Ainsi, Le gain en décibel est alors égal 3—2010g(],iu.) et la phase

o=ag(-)=—7.



Gain

Phase deg

asymptotes :

pour u — 0, |[T'(ju)|gp — 0, arg(T (ju)) — 0

pour u — oo, |T'(ju)|lag — —20log(w), arg(T(ju)) — —90°. Comme
I’axe des abscisses est logarithmique, 'asymptote de gain est une
droite de pente —20dB/decade(w) et coupe l'axe pour v = 1(w =

1/7).

régle des 10% : pour v < 0.1 ou u > 10, la courbe se confond avec les
asymptotes.

Pour u =1, |T(ju)|ap = —3dB, et ¢ = —45°. On dira que la pulsation
u=1<%< w=1/7 est la pulsation de coupure & —3dB.

Pour v = 1/2, |T(ju)|lap = —1dB, et ¢ = —26,5".
Pour uw =2, |T'(ju)|lap = —7dB, et ¢ = —63,5".

0

-10

-20

Pente = -20dB/décade

(rad/sec)

107 107" 1 10 10°

T T T T T

-20

-40

-60

-80

-100

—framec)

|
|
|
A
1 10 10?
T T T

Fig 4.4 Diagramme de Bode du systéme du premier ordre.



Chapitre 5 : Stabilité et précision des systémes asservis

5.1 Introduction

Considérons un systeme a réguler (figure 5.1) a I'’entrée duquel on introduit un signa de

consigne e(t) sous la forme d’ un échelon. Si le systéme est stable, nous nous attendons, bien
évidemment, a ce que le signal de sortie converge vers une valeur finie S, la plus proche possible

de cette consigne.

Plus la valeur de convergence de la sortie sera proche de la valeur de consigne, plus le systéme
sera précis. Nous nous attendons également a ce que cette valeur de convergence soit atteinte le

plus vite possible. On réclame donc au systeme une certaine rapidité qui est définie par le temps

de réponse.
E(p) e(p) chaine directe S(p)

— 1 4p) "

consigne sortie
(grandeur a
réguler)

chaine de retour
S'(p) B(p)

Fig 5.1 Schéma généra d’ une boucle de régulation (systeme asservi).
Exemple 1:

La figure 5.2 présente une réponse typique d un systeme asservi commandé par une consigne en

échelon, nous permet de localiser, sur la courbe de cette réponse, ces diff érentes performances.



valeur de
' e e consigne
dépassement I_ ¢ &
o foTTTfiiNC T e precision
valeur de
convergence
de la sortie
/ rapidité {
0

Fig 5.2 Réponse d’ un systeme a une consigne en échelon.
5.2 Stabilité des systémes asservis
5.2.1 Définition

Un systéme est stable si et seulement si atout signal borné en entrée, correspond un
signal borné en sortie. En automatique, on définirala stabilité par une des propositions suivantes
: Un systeme linéaire est stable

e lorsque saréponse aun échelon prend une valeur finie en régime permanent,
e |orsque saréponse aune impulsion tend vers 0,

e |orsque saréponse a une sinusoide est une sinusoide d'amplitude finie.
Exemple 2:

s(t)

Fig 5.3: Systeme oscillatoire amorti (stable) Fig 5.4 Systeme non oscillatoire stable



s(t)

Fig 5.5 Systeme instable. Fig 5.6 Systéeme oscillatoire marginal ement stable.

5.2.1 Aspect mathématique de la stabilité

Soit un systéme s’ écrit par safonction de transfert sous laforme suivant :

 klp—z) - (p— zm)
Tp) = pp—p1) (P~ Pna)

Saréponse al’ échelon est delaforme

s(t) = Ay + Aot + -+ + Aqi1t® + Bie?"t + -+ - + B _aePm et
Pour que s(t) tende vers une valeur finie, il faut que:

— le polyndme soit de dégrée O (terme constant) donc que o. = 0.
— {les exponentielles € soient amorties donc que les pdles pi de lafonction de transfert
soient a partie réelles négatives (strictement).

On peut formuler ceci autrement :

— Un systéme asservi bouclé est stable si tous les pdles de la FTBF sont localisés dans le demi-
plan gauche du plan complexe.

— Un systéme asservi bouclé est instable s sa FTBF comprend, au moins, un pole localisé dans
le demi-plan droit du plan complexe et/ou des pbles de multiplicité > 1 sur |’ axe imaginaire.

— Si le systeme comprend une seule paire de pdle sur I’ axe imaginaire ou un pole unique a
I’origine, le systeme est dit marginalement stable. Sa réponse sera oscillatoire non amortie
ou non oscillatoire a variation constante lorsquet — oo,



A\AA~——

Systéme oscillatoire amorti
(2 racines complexes a
partie reelles < 0)

x

Imaginaire 4

Régime oscillatoire divergent
(2 racines complexes a partie
réelles > 0)

Réel

X

Régime non oscillatoire amorti
(1 racine reelle < 0)

i

/

/

/

-

Régime oscillatoire non amorti
(2 racines imaginaires pures)

Régime non oscillatoire divergent
(1 racine réelle = 0)

Régime non oscillatoire divergent
(1 racine réelle nulle)

Fig 5.7 Récapitulatif des comportements des systémes selon la position

et le signe des poles (selon les réponses indicielles).

a- Stabilité de systéme en boucle fermée

Considérons le schéma général d’ un systéme asservi représenté sur lafigure 5.8. Safonction de
A(p)

transfert en boucle fermée est :

Fig 5.8 Schéma général d une boucle de régulation.

H(p) =

~ 1+A(p)B(p)

Alp)

B(p)

—

Sa stabilité est conditionnée par le signe des parties rédlles des racines du dénominateur. 1l

suffira, donc, d'éudier I'équation : 1 + A(p).B(p) = O, et de chercher le signe de ses racines.

- Equation caractéristique:



Dans le cas de I'étude de la stabilité en BF, I'équation caractéristique est :
num(p)
1+T(p) = avec T(p) = ——
+T(p)=0 avec (p) Jen(p)
= num(p) + den(p) =0

que I'on peut mettre sous la forme :
LR T ¢ Lo +ap1p +an

Plusieurs moyens sont possibles pour y arriver :

a) 1¥ moyen : Calculer les racines de 1 + A(p).B(p) = 0; Cette méthode est bonne puisqu'elle
nous donne également les valeurs des racines en plus de leurs signes. Mais €elle est pratiquement
inapplicable a cause de la grande difficulté gu'elle présente si le degré du polynbme est
important. L'usage d'un ordinateur peut ssimplifier le travail, car il peut auss tracer le lieu des

racines quand on fait varier les parameétres. C'est une méthode tres puissante.

b) 2°™ moyen : Discuter le signe des racines sans les calculer, & partir des coefficients du
dénominateur (critere de Routh-Hurwitz ). Maheureusement, si le systéme trouvé est instable,
on ne sait pas sur quel paramétre il faut agir pour le rendre stable. Il faut en plus connaitre la
fonction sous saforme mathématique.

c) 3™ moyen : Utiliser le critére de Nyquist (méthode graphique). Cette méthode est
intéressante car elle n'a pas les inconvénients du critére de Routh. A savoir, on peut utiliser
directement les résultats expérimentaux sans connaitre les équations du systeme et elle montre

graphiquement sur quels parameétres on peut agir pour rendre le systeme stable.

5.2.2 Criterede Routh —Hurwitz
Soit H( p) lafonction de transfert en boucle fermeée et soit D( p) le dénominateur de H( p). D( p)
est un polynéme de degrén :

D(p) =app" +an_1 p"~ " +a,_> p”_2 +--+ap+ap

On arrange les coefficients sur laligne.



AP+ A Pmlt  + AP+ API=0

pm ~'im Am-l Am—l
pm-1 Am—l Am—i Am—j
Pm-l hl bz b3
Ppm-3 C) C2 C3
po (ll dg d3

b — qu—l 411—2 - An‘qm—B . b — An—l qu—al - AnAn—S
1 » 2
‘4111—1 ‘4111—1

c :b1An—3_Am—lbz . c :blAn—s_An—lbs
| b7 b,
Onitereleprocessusjusqu acequ’il 'y ai plus que des O sur laligne.

- critéerede stabilité:

le systéme est stable en boucle fermée si tous les coefficients de la premiére colonne

sont de méme signe.

En conséquence, Le nombre de pdles a partie réelle positive, de la fonction de transfert H( p) est

égal au nombre de changements de signe dans |a premiére colonne.
- Exemple 3:

P(p) =p’+3p°+3p+1+K

1%¢ condition (critére d’ Hurwitz) : 1+ K >0 - K > -1

2°™ condition (critére de Routh-Hurwitz) : tableau de Routh

Pour que le systéme soit stable, il faudrait que :

pd : 1 3
9—(1+K)>0 p2 3 1+K
3
1+K>0 p': 9-(1+K)
Cest-a-dire: -1 < K < 8 (condition nécessaire et suffisante 3
Pl : 1+K




Exemple 4:

Si, par exemple, P(p) = app’ + @1pf + azp®+ as p* + asp® + @sp? + a2z p + ar, alors le tableau de Routh
se construit comme suite :

P ao az a0 .
pe: an as a .
p: peem by = 2184 ~808s b = 386 ~ 3087

dy a, a.
pl N Gy = —b133 —E|.1b3 C3= b'afl _a’bf Cs= h-El'l! —-a..0 =a

b, b, b.

c.b, —-b.c c.be —-b.C

pi: ==t ds = 2105 5

G4 Gy
p?: a, = J163 —Cids os=dic—C0 _

d, d.
p': f, =80~ 0

: 5
fies —2,.0
pe: =21 =gy
f

5.3 Evaluation dela stabilité Criteredu revers
5.3.1 Définition du point critique

Supposons gque pour une pulsation w, on ait [T(jw)| = 1 c'est adire module 1, déphasage de-180°
Pour cette pulsation, le dénominateur de e fonction de transfert en BF serait

1+ T(jw)=0

On serait donc en limite de stabilité. Pour évaluer la stabilité de I'asservissement (boucle
fermée), le critére graphique consiste a étudier la position de la courbe de réponse harmonique en
BO par rapport au point critique défini par

T(jw)| =1=0dB Arg(T(jw)) = —180°



5.3.2 Criteredu reversdansle plan de Black

Un systéme linéaire bouclé est stable si en décrivant la courbe de Black de lafonction de
transfert en BO dans |e sens des pulsations croissantes, on laisse le point critique sur sadroite.

Exemple
-180°
| G(o) | 7 1G(0) |
point critique | ) 1 ®co T‘l
i weo 0 () - point 0 o(w)
critique ‘
FTBO(p)
-180°
FTBO(m)
Systeme stable systeme instable

Fig 5.9 exemple d application du Critére du revers dans le plan de Black.
5.3.3Criteredu reversdansle plan de Bode

Soit wp lapulsation pour laguelle la courbe de gain coupe |'axe 0dB et w, |a pul sation pour
laquelle la courbe de phase passe par -180°. L'asservissement est stable si wp < we.

Exemple

|G(w) | IG(w) |

-180°

Systéme stable systéme instable

Fig 5.9 exemple d application du Critére du revers dans |e plan de Bode.



5.34 Criteredu reversdansle plan de Nyquist

Un systéme asservi linéaire est stable si en décrivant le lieu de Nyquist en BO dans le sens des
fréguences croissantes, on laisse le point critique a sa gauche.

Exemple

Weo

Imag.
point

critique ‘.
1 (D ' we

Reel : —1 0 Reel
' I
N I

FTBO(0)/ i«

point critique

\ 4

Systeme stable systeme instable
Fig 5.10 exemple d application du Critére du revers dans le plan de Nyquist.

5.4 .1 Degréde stabilité d'un systéme asservi

5.4.2 Définition de mar ge de phase et margede gain :
- Lamargedephase Ap d un systéme est mathématiquement la différence entre la phase de

FTBO(wo) C'est-a-dire ¢ (wWp), et —180° :  A@ = ¢ (Wp)+180°.
G=__1

FTBO(w, )
Les valeurs couramment admises pour assurer une stabilité suffisante sont :

- Lamargedegain AG apour expression

margedegain:8dbal2dB;
marge de phase : de 30° a45°.

Ces marges de stahilité peuvent étre lues directement dans les différents plants commeiil est
illustré dans lafigure ci-dessous.



Plan de Nyquist - @co

Imag.

0 Reel

A\ 4

Plan de Bode -
|G(w) | IG(w) |

180°
Plan de Black
-180°
| G(w) |
ﬂ’/ 1
eg O o(w)
AG
FTBO(p)
-180°
"cas d’un systéme stable : AG > 0 et Agp >0 cas d’'un svstéme instable : AG<0etAo <0

Fig 5.11 illustration des marges de gain et de phase sur le diagramme de, Nyquist, Bode et
Black .
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