1.4.2. Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

En reprenant le développement de Taylor de la fonction f, mais cette fois jusqu'a I'ordre 5, un raisonnement
similaire a celui qui a mené aux méthodes de Runge-Kutta d'ordre 2 aboutit a un systeme de 8 équations non
linéaires comprenant 10 inconnues. Le résultat final est la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4, qui représente
un outil d'une grande utilité.

Algorithme de la méthode de Runge-Kutta d*ordre 4
1. Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (to , yo) et un nombre maximal d'itérations N;

2. Pour0<n<N

kl = hf(tn: yn)

Ky = hf(t, +0y 45
Z—f(n Z'Yn 2)

ks

h
ks = hf(t, +E'yn +7)

ky =hf(t, + h,y, + k3)
1
Yn+1 =Yn + g(kl + 2k, + 2k + ky)

tn+1 = tn +h
Ecrire tht1s Yn+1

3. Arrét

Exemple 1 :

Soit I'équation différentielle : y'(¢t) = f(t,y(t)) =t3 +y2(t);t €[0,2] et lacondition initiale y(0) = 0.
Onadonc to, =0et yo=0, et on prend un pas de temps h = 0.2. En utilisant la méthode de Runge-Kutta
d’ordre 4, calculer y; = y(0.2) et y, = y(0.4)approximations de la solution exacte y(t) du probleme aux
pointst; = 0.2 ett, =0.4.

L’algorithme devient :

Itération 1 :

ky = hf(to,y0) =0

ko = hf(to+ h/2,yo+ ky/2) = 0.0002
k3 = hf(to+ h/2,y0 + k2/2) = 0.0002

ks = hf(to + h.yo + k3) = 0.0016



Itération 2 :

ki = hf(ti,y1) = 0.0016

ko = hf(ti + h/2,y1 + k1/2) = 0.0054
ks = hf(ty + h/2,y1 + k2/2) = 0.005401
ky =hf(t, + h,y1 + k3) = 0.0128067

y2 = Y1 + & (k1 + 2k + 2k + kq) = 0.006402

Exemple 2 :
Soit I'équation différentielle : y'(t) = - y(t) + t ; et la condition initiale y(0) = 1. On a donc
to=0etyp =1, eton prend un pas de temps h = 0.1. L’algorithme devient :

Itération 1

ki =0, ky = 0.005, k3 = 0.00475, ky = 0.009525

y, = 1.0048375

Itération 2

k1 = 0.00951625, k2 = 0.014040, k3 = 0.01381, k4 = 0.018134

y2 = 1.01873

1.5. Systémes d’équations différentielles

La forme générale d'un systeme de m équations différentielles avec conditions initiales s'écrit :
() =fi (t, y1(8),y2(t), ooy Ym (t)) 5 y1(to) = Y10
y2(t) = f (t, y1(®),y2(6), ety Y (t)) ; y2(to) = Yo

yrln (t) = fm (tr yl(t)r }’Z(t): e Ym (t)) v Ym (tO) =Ym,0

Parmi les méthodes de résolution des systemes d'équations différentielles, nous ne présentons que la
méthode de Runge-Kutta d'ordre 4.

Algorithme de la méthode de RK4 pour résoudre les systemes d'équations différentielles

1. Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (to , Y10, Y20, .., ¥mo) €t un nombre maximal
d'itérations N;

2. Pour0<n<N
Pouri=1 2 ... m
kl,i = hfi(tntyl,n' YZ,n: "'fym,n)

Pouri=1,2 ... m

h
ky; = hf;(t, + E!yl,n +—



Pouri=12 ... m

kZ 1 k2,2 k2,m

h
k3,i =hfi(tn+§'y1,n 2 :y2n+71'":ym,n+T)

Pouri=12 ... m

k4l = hfl (tn' yl,n + k3,1'y2,n + k3,2: "-rym,n + k3,m)

Pouri=1 2 ... m

1
Yint1 = Yin + g(ku + 2k, + 2k3; + ky ;)

ther=th +h
Pouri=1 2 ... m
Ecrire ty+1 €t Yin+1

3. Arrét.

Exemple 1 :

Considérons le systeme de deux équations différentielles d’ordre 1 suivant :

o=y
ys = e*'sin(t) — 2y1 + 2y2

$0(0)=-04 : yp(0)=-06 ; h=01

Appliquons la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 a ce systéme.
Ona:
yo=-04 : yo=-06
k1,1 = hfi(to, Y1.0, ¥2.0) = hyz.0 = —0.06
ky2 = hfa(to, ¥1.0, ¥2.0) = —0.04
kay = hfi(to+h/2, y10+k11/2, Y20 + k1,2/2) = —0.062
koo = hfa(to+h/2, yr0+k1,1/2; Yo 0 + k1 2/2) = —0.03247
ks = hiy(to + /2, Y10+ k21/2, yoo + ka2/2) = 0.0616
k32 = —0.03152
ki1 = —0.06315
kio = —0.02178

On aura donc :



Y110 =Y10+ (K + 2k +2k3,1+ ky)/6 = —-0.4617
Yo1 = Yoo+ (,\'1_2 + 21123 + 2k3,2 + I\‘J)/G = —0.6316

Exemple 2 :

Soit le systéme de deux équations différentielles d’ordre 1 suivant :

yi(t) = ya2(t)
ya(t) = 2ya(t) —y1(t) : 11(0) =2: 92(0) =1: h=0.1

On aalors:

fi(t, ya(t), ya(t)) = ya(t)

Fa(t, y1(t), y2(t)) = 2y2(t) — y(t)
On trouve

k11 =0.1£1(0,2,1) = 0.1

ky » = 0.12(0,2,1) =0

ks 1 = 0.1£,(0.005,2.05,1) = 0.1
ks 5 = 0.1 £5(0.005,2.05,1) = —0.005
kzy = 0.1f; = 0.09975

k32 = 0.1f, = —0.0055
ka1=0.1f; =0.00945

ka2 =0.1f, = —0.011075

yi1 = y1,0+ (0.1 + 2(0.1) + 2(0.09975) + 0.09945) = 2.0998
Y21 =Yoo + §(-..) = 0.99465

1.6. Equations d’ordre supérieur

Une équation différentielle d'ordre m avec conditions initiales est parfaitement équivalente a un systeme de
m équations différentielles d'ordre 1. La forme générale d'une équation différentielle d'ordre m avec
conditions initiales est :

y"(©) = £ (630, yO 0,y D) ...,y D(©))
avec m conditions initiales :

y(to) = ¢1, Y'(to) = Ca, -, Y™ (t0) = ety Y™ (to) = Cm

L'équation différentielle d'ordre m avec les m conditions initiales est équivalente au systeme de m
équations d'ordre 1 suivant :



Yi(n) = w(1)
¥a(t) = w(0)
Va(0) = w(0)

Ym-l(.t) = Ym('f)
Yul) = £t yi(0) . y3(0), ... Yl D)

avec

yill) = ¢
W)= o

ym( IO) =Cn

Une fois I'équation d'ordre m transformée en un systéme de m équations différentielles d'ordre 1, on peut
recourir a I'algorithme de la méthode de R-K d'ordre 4.

Exemple 1 :

Soit I'équation différentielle ; y@(t) = - yO(t) + (y (t))* + t°- 5; et la condition initiale
y(0)=1;yP©)=2

On pose :

yi(t) = y(t)
ya(t) = y'V ()

On obtient le systeme de 2 équations différentielles du premier ordre suivant :

yi(t) = yalt)
Yh(t) = —ya(t) + (g1 ()2 +t2 =5
avec : ¥1(0) =1 et y,(0) =2

Exemple 2 :

Soit I'équation différentielle du 3™ ordre :

y'(t)= (")) +2y(t))> +t* +Llavecy(l) =1, y'(1) =0 et y"(1) = 3.
yi(t) = y(t)
Ya(t) = y'(t)

ys(t) =y"(t)

On obtient le systeme de 3 équations différentielles du premier ordre suivant :
yi(t) = ya(t)
ya(t) = ys(t)

yi(t) = (ya(t))? + 2ya(t) + (1 (f))® + 4 + 1
avec : Y1 (1) =1, yo(l) =0et y3(1) =3



