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Fonctions réelles d’une variable réelle

Nous commengons ce chapitre par donner quelques définitions de base sur les fonctions.
Définition d’une application
Soit f : E — F . L’application f est une relation de E vers F dans laquelle chaque élément de
E appelé ensemble de départ possede une image et une seule dans 1’ensemble F.qui est appelé
ensemble d’arrivé.
Définition d’une fonction reélle
Une fonction réelle d’une variable réelle est une application d’un sous ensemble E C R appelé
domaine de définition de f a valeur dans un sous-ensemble F C R qui associe a chaque élément
x € E un unique élément y de F noté f(x) et on dit que y est 1’ image de x par f et x est alors un
antécédent de y par f.
On note
f: E—=F
{ x—=y=[f(x)

Domaine de définition

Définition:

L’ensemble de définition d’une fonction f ou domaine de définition noté D ; est I’ensemble des
éléments de E qui ont une seule image dans F par la fonction f .

Onnote Dy = {x € E, tel que f (x) existe} .

Domaine de définition de quelques fonctions:

D f(x) = gEx;, alors Dy =Dy N {Dy\ {x: h(x)=0}}

Exemple 01

f) ==

=RN{R\{x: x> =1 #0}} =R\{1,-1}.
1

2) fx)=(g(x)k, keZ;

On a deux cas

a) Si k est pairalors Dy =Dy N{x: g (x) > 0}.

Exemple 02:

f(x) = (l—xz)é_l =D;=Rn{x: 1-x?>0}=Rn[-1,1] = [-1,1].
b) Si k est impair alors Dy = Dy.
Exemple 03:

Ull»—A

f()— 5 = Dy =R\A{2}.

3) f(x) =(g(X))k, kez:
a) Si k estpairalors Dy = DgN{x: g(x) > 0}.
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b) Si k est impair alors Dy = D\ {x: g (x) =0} .

Exemple 04:
-1

fx) = (x+3)? = D =R\ {-3}.4) f (x) — o8 — D;=D,.
Exemple 05:
2

fx)=ex—1 =D;=R\A{1}.5) f(x) =Ing(x) = Dy =D,N{x: g(x) >0}
Exemple 06:

f(x)=lnx_; :Df:R\{—Z}ﬂ{x:% >0}=]—00,—2[U]1’°°[-

X+

Graphe d’une fonction

Définition:

Si f est une fonction re€lle d’une variable réelle, le graphe ou courbe représentative de f, noté I'y
est défini par: I'y = {(x, f(x): xe Df} .

Exemple:

fx)=x*-1

Fonctions majorées, minorées, bornées:
Fonction majorée

Définition:
Soit f une application définie sur un intervalle I € D, alors la fonction f est dite majorée sur /, s’il
existe un réel « tel que pour toutx € / :ona

fx) <a.
Exemple:
La fonction sin est majorée sur R ,caronaVx € R: sinx < 1.

2
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Fonction minorée

Définition:
La fonction f est dite minorée sur I C D7, s’il existe un réel S tel que pour toutx € / : on a

fx) =B
Exemple:
La fonction racine carré est minorée sur R, ,caronaVx € R, : y/x > 0.
Fonction bornée

Définition:
La fonction f est dite bornée sur I C D ¢, si elle est majorée et minorée sur /.
Autrement dit qu’il existe M € R, tel que Vx € [ on a:

If ()l <M
Exemple:
La fonction cos est bornée sur R ,caronaV x € R: |cosx| < 1.
Fonction majorée et minorée par une fonction

Définition:
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I alors on dit que
1) La fonction f est majorée par la fonction g si pour tout x de / : on a

fx) <g )

2) La fonction f est minorée par la fonction g si pour toutx de / : ona

f(x) 2 g(x)

Parité d’une fonction

On €tudie la parité d’une fonction sur son domaine de définition Dy C R sauf si Dy est symétrique
par rapport a 0.

Fonction paire

Définition:
Une fonction f dont son domaine de définition est symétrique par rapport a 0 est dite paire si
Vx € Dyona

f)=f(=x).
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Propriété:
Dans un repere orthogonale , la courbe représentative d’une fonction paire est symétrique par rapport
a I’axe des ordonnées.
Exemple:
1+x?

1 —x2
Ona Dy =R\ {-1, 1} est symétrique par rapport a 0, donc on peut étudier la parité de cette fonction

T4 (=x)2 1422
1 +E X;Z = n +x2 = f (x), la fonction f est paire.
—(=x - X

Etudier la parité de la fonction f (x) telle que f (x) =

Soit x € Dy, alors f (—x) =

L+ z?
1 — 22 2

Fonction impaire

Définition:
Une fonction f dont son domaine de définition est symétrique par rapport a 0 est dite impaire si
Vx € Dyona

f ) =-f(=x).
Propriété:
Dans un repere orthogonale , la courbe représentative d’une fonction impaire est symétrique par
rapport a ’origine du repere O.

Exemple:
2x

Etudier la parité de la fonction f (x) telle que f (x) = T2 On a Dy = R est symétrique par
X
rapport a 0.

-2x -2x
ro? e W
Pour tout réél x, on a f (—x) = —f (x), d’ou la fonction f est impaire.

Soit x € Dy, alors f (—x) =
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2z 1

-2

Fonctions monotones

Définitions:
Soient I un intervalle tel que I T D¢ et f une fonction a valeurs réelles, alors on dit que f est:
1) Croissante sur / si Vx,y € I on a:

six < yalors f (x) < f(y)
2) Décroissante sur [ si Vx,y € I on a:
six < yalors f(x) > f(y)

3) Monotone sur / si elle est croissante ou décoroissante
4) Strictement croissante sur / si Vx,y € I on a:

six < yalors f (x) < f(y)

5) Strictement décoroissante sur / si Vx,y € I on a:

six < yalors f (x) > f(y)

6) Strictement monotone sur / si elle est strictement croissante ol strictement décoroissante.
Exemples:
1) La fonction f définie par:

f: R—>R
x—x
est croissante sur R.
2) La fonction f définie par:
f: R—>R

x — exp (—x)

est décroissante sur R.
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3) La fonction f définie par:

f: R—>R
x — |x|
est ni croissante ni décroissate sur R.
Par contre la fonction f définie par:
f RO.—>R
x — |x]

est décroissante sur R_.

Propriétés des fonctions monotones

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle / alors:

1) Si f et g sont croissantes (décroissantes) sur / alors la somme f + g est croissante (décroissante)
2) Si f est croissante sur [ alors: a f est croissante pour tous @ € R}, et décroissante pour tous
a €R”.

3) Si f et g sont croissantes sur / alors le produit fg est croissant sur /.

Fonctions périodiques

Une fonction périodique est une fonction qui prend la méme valeur si on ajoute a une variable x une
certaine quantité fixe appelée période.

Définition:

Une fonction f définie sur un ensemble Dy C R est dite périodique de période T si Vx € Dy on a:

x+T €Dy

et

fx+T)=f(x).
T est appelée période fondamentale.
Propriété:
Si T est la période fondamentale de la fonction f alors kT, k € Z* est aussi une période.

Exemple:

3
Les fontions f (x) = sin2x, g (x) = cos Tﬂx, sont des fontions périodiques de période fondamentale

T T 4
=T, = —,
3
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Composition de fonctions

Définition:
Soient E,FetG,et f: E — Fetg: F — G deux fonctions. Alors la composée de f et g notée
go f(grond f) de E vers G définie par

(g0 f) (x) =g (f (x)) pourtoutx € E.

On obtient ainsi une nouvelle fonctiongo f : E — G.

Propriétés

1) Si f et g sont croissantes, ou décroissantes toutes les deux alors leur composée (si elle existe) est
croissante.

2) Si la fonction f est croissante et g est décroissante ou reciproquement alors la composée est
décroissante.

Domaine de définition de la composée de deux fonctions

Soient f : Dy — Fetg: Dy — G, alors le domaine de définition des fonctions g o f et f o g sont
définis respectivement par:

XEDf
XxX€D,ro
gof {f(x)eDg
et
D
XEDng@{ x e g
g(x)eDy
Exemple:

Soient les fonctions f (x) = etg(x)=x2-3
1) Trouver Dy et Dg.
2) Trouver fogetgo f

3) Trouver D fog €t Doy

x—1

Solution
1)Ona: Dy =R\ {l}etD, =R
2) De plus on a:
(feg))=f(gkx) = f (gl(X))
i g (x% 1
- x2-4
et
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(gof)(x) = g(f(X)g
1
(-
x—1
1
= — 2(3)62—6x+2)
(x=1)
3) Soitx € Do
x€eD x€eR x€eR
D o § 2+4
*e fg‘:’{g(x)epf {g(x)eR\{l} @{x2—3¢1 e
donc
Do = R\ {-2,2}
SOitXEDgof
x € R\ {1}
xEDgofﬁ{ x €Dy {xER\{l} |
f(x) € Dg f(x)eR leR
x_
donc
Dgoy =R\ A{1}.

Fonction injective, surjective et bijective

Considérons une fonction f définie par f : E — F. On rappelle alors que E et F représentent
I’ensemble de départ et d’arrivée respectivement.

Définition:

L’ensemble image de A C E par f noté f (A) est le sous ensemble de F défini par:

JA) ={y=f): xeA}

Définition:
L’image réciproque de B C F par f est ’ensemble :

f'(B)y={xeE.: f(x)eB}

Fonction injective

Définition:

Une fonction f : E — F. est dite injective si et seulement si tout élément y de f (£) admet au plus
un antécédent dans 1’ensemble de départ E

Autrement dit:

Vxi,xp €E, sif(x1)=f(x2)=>x=x
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ou
Vxi,xp € E, six; #x2 = f(x1) # f (x2).
Exemples:
1) On définit la fonction f par
: R—>R
fw= 57
X —>X

Est- ce que la fonction f est injective?

Soient x1,x7 € R, tel que f (x1) = f (x2)

fx) = fx)= X% —x% = (x;1 —x2) (x; +x2) =0 = x; = xp ou x; = —xp, donc f n’est pas
injective.

. ) , L. . f: R->R

2) Méme question que I’exemple précédent pour la fonction f (x) =

x — exp(2x)
Soient x1,x; € R, tel que f (x1) = f (x2)

f (x1) = f(x2) = exp(2x; — 2x3) =1 = x| = x2, donc f est une fonction injective.

Fonction surjective

Définition:

[ est dite surjective si tout élément y € F admet au moins un antécédent x dans I’ensemble de
départ.E

Autrement dit Vy € F, 3x € E tel que y = f(x)

Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(E) = F.

Exemple:

On définit la fonction f par

f: Ry >R

reo= 0

Est- ce que la fonction f est surjective?
f n’est pas sujective car I’élément y = —1 € R n’a pas d’antécédent.

Fonction bijective

Définition:
f est bijective si elle injective et surjective.
Autrement dit pour tout y € F il existe un unique x € E tel que y = f(x).
Autre écriture Vy € F 3x! € E tel que y = f(x).
Théoreme
Soit f : E — F une fonction.
Si f est bijective alors il existe une fonction bijective unique notée f~' : F — E vérifiant:
1)
f Vo f=idp (Vx € E idg (x) =x).
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2)
fof™=idr (Vy€E idp(y)=y.
La fonction f ~lest appelée la fonction réciproque ot fonction inverse de f.

Exemple:
Soit la fonction f définie par

f:RI—R
x — Inx,

la fonction f est bijective, donc on peut définir sa fonction réciproque par

f1:R—-R:
Py =exp(y).
On a:
3 =f1(f(x) =exp(Inx) =x € R,
et
F=7(F7"0))=n(exp () =y eR,
Propriétés:

1) La composée de deux fonctions injectives est injective.

2) La composée de deux fonctions surjectives est surjective.

3) La composée de deux fonctions bijectives est bijective. En particulier, si f et g sont bijectives
alors la fonction réciproque est donnée par

(fog) =g of .

10
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Limite d’une fonction

Limite en un point

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle / C R. Soit xg € 1.
Définition:
Soit [ € R, alors on dit que f admet une limite finie en xq si

Ve > 036 (e) telque pourtoutx € I, si [x —xg|<d=|f(x) -1 <e

On dit aussi que f(x) tend vers [ quand x tend vers xo. On note alors lim f (x) =/
X—X0

De cette définition on peut conclure que f(x) est aussi pres de [ quand x suffisamment pres de xg.
Remarque :
Sixg € Dy etsi f(x)tend vers [ quand x tend vers x, alors [ = f(x).

Exemple:

En utilisant la définition montrer que il_)rr%x -3=-1

Soite > 0. telque |(x —3)+ 1| <€

|(x =3)+ 1| = |[x —2] < ¢, alors si on prend € = ¢, alors pour tout x vérifiant |[x —2| < § =
|(x=3)+1]| <e.

Limite finie a droite, limite a gauche

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I C R, et soit xq € 1.
Définition:
Soit / € R, alors on dit que f admet une limite finie a droite en x si

Ve > 036 (€) tel que pour tout x, si 0<x —xo<é = |f (x) =[] < €,

et on note alors lim f (x) =1lou lim f (x) =1,
X—X >

0 -,

cette définition signifie que lorsque ))cms’approche a droite de x¢ avec (x > xp),
f(x) devient tres proche de .

Définition:

Soit [ € R, alors on dit que f admet une limite finie a gauche en xg si

Ve > 036 (€) tel que pour tout x, si 0<x —xp<d = |f (x) = I| <€,

et on note alors lim f (x) =/ou lim f (x) = 1.

0 X=X
Cette définition signifie que lorsque;oc s’approche a gauche de xg avec (x < xg), f(x) devient tres
proche de /.
Exemple:
x? -1 x? -1

Calculer lim et lim
x—>1+x—1| x—>1‘|x—1|

11
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21 ~-1 1
fim Cim EE DD Gy =2
x—1* |x — ll x—1* x—1 x—1*
21 -1 1
im o G- D+
x—1- |x - 1| x—1- - (.X - 1)
Théoréeme:
lim f(x) =1 lim f (x) = lim f (x) = 1.
X—X0 X—Ufg X=X,
Remarque:

On dit que la fonction f n’a pas de limite quand x — xq si
1) lim f (x) = £ocoou lim f (x) = +o0
+ X=X,

X=X 0
2) lim f (x) ou lim f (x) existent et sont différentes, comme 1’exemple précédent.
X=X, X=X

1

3) f (x) a plus d’une limite quand x — x( par exemple la fonction f (x) = sin — a une infinité de
X

limites quand x — 0.

Limite en +oco

Définition:
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle / = [a, +oo[ C R
Soit [ € R, alors on dit que f a pour limite / lorsque x — +oo si

Ve >03M (e) > Otelque pourtoutx > M = |f (x) =] <€
et on notera

lim f (x) = 1.

X—+co

Cette définition affirme que lorsque x devient trés grand (tend vers +oo, f(x) devient trés proche de
l.

Limite en —co

Définition:
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle / = |—co0,a] C R
Soit [ € R, alors on que f a pour limite / lorsque x — —oo si

Ve >03dM (e) > 0tel que pourtoutx < M = |f (x) —I| <€

et on notera

Jim 0=t

12
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Limite infinie

Définition:

Soit f : I ¢ R — R une fonction définie sur un intervalle /

Soit xg € 1, alors ondit que f tend vers +co quand x — xq si

VA > 036 (€) > 0 tel que pour tout x, |x —xo| <6 = f(x) > A, et on notera xli—glf (x) = +o0.
Définition: 0

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle / = [a,+oo[ C R

On dit que f tend vers +oo quand x — +o00 si

VA >03dM (A) >0telque pourtoutx > M = f(x) > A

et on notera
lim f (x) = +oco.

X—+00
Propriétés des limites
1) La limite d’une fonction, si elle existe, elle est unique.
2) Soit f une fonction définie sur un intervalle / C R et soit xq € I.
Alorsxli_{?o f (x) = [ si et seulement si pour toute suite (u,), d’éléments de I telle que lim u, = xg

n—+o0o

= lim f (u,) =1.

n—+oo
3) Soient deux fonctions f et g.
Si lim f (x) =let limg (x) = ol xo € R ot xg = +o0. Alors

X—X( X=X
a) lim (af (x)) = al pour tout @ € R

X—X(
b) im (f(x)+g(x))=1+1.

X—X0

©) lim (f (x) g (x) =1xI.

1 1 1
d) Si/ # 0, alors lim = —etde plus si lim (f (x)) = +o0, alors lim =0
X—=X0 f (x) [ X—=X0 X—X0 f (x)
e) Si lim f (x) = 0 et la fonction g (x) est bornée au voisinage de x, alors lim (f (x) g (x)) =0.
XX X—X0

4

a; Si f (x) < g (x) au voisinage d’un point xq et si xli_gcl f(x)=1 eRet xli_gcl g (x) =1 €R, alors
1<l 0 0

b) Si f (x) < g (x) au voisinage d’un point xq et si 1Lm f (x) = oo alors 1i_>m g (x) = oo.

¢) Si f(x) < g(x) < h(x) au voisinage d’un p)(f)irictO X0 et si li_)m f ())Cc) XO: ILm h(x) = [ alors
li_)mg (x) =1 o o

)Icl ;Oa des situations ou 1’on ne peut rien dire sur les limites. Par exemple si lim f (x) = +oo et
lim g (x) = —oo, o

X—x0

alors on ne peut rien dire sur la limite de f + g car on est dans un cas d’une forme indéterminée.oco — co.

. . . . P M z m O
Voici une liste de formes indéterminées: co — co, —, 0 X oo, 1%, 5 0¥, V.
O

13
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Limites de quelques fonctions

_osingp(x) o p(x) . tanp(x) . @ (x)
1) lim = lim — = — = = lim ———

=x @ (x)  xoxsing (x)  xox @ (x)  r—xtang (x)
Exemple 01:

=1silimp((x)=0
X=X

Calculer les limites suivantes
sin 3x

lim — , lim xsin —.
x—08In4x " x—o+0 X
3 sin 3x
. X . .
sin3x . 3x 3 sin3x . sin4x

lim — = lim———— = —, caron a: lim = lim
x—081n 4x x—>04 sin 4x 4, x—0 3x x—0 4x

x4x
L2 2

sin — sin —
X
=1.

=1.

2

. . . X .

lim xsin— = lim 2 =2,car lim

X—+00 X X—+00 2 X—+00
X

X
1

2) lim (1+¢ (x)? &) =¢si limg (x) =0
X—X( X—X0

Exemple 02:
Calculer les li)gnites suivantes

In(1+
fim (14 2) , tim U+
X—+00 X x—0 X

X
lim (1+%) = lim (1+%)2
X

X—+400 X

X—00 X X—+00

2 2\*
puisque lim — =0, alors lim (1 + —) = e,
X
1
x

In(1
im Y | (14x)
x—0 X x—0
Exemple 03:

Calculer les limites suivantes
Voix—-1-2 . Vx2-1-2

lim , lim

-1 x-=1 =3 x-3

o x—1-2 (VSx—1—2)(\/5x—1+2)

lim—— = lim

=1 x—1 x—1 (x—l)(\/Sxﬁ+2)
. 5x-1)

= lim

H‘(x—l)(\/sx—nz)

_2

4
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A.Sayah Limite d'une fonction

lim
x—3 x—3
Ona: a® — b> = (a - b) (a* + ab + b?), donc si on prend a = Vx2 — 1, et b = 2, alors

3 3 2 3
i (%ET_—z)«¢ETT)+2%§TT+4)

m
3 o (x =3) ((V3x2—1)2+2\/3x2—1+4)
' (x*-9)
)%1—{% 2 x—3 2
(x - 3) ((\/3x2 - 1) + 2V~ 1 +4) (( ViZ — 1) LoV~ 1 +4)

) (x+3) 6
= lim = —.

12

Fonctions continues.

Définition:
Soit f une fonction définie sur un intervalle / C R, non vide et soit xo € I. Alors on dit que la
fonction f est continue en xg si et seulement si

lim £ () = f (x0).

Si f n’est pas continue en xo on dit que f est discontinue en x et xq s’ appelle un point de discontinuité
de f.

Définition:

On dit que la fonction f est continue sur / si et seulement si elle est continue en chaque point de /.
Propriétés:

Soient f et g deux fonctions continues sur / € R. On a alors les propriétés suivantes :

1) f + g est continue sur /.

2) pour tout @ € R, la fonction a f est continue sur /.

3)Sig(x) # 0Vx € I, 1a fonction / est continue sur /..
8

Continuité a droite et a gauche

Définition:
Soit f une fonction définie dans un voisinage de xg, alors
1) La fonction f est dite continue a droite de xg si et seulement si

lim f (x) = f (x0)
X—))CO
2) La fonction f est dite continue a gauche de xg si et seulement si

Tim £ (x) = f (x0)

15
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Théoreme:
Une fonction f définie dans un voisinage de x( est continue en xq si et seulement si elle continue a
droite et a gauche de x.
Exemple 01:
Soit la fonction f définie par:
x+1 six<O0
fx)= 1 six=0
x2+1 six>0
Etudier la continuité de la fonction f au point xo = 0
On a xli)rgh f(x) = xlir(r)lﬂxz +1=1= f(0), donc f est continue a droite de xo = 0, et on a
xli)r(l)lf f(x) = xli)rgf (x+1)=1= f(0), donc f est continue a gauche de xy = 0, d’ou la fonction
f est continue au point xo = 0.
Exemple 02:

Soit la fonction f définie par:
2 .

x“=2 six<1
f(x)_{ Vi—1 six> 1
Etudier la continuité de la fonction f au point xg = 1
On a 1iIIll f(x) = linll Vx—1=0# f (1) =-1, donc f n’est pas continue a droite de xo = 1, et on

x—1* x—1*

a
lir? f(x)= lir? (x2 —2) =-1=f(1), donc f est continue 2 gauche de xo = 1, d’olt la fonction
x—1" xX—1"

f n’est pas continue au point xo = 1.

Prolongement par continuité

Définition:

On dit que x( est un point intérieur de I’intervalle / s’il existent a, b € I tel que xo € |a, b| .

Soit f une fonction définie et continue sur I\ {xo} ol xo est un point intérieur de I’intervalle /.

Si xli_)n; f (x) =l alors on peut prolonger f par continuité sur / et le prolongement est défini par:
0

f(x) six € IN{xo}
[six=xp

g(X)={

Théoreme des valeurs intérmédiaires

Théoreme:

Soit f une fonction continue sur [a, b] tel que f (a) f (b) < 0, alors Ic € |a, b[ tel que f (¢) = 0.
Théoreme:

Soit f une fonction définie sur /, et soit I'intervalle [a,b] C I, si m € |f (a), f (b)[ alors
dc € la,b[ telque m = f (c).

Autrement dit tout réel compris entre f(a) et f(b) posseéde au moins un antécédent par la fonction

f.

16
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Monotonie et injectivité

Théoreme:
Soit f une fonction définie sur un intervalle sur / et strictement monotone. Alors f est injective. La
réciproque est fausse.

Continuité et bijectivité

Théoreme:
Soit f: 1 cR — f(I).Si f estinjective et continue sur /, alors f est bijective.

17
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Fonctions dérivables

Dérivée en un point
Définition:
On dit que q’une fonction f définie dans un voisinage de xg est dérivable en xg si la limite
) x)—f(x
o F0) = f (x0)
X=X X — X0

existe dans R et on la note [ (xo), et elle est appelée dérivée de f en xq.

Exemples:
Calculer la dérivée des fonctions suivantes en xg
D f (x) =x? .
/ T . (x=x0) (x +x0)
f (xg) = lim —— = lim = 2x¢
X=X X — X X—X0 X — X0
2) f(x) =Inx
X X —X
In — In|l+ 0
, . Inx —Inxg ) X0 . X0
f (x9) = lim ———— = lim ——— = lim =
x—=xX0 X — Xg XoX0X —Xg X=X X —Xp
X — X
— % 1 y 1
) X—=Xx0\x — . X—=Xx0\x —
lim Inf [1+=—=2|* %0 = lim—In|[1+—2)¥ "% |=—
X—X0 X0 X—X0X() X0 X0
X0
) X=X _
car lim | [1 + 0¥ =% |
X=X X0
3) f(x) =sinx
26 X — X0 X + X 26 X — X0 X+ X
, . sinx —sinxg . Sm( 2 )COS 2 ) . Sm( 2 )\ )
f (xg) = im —— = lim lim >
X—=xX0 X — XQ X=X X — Xg X=X ) 0
2
. (X —X0
sin )

Puisque lim =1, alors f (xo) = cos (xg) .

x—xg X X0

2

Dérivée a droite et a gauche

Définition:
Soit f une fonction définie sur un intervalle / C R. Soit xg € 1.
On dit que f est dérivable a droite en x si la limite
i L) = f ()
im ——————

x—>xF X — X0

18
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existe dans R et on la note fc'l (xp) .
On dit que f est dérivable a gauche en x si la limite

iy L&) = f (x0)
1m

XoxX; X —Xp

existe dans R et on la note fg’ (xp) .

Théoreme:

f est dérivable en x si et seulement si f(; (x0) = fg' (x0) -
Exemple:

Soit f une fonction définie par f (x) = |x|

Est -ce que f est dérivable en x¢ = 0.

xsix >0
0 - =
naf ) { —xsix <0
£,(0) = lim =0 _ i =9

x—0t x—0 x—0tx —0

, o xl=-0 . —x -0
etfg(O)_xli%l‘x—O _xlig)l‘x—o

On a fd' (0) # fg' (0), donc f n’est pas dérivable en xo = 0.
Remarque
La fonction f est dérivable en xg s’il existe une fonction

e IN{xo} =R
e LT
X — X0

avec lime (x) =0

X
X XO

On peut écrire aussi que

f (%) = f (x0) + (x = x0) £ (x0) + (x = x0) € (x)

Définition:
On dit qu’une fonction f est dérivable sur [ si et seulement
si f est dérivable en tout point de I, donc on peut définir sur / la fonction

f par

f:I->R
x— f (x)
et la fonction f~ s’appelle la fonction dérivée.

Théoreme:
1) Toute fonction dérivable en x( est continue en x.
2) Toute fonction dérivable sur / est continue en /

19
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Opérations sur les dérivées

Théoreme:

Soient f et g deux fonctions dérivables sur I’intervalle I C R, alors

1) Les fonctions f + g, af oua € R*, f.g sont dérivables sur I’intervalle
I eton a:

(f+8) () = f(0)+g )
(@f) @) = af ()
(/) @) = f g +f(0)g ()

etsig(x) #0Vx e[, alors

N e -fe
=l (x) = 5 .
g g (x)

Dérivée et monotonie

Théoreme:

Soit f une fonction dérivable sur I C R, alors

1) f = ¢ (constante)e= f (x) =0Vx € I.

2) f est croissante sur / &= f (x) > 0Vx € I.

3) f est décroissante sur I &= f  (x) <0Vx € I.

4) f est stictement croissante sur / &= f (x) > 0 Vx € I.

5) f est strictement décroissante sur I &= f (x) < 0Vx € I.

Dérivées de quelques fonctions usuelles

Df(x)=(gx)", a € R, alors

S =a(@@)) g ().
2) f (x) = e8™ alors
f@) =g () et
3) f(x) =Ilng (x) alors
g (x)

f(X)=g(x)-

4) f (x) = sin g (x) alors

S (%) =g (x)cos (g (x)).
5) f (x) =cosg (x) alors

f () =g (¥)sin(g (1)) .
6) f (x) =at™ a > 0eta # 1 alors

f () =g (x)a*Wina
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Exemples:

Calculer la dérivée des fonctions suivantes
1) f(x) :x2 (x*+1),

() =2x ((x* +1)) +x2 (3x%) = 5x* + 2.

2
) f =22
_2x(x—1)—(x2+1)_(x2—2x—1)
0= @-D2 (@-1)
3) f(x) = (x*+3x - 4)

f(x) =3 (x*+3x - ) (2x +3).
4) f(x) = (x +2x )

f(x) = ;(x +2x ) (3x +4x) .
5) f (x) = e

f(x) = —6xe3,

6) f (x) = In (x* - 3x)

f ()=

2_3x’

Dérivée d’une fonction composée

Théoreme:
Soient f et g deux fonctions dérivables sur I’intervalle I C R, et f (I) respectivement alors la
fonction g o f est dérivable sur /, et on a:

(gof) (x)=f (g (f(x) Vxel.

Exemple:

Calculer la dérivée de la fonction suivante

h(x) =3sin(x? +1)

Prenons g (x) = 3sinx et f (x) =x2+ 1, alors &’ (x) = 2x (3cos (x? + 1)) = 6xcos (x2 + 1)

Dérivée d’une fonction réciproque

Théoreme:

Soit f : E — F une fonction continue et bijective, alors

Si f est dérivable sur E et f (x) # 0 Vx € E, alors la fonction réciproque
f~! est dérivable sur F etona: Vy € F :

1
f (f‘l1 ()
f (%)

) )

21



A.Sayah Fonctions dérivables

Exemple:
Calculer la dérivée de la fonction suivante: 4 (x) = Inx
On sait que la fonction g définie par

g:R-R}

x > er

est une fonction bijective de fonction inverse g~! qui est définie par

g 'R >R
y—lIny
Onay=e¢"= x =Inydonc
(_1)/() 1 1 1d’o\h'() 1
= = — = = -, u X) = —.
& Y g (x) e ey y X

Dérivées d’ordre supérieurs
Fonction dérivable plusieurs fois

Définition

Soit f une fonction définie et dérivable sur 7 alors on dit f est deux fois
dérivable sur I si la fonction f~ est dérivable sur I et on la note par f~

En général on dit f est n fois dérivable sur [ si la dérivée n'®"™ est définie
sur 1, avec n € N*, et on note cette dérivée par £, et on dit que f est
indéfiniment dérivable si Vn € N*la dérivée n'®”¢ de f existe.

On dit que f € C° (1), si f est continue sur /.

Exemple:

La fonction f (x) = exp (x) est indéfiniment dérivable sur R.

Fonction de classe C" , n € N*

Définition

On dit que la fonction f est de classe C" sur I ou apppartient a C" (1) si la
dérivée n‘eme (f(”)) est continue sur /, et on dit que f € C* (1) si
VneN, fU estcontinue sur / .

Exemple:
La fonction f (x) = sinx € C* (R).
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Formule de Leibniz

Théoreme:
Soient f et g deux fonctions n fois dérivable sur /,alors

(f-0)" = fPg+ Cuf" Vg + Cf P Lt fg
Autrement dit :

(£ =Y Cl g
k=0

. n!
ou Ck =

ey e k)',f(") estla k"¢ dérivée de fetn! =nx (n—1)x .. x2X 1.
-\n - :

Extrémum d’une fonction

Définition:

Soit f une fonction définie sur un intervalle /, et soit xo € /. alors on dit que:

1) La fonction f admet un maximum en xo si Vx € Tona: f (x) < f (xg) .

2) La fonction f admet un minimum en xq si Vx € Tona: f (x) > f (xo) .

3) La fonction f admet un extrémum en x si f admet un maximum ou un minimum en xg.
Théoreme:

Si f admet un extrémum en xq € I et si f est dérivable en xo, alors f (xo) = 0.

Remarques:

1) La réciproque de ce théoreme est fausse.

2) La dérivabilité de f en xo n’est pas une condition nécéssaire pour 1’existence de I’extrémum de
f en xg.

Exemple:

Soit la fonction f définie par f (x) = |x|. On a vu précédement que f n’est pas dérivable en xo = 0.
On remarque que f admet un minimum en xo = 0 malgrés qu’elle n’est pas dérivable en ce point.

[ ]

Facons de trouver les extrémums

Soit f (x) une fonction, on cherche les extrémums de f (x)
1) On calcule f* (x), et puis on cherche les solutions de I’équation f* (x) = 0.
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Supposons que x est une solution de 1’équation f  (x) =0

2) On cherche les signes de f  (x) au voisinage de xo

Si f (x) < 0 adroite de xg et f (x) > 0 a gauche de x alors

f admet un maximum au point x .

Si f (x) > 0 adroite de xg et f (x) < 0 a gauche de x alors

Jf admet un minimum au point x .

3) Si on ne peut pas savoir le signe de f (x) a droite et & gauche de x , on calcule f~ (x) .

Si " (x9) < 0 alors f admet un maximum au point xo , et si f (xo) > 0 alors f admet un
minimum au point xg ,

etsi f~ (xo) =0, on calcule f(3) (x0) .

Si f ® (x0) # 0, alors le point x( est un point d’inflexion de f

En général

Sif (x)=f" (x0)=f" (x0) = .= £ (x0) =0, et £ (x0) # 0 alors:

Si f . (x0) < 0 alors f admet un maximum au point xq , et si f e (xg) > 0 alors f admet un
minimum au point x.

Sif () =/ (o) = [ (x0) = o= f

un point d’inflexion de f.

(2k-1)

e (x0) =0, etsi f el (x0) # 0, alors: le point xo est

Ou f est continue en xg et f['l (x0) et fé: (xo) , existent et de signe opposé.
Exemple:

. X
Trouver les extrémums de la fonction f (x) = x* + > +5

, 1
f (X) = 4X3 + 5
1
Cherchons les racines de I’équation 4x> + 5= 0
-1

1
43 +-=0 =—
x+2 =X 5

Supposons qu’on ne peut pas savoir le signe de f* (x) a droite et 2 gauche dexy = >

On calcule £ (xo)

" (x) = 12x%donc - |= 3 > 0 alors f admet un minimum au point

xo =—1/2.

Théoremes fondamentaux sur les dérivées

Théoreme de Role:

Soient a, b € R tel que a < b et f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[ et
f(a) = f (b), alors il existe ¢ € ]a, b[ tel que f* (c) = 0.

Théoreme des accroissements finis:

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[, alors il existe
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€ la, b[ tel que

fO1 @y

b —
Exemples:

1) Démontrer que Vx € [0,+co[,0on a: Ll <In(x+1) <x

Soit la fonction f (t) =In(1+71). o

Pour tout x € ]0, +oo[ , la fonction f est continue [0, x|, dérivable sur

10, x[ , donc d’apres le théoréme des accroissements finis il existe ¢ € |0, x| tel que

In(x+1)-0 1

x—-0 T l+c
1 1 1 1 +1
Onal0<c<x>= . < <l= <n(x )<1
1+x 1+c¢ 1+x X

Vx € ]0,400[, de plus pour x =0, on a 01 <In(0+1) <0, dou le résultat.

2) Montrer que % <Inl.5< %

Soit la fonction f (¢) = Int.

La fonction f est continue [2, 3], dérivable sur |2, 3[, donc d’apres le théoreme

In3-In2 1
des accroissements finis il existe ¢ € |2, 3] tel que 113—211 = —.
- c
1 1

1 1
Ona?2 3o -<-<=-=>=-<InlS5<=.
na2<c< =>3<C<2:>3<n <2
3)CMaﬂa1ﬂn(vX+ —VE)
Soit la fonction f = définie par f (1) = V.

Soit x € R}, on a la fonction f est continue [x, x + 1], dérivable sur |x, x + 1[ donc
d’apres le théoreme des accroissements finis il existe ¢ € |x, x + 1[ tel que

Vx+l-+x 1
x+1—x _2\/5'

Ona | |
x<c<x+l= < < Vx € R},

2Wx+1 2y 2vx

donc

VT < Vx+ —\/_<7VxER.

1
Puisque lim = lim
X—00 2\/XT X—00 2\/_

alors par passage a la limite on trouve que

lim (\/XT— x) =0

X—00

=0,
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Regle de I’Hospital

Soient f et g deux fonctions dérivables sur I et soit xo € I , tel que
f(xo) =g(xg) =0etg (x) #0Vxe I\ {xo}.

Silim f/ ) existe et égale a / alors lim S0 =1.
g (x g @)

Silim f, ) existe et égale a [ alors lim S =1.
x—ox0 g (X x—x0 g (x)

X
De plus si lim f (x) = +coet lim g (x) = oo et lim f, *) existe et
X—X0 X—X( x—=x0g (X
égale al alors

f& _,
g (1)
Remarque
Si
f(x0) = g(x0) = £ (x0) = g (x0) = ... = f""V () = gV (x0) = 0, g (x) # 0 Vx € I\ {xo} .
et -
im f—(x) existe et égale a [ alors lim G =1.
X—X0 g(”) (x) x—x0 g (X)
Exemples:
Calculer les limites suivantes
Vx +1 In(2x -1
1 lim 2222 1im “(2;)
xX—o00 X — x—1 xc -1 |
1) Posons f (x) = Vx+1,etg (x) =x — 1, alors f (x) = etg (x) =1
) ’ 2Vx +1
lim f (x) = oo, lim f (x) =0, limg (x) =00, limg (x) =1,
1
Vx+1 vV
donc d’apres la regle de 1’Hospital lim il +1 = lim 2 xl+ L_ 0
X—00 X — X—00
2) Posons f (x) =In (2x — 1), et g (x) =x% — 1, alors [ (x) = et

2x -1
g (x)=2x

lim f (x) =0, limf* (x) =2, limg (x) =0, limg’ (x) =2,
X— X— X— X—
donc d’apres la regle de 1’Hospital

In(2x - 1) 2x -1

lim = lim =1.
x—1 x2 -1 x—1 2x
Les formes indéterminées: 0
. , -, S
Les formes indéterminées sont —, —, co — co, 0 X co, 00, 1%,

(e0]
On utilise la regle de ’Hospital dans le cas des deux formes indéterminées
(0]

<0 mais on peut utiliser la regle de I’Hospital dans les autres cas
o
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par exemple
1) Supposons que lim f (x) = co et lim g (x) = co (méme xp = 00)
X—X( X—X(

alors on peut écrire f (x) — g (x) de la maniere suivante:
1 1

f(x)—gm:m
f (g ()

2) Supposons que lim f (x) =0 et lim g (x) = co (méme xp = 00)
X—X0 X—X0

.0
(une forme indéterminée 6).

alors on peut écrire f (x) g (x) de la maniere suivante:

f(x)gx) = (une forme indéterminée g) ou
g (x)

fx)gx) = g( ) (une forme indéterminée g)
f (X)

3) Supposons que lim f (x) =0et lim g (x) = 0 (méme xg = +0c0)
X—X0 X—X(

alors on peut écrire f (x)& @) de la maniere suivante:

In f (x)
1

f(x)8W) = g/ WF exp 8 (¥)  (une forme indéterminée f)
(0]

4) Supposons que lim f (x) = 1 et lim g (x) = co (méme xg = +00)
X—X( X—X0

alors on peut écrire f (x)& @) de la maniere suivante:

In f (x)
1

x 0
f(x)8W) = e/ WF exp 8 (¥)  (une forme indéterminée —).

Formules de Taylor
Formule de Taylor-Lagrange

Théoreme: Soit f une fonction de classe C" ([a, b]), et f est dérivable sur ]a, b[, alors
dc € ]a, b[ tel que

2 N\
£6) = f@+b-a)f @+ LD (0 L0 @ E D 0 ), 1)
ol ( )n+l
(n+1)
R (0) = Ay (0

qui s’appelle le reste de Lagrange,etn!=n(n—1)(n—-2)...x2x 1
Cette formule s’appelle formule ou developpement de Taylor-Lagrange d’ordre n au voisinage de a

27



A.Sayah Fonctions dérivables

Remarque:
Si on remplace dans la formule de Taylor b par a + x et ¢ par a + 6x ou 0 < 6 < 1 on obtient

fla+x)=f(a)+xf (a)+—f (a)+ f“) (a) + ... f<">< )+ ——— " (a +6x) .

( +1)!
Formule de Taylor-Young

Théoreme: Soit f une fonction de classe C" (1) alors pour tout a,x € [ on a

F) = @)+ v P e )f“)() £ (a) + Ry (x)

N

ou

La-a)
n!

R, (x) = (x—a)" e (x) aveclime (x) =
s’appelle le reste de Young.
Cette formule s’appelle formule ou developpement de Taylor-Young d’ordre n au voisinage de a
Formule de Mac-Laurin

Si on prend dans les formules précédentes a = 0 on obtient la formule de Mac-Laurin

F ) = f£0)+xf (0)+ = f (0) + FO00) +...+ % FM(0) +x"€e (x), aveclime (x) =0

Comparaison de fonctions

Définitions:
Soient f et g deux fonctions définies sur [ et soit xg € I, tel que
g (x) #0Vx € I\ {xo}, alors

1) On dit que la fonction f est négligeable devant g au voisinage de xg si lim ! (x; = 0 et on note
X—X0 g X
f = o0 (g) au voisinage de x,
f(x)

2) On dit que la fonction f est dominée par g au voisinage de xg si la fonction est bornée au

g (x)
voisinage de xg, et on note f = O (g) au voisinage de x.

Remarque:
Les développements précédents peuvent s’écrire de la fagon suivante:

(x - ) (x - ) i )

f () =f(a)+(x—a) f (a)+ ——— O (@ +..Aa——f" (@)+o ((x — a@)") .

ou

£ @)+

f ) =f(0)+xf (0)+—f <0>+ 0+ n’:f(”) (0) +o ().
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Exemple de développement de Mac- Laurin de quelques fonctions usuelles
2 3 n
X

1) exp (x) = 1+x+x—+x—+....+—+o(x”),
2! 3l n!
I’ordre du développement est n.
37,5 n 2n+l
S XX (-D"x 2n+1
2)SIHX—X—§+§+....+W O(X )
I’ordre du développement est 2n + 1.
2 L4 n.2
3 x° x (=) x o
3)COSX—1—2—!+4—!+....+W+O(X )

I’ordre du développement est 2n.
-1 - D(a-2 1 (a-2)..(a-n+1
4)(1+x)a:1+ax+a(a )x2+a(a ) (a )x3+m+a(a Y(a=2)...(a-n+ )x”+

2! 3! n!
o(x"), a€eR*
I’ordre du développement est .

5) T l—-x+x2 =X+ +(=D"x"+0(x").
X
I’ordre du développement est 7.
1
6)Ona:/1+xa;x:121(1+x),donc 1
_1 n .n+
1n(1+x):x—x—+%+ +¢+o(x”“)
n
I’ordre du développement est n + 1.
T —— =14+x+x2+X2+ ... +x"+0 (x").
- X
I’ordre du développement est n.
n
ef=l+x+—+—+..+—+o0(x").
3! n!
3 4 2n
3 2n)!
8) S+ (2m)tx o (x*1).

1
T
Ny 278 22np]
1

9) =1-x2+x"—x0+ L+ (-D)"x* 40 (x*).
1+ x2
Exemples:
1.a) Ecrire le développement de Mac-Laurin a I’ordre n = 2, pour la fonction
V1 +x.

1.b) Utiliser le développement de Mac-Laurin a ’ordre n = 2, pour approcher
V1.5.
Posons f (x) = V1 +x.

2

5 8
Onafo)=%(1+m_§,f”@):%§(1+xf§£j“)@):§2(1+xf§
donc 3c € 10, x| tel que f (x) = £ (0) +xf (0) + %fﬂ 0) + %f@) (©)

8
3 =
f@)=1+%x—ér%+%%f(1+o 3

1 1
Pourx =0.50na V1 +0.5 =~ 1+§ x 0.5 - 5(0.5)2 =1.1389.
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Calculons I’erreur commise
3 _

8
5 3 5
Onal<(1+c)<1+x:0<8—xlx3(l+c) 3 <a(0.5)3.
5
Donc V1.5 =~ 1. 1389 avec une erreur < m (0.5 =7.716 x 1073,

2) Ecrire les développements de Mac-Laurin a I’ordre indiqué entre
parenthese des fontions suivantes :

f=tanx (), 0= @), f0 =221 ),
f(x)=tanx = Y
oS X

Comme le premier terme (par ordre croissant des puissances de x)

du développementde Mac-Laurin de cosx est 1,

et puisque 1’ordre du développement demandé est 3

donc on fait un développement de Mac-Laurin de sinx al’ordre n =3
Onasinx:x—%+o(x3) etcosx = 1 —%+o(x2).

On divise le développement de Mac-Laurin (par ordre croissant des
puissances de x) de la fonction sin x par le développement

de Mac-Laurin de cos x

x—§+0(x3) 3 .
tanx = > =x+—=+o0(x)
X ) 3
1—2—!+0(x)

e -1

Comme le premier terme (par ordre croissant des puissances de x)
du développement de Mac-Laurin de e* — 1 est x, et puisque
I’ordre du développement demandé est 2 donc on fait un développement
de Mac-Laurin de ¢* al’ordre n =3
X7 X
X _ 1 — oL 3
Onae* -1 x+2‘+3‘+0(x)

On divise le développement de Mac-Laurin de la fonction e* — 1 par x

e -1 x x2 )
P :1+§+1§+0(X).
COoSX —
f(x)—ﬁ

Comme le premier terme (par ordre croissant des puissances de x)
du développement de Mac-Laurin de e* — 1 est x, et puisque I’ordre
du développement demandé est 3 donc on fait un développement
de Mac-Laurin de cosx — 1 al’ordre n = 4.

On divise le développement de Mac-Laurin (par ordre croissant des
puissances de x) de la fonction cosx — 1 par le développement

de Mac-Laurin de e* — 1
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x? xt 4
cosx — 1 _§+Z+0(x) x  x° 3+ (%)
=—=—-— - —+o(x
et —1 x2 X 3 4 6
x+=+=+o0(x)
2! 3!
3) Trouver lorsque les limites des expressions suivantes, si elles existent :
. et —e™ cosx — 1

lim———, lim———.
x—0 SInx x—0 x2

e —e™
lim———
x—0 sinx

Comme le premier terme (par ordre croissant des puissances de x)

du développement de Mac-Laurin de e* — e™ est 2x, et puisque le premier terme (par ordre croissant
des puissances de x)

du développement de Mac-Laurin de sinx est x donc on fait un développement

de Mac-Laurin de sinx a1’ordre n = 1

. et—e™ . 2x+o(x
Donc lim —— = —() =2
x—0 sinx x—0 X + 0 (x)
cosx — 1
im——-——
XHO .x2 . . .
Comme le premier terme (par ordre croissant des puissances de x)
du développement de Mac-Laurin de cosx — 1 est —, donc lim=———— = =
2 x—0 x?2 2

Fonctions trigonométriques inverses
Fonction arcsinus

On sait que la fonction f (x) = sinx définie par

T n
X — sinx

est une fonction continue, bijective donc on peut définir sa fonction inverse par

-1 -1,1 [_f,f]
T SRR E
X — arcsinx

Remarques:
1) La fonction arcsin est une fonction strictement croissante bijective et impaire.
g ()

2)Si f(x) =arcsing (x),alors Dy =D, N{x:-1<g(x) <1}, et f (x) = \/—72
1—-g%(x)

3) On a sin (arcsinx) = x Vx € [—1, 1] et arcsin (sinx) = x Vx € [—%, g] )

4) Developpement de Mac-Laurin de arcsinx est
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arcsinx =x+ — + — +

x 3% (2n) 1x2+! ( 2n+1)
e ——— x .
6 40 221! 2n + 1)

Fonction arccos

La fonction f (x) = cosx définie par

f: [097(] - [_1’1]

X — COS X

est une fonction continue et strictement décroissante, donc elle est bijective et admet pour fonction
inverse la fonction f~'définie par

f_l : [_la 1] - [O’ 7T]
X — arccos x.

Remarques

1) La fonction arccos est une fonction continue, strictement décroissante bijective et ni paire, ni
impaire

-g (x)

Vi—g2(x)

2)Si f (x) =arccosg (x),alors Dy =Dy N{x: -1 <g(x) < 1}et f (x) =

3) On a cos (arccosx) = x Vx € [—1, 1] et arccos (cosx) = x Vx € [0, 7] .
4) Developpement de Mac-Laurin de arccos x est

arccosx = —xX — — — —— —

x* 30 _ (2n) 1x2+! N (2n+1)
6 40 T 2211 (2n+1)

5) Pour tout x € [—1, 1] on a:
. T
arcsin x + arccos x = 5

Fonction arctan

La fonction f (x) = tanx définie par

re g5l e
X — tanx

est une fonction continue et strictement croissante, donc elle est bijective et admet pour fonction
inverse la fonction f~!définie par
mn
pow o]
2°2
X — arctanx.
Remarques
1) La fonction arctan est une fonction continue, strictement décroissante bijective et impaire
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)
1+¢2(x)
Tt

3) On a tan (arctanx) = x Vx € R et arctan (tanx) = x Vx € ]—5 5 [

2) Si f (x) = arctan (g (x)), alors Dy = Dy, f(x) =

4) Developpement de Mac-Laurin de arctan x est

3 5 n_2n+l
XX -1)"x
arctanx = x — — + — + L_'_O(XZ;HI)'

oo +
2 5 2n+1)
5)Vx € R}, on a:

1 x
arctan x + arctan — = —,
x 2

etVx € R*, on a:

b4
arctan x + arctan — = ——,
X 2

Fonctions hyperboliques et ses inverses
Fonction cosinus hyperbolique et son inverse

La fonction cosinus hyperbolique notée ch est définie par
ch: [0,00] = [1,00]
e“+e*
2
est une fonction bijective et admet pour fonction inverse la fonction définie par:
Argch: [1,00[ — [0, 00]
x — Argchx =In (x+ x2 — 1)

x — chx =

Fonction sinus hyperbolique et son inverse

La fonction sinus hyperbolique notée sh est définie par

sh: R—>R

X —X

e —e
2
est une fonction bijective continue strictement croissante et admet pour fonction inverse la fonction

définie par:

x — shx =

Argsh: R—R
x — Argshx =1n (x+ x2 + 1)
Propriétés
1) ch®x — sh*x =1
2) ch'x = shx et sh'x = chx.
3) Argshyp (x) = (’D—(X), et Argchy (x) = v ()

1+ ¢2 (x) VIi—@2 (x)
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Fonction tangente hyperbolique et son inverse

Par définition la tangente hyperbolique est :

th: R—]-1,1]

shx e —¢é*
X —>thy = — =
chx e*+eé¥

est bijective et de fonction inverse définie par:

Argth: ]-1,1] - R

1. 1+
x — Argthx = —1In al
2 1-x

¢ (x)

On a de plus (Argthe (x))/ =—.
1 - (x)
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Les intégrales

Intégrale définie

Définition
L’intégration définie est liée au probleme du calcul d’une surface délimité par la courbe d’une

fonction f (x) et les droites perpendiculaires x = a et
b

x = b et I’axe des abscisses (0x) , et on note / f (x) dx, et on dit que la fonction f est intégrable sur

a
[a,b].
Théoreme:
Toute fonction continue sur I’intervalle [a, b] est intégrable sur cet intervalle.
Théoreme:
Toute fonction monotone sur I'intervalle [a, b] est intégrable .
Propriétés de I’intégrale définie
Supposons que toutes ces intégrales existent, alors:

1)
b a a
fx)dx=—- [ f(x)dx.et | f(x)dx=0,
o]
2)
b c b
/f(x)dx:/f(x)dx+/f(x)dx, ouc € [a,b].
3)
b b b
/(a/f(x)+,8g(x))dx:a/f(x)dx+,6’/g(x)dx, oua,BeR
4)
b
Sif(x)>0Vxe [a,b] alors/f(x)deO.
5)
b b
Sif(x)>g(x) Vxe€ [a,b] alors /f(x)de/g(x)dx.
0)

/bf(x)dx 2f|f(x)|dx.
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7)
. 1 2
Sim< f(x) SMVxe [a,b],alorsmsb_a/f(x)dst.
8)
b b b
/f(x)dx:/f(t)dt:/f(y)dy .......

Primitive d’une fonction

Définition:
On appelle primitive d’une fonction f définie sur un intervalle [a, b] toute fonction ¢ définie et
dérivable sur [a, b] telle que ¢’ (x) = f (x) et on écrit

o (%) =/f(t) dr.

Relation fondamentale du calcul de I’intégrale définie:

Supposons qu’elle existe une autre fonction primitive F (x) de la fonction
f (x) alors
¢ (x)=F(x)+c.

Ona

go(a):/f(t)dt:Odoncc:—F(a) etp(x)=F(x)-F(a),

d’ou pour x = b on a
b
o) = [ rwyar=F®)-F @),

Exemple:
La fonction sin x est la primitive de la fonction cos x , et toutes les fonctions

sinx + ¢ (¢ € R) sont des primitives de la fonction cos x, et
b

/cos tdt =sinb —sina.

a
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Intégrale indéfinie

Définition:

La primitive d’une fonction f (x) est la fonction F (x) telle que

F' (x) = f (x), et cette primitive n’est pas unique

Exemple:

La fonction x? + ¢ est la primitive de la fonction 2x oil ¢ est une constante.

Si la fonction f est une fonction continue alors elle admet une infinité de primitives.
Définition:

On appelle la recherche d’une primitive F' (x) d’une fonction f (x) est I’intégration indéfinie

/f(x)dx:F(x)+c,

ou x est la variable de I'intégration.
Propriétés de I’intégrale indéfinie

1)
- [ rwar=dy=rax
2) ,
(/f(x)dx) :f(x),etd(/f(x)dx):f(x)dx.
3)

[ wa=[are=rwee

ou ¢ est une constante.

Intégrales de fonctions élémentaires

1)

n+l

/g”(x)dg(x) -8 *) +c,ouneR, etn # -1

n+l1
Exemple 01:
Calculer les intégrales suivantes:
/x (x2 + 2)3 dx,
Posons g (x) = (x2 +2) = dg (x) = g (x) dx = 2xdx

1 1(x*+2
doncf x2 +2 /(g(x))3dg(x) & (x)+c:§(x 2 ) +c
1

f ( nx) d

X
, d.
Posons g (x) =Inx = dg (x) =g (x)dx = &=
X

Inx)? Inx)>
donc/(nx) dx:(n3x)
X
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2)
d
/ 8 _nle (0] +c.
g (x)
Exemple 02:
Calculer les intégrales suivantes:
/ dx
4x + 1

Posons g (x) =4x + 1 = dg (x) = g (x) dx = 4dx

dx 1 ,dg(x) 1
d = - =—Inldx+1 .
0nc/4x+1 4/g(x) 4n|)c+ | +c¢
/ sin xdx
cosx +2 )
Posons g (x) =cosx+2 = dg (x) = g (x) dx = —sinxdx
inxd.
donc / cs;;]x% =—In|cosx +2| +c.
3)
/ cos (g (x))dg (x) =sing (x) +c.
et
/ sin (g (x)) dg (x) = —cos g (x) +c.
Exemple 03:

Calculer les intégrales suivantes:
f cos (Sx+1) dx

1
/cos(5x+1)dx: gsin(5x+1)+c.
[ xsin (x?+ 1) dx
Posons g (x) = (x> + 1) = dg (x) = g (x) dx = 2xdx

1
donc [ xsin (x* +1) dx = —5 cos (x*+1) +c.

4)
[ tan (g () dg () = = neos g () + .
et
/ cot (g (x))dg (x) =In|sin (g (x))| +c.

Exemple 04:
Calculer I’intégrale suivante:

tan (vXx)
f WE dx

tan (Vx) 2
/ N dx = —§1n|c05\/)_c|+c.
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5)
a8™)
/ag(")dg (x) = 1 +c,telquea > 0eta # 1
na
Exemple 05:
Calculer les intégrales suivantes:
f a>*dx
3 a3x
Ydx = +c.
Ja " 3ha ¢
f xe ™ dx
Posons g (x) = —x2 = dg (x) = g (x) dx = —2xdx
a R A Y
onc f xe ™ dx e c
0)
/ dg(x) 1 g (x)
———— = —arctan +c.
g22(x)+a? « @
Exemple 06:
dx
Calculer I’intégrale suivante: | ————

dx

[

x2+x+1

Posons g (x) = (x + %) = dg (x) =g (x)dx =dx

[+3) [+2)
dlx+= r+3
donc/ dx — 2 = LarCtan 2 +c=
x2+x+1 1\ 3 V3 V3
(X+§ +Z 7 7
1
2 —_
L e
— arctan ———— + .
V3 V3
7)
A et
g2(x)-a? 20 |gx)+a| 7
et d
P ecmad FO8
a?-g2(x) 2a |g(x)-a
Exemple 07:
dx
Calculer I'intégrale suivante: [ ————
alculer I’intégrale suivante fx2+3x—4

/ dx _/ dx
x2+3x—4 3\ 25
x+=| - =
[+2) -3
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Posons g (x) = (x + §) = dg(x) =g (x)dx =dx

2
3
d d(x+§)
donc/ a :/ =
x2+3x—4 3\ 25
x+-=| - —
2 4
+3 5
x —_— —_— —_—
1 2 2 1. |x-1
— In|————|+c==In +c
2§ 3 5 5 |x+4
5 X+§ + 5

Changement de variable

Si le calcul de / f (x) dx n’est pas immédiat, le résultat de cette intégrale peut étre obtenu
en changeant la variable x en la variable 7 a I’aide de la transformation
x = ¢ (1) et 'intégrale devient

/f<x>dx:/f<so(r>>so’ (1) di

Exemple:
d.
Calculer I'intégrales suivante: f Vx al
x+1
d.
Posons x = 1> = dx = 2tdt et [ \/f_ ~ devient
X
d 212 dt 2+1-1)dt
I
x+1 t2d+ 1 ?+1
t
2/dt_2/t2+1 =2t —2arctant + ¢ = 24/x — 2arctan \x + ¢

Intégration par partie

La méthode d’intégration par partie est basée sur la formule de la
différentielle du produit de deux fonctions d’une variable : u (x) = u et
vi(x)=v.

Supposons que

f(x) =u(x)dv(x)

ou les fonctions u (x) et v (x) sont
dérivables en x. On a
du (x) =u (x)dx, dv(x) =v (x)dx

et
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d (uv) = udv +vdu

alors
/f(x)dxz/u(x)a’v(x)dx:u(x)v(x) —/v(x)du(x)

Quelques exemples d’intégration par partie

Calculer les intégrales suivantes

1) fxlnxdx
dx x2
Posonsu =Inxetdv =xdx = du=—¢etv = IR
X
2 2 2
donc/xlnxdx: %lnx—/gdx: %lnx—%+c.

Remarque 01:
En général on utilise la méthode d’intégration par partie pour calculer les intégrales

/x” Inxdx, oun € R
en posant

u=Inxetdv =x"dx.

2) fxe3xdx

3x
e
Posons u = x et dv = e*dx = du = dx etv = —

3 9
3x 3x
X e X e
d Xy = e - [ gy =Ze3X - — 4.
oncfxe % =ze f3x 3¢ g t¢
Remarque 02:
En général on utilise la méthode d’intégration par partie pour calculer

les intégrales

/x”eﬁxdx, ouna e N, BeR

en posant

u=x%etdv=ePdx.

3) / e’ cos 2xdx

sin 2x
Posons u = e* et dv = cos 2xdx = du = e*dx etv = 7
e’ . e* sin 2x
donc / e cos2xdx = — sin2x — / de.
On utilise la méthode d’intégration par partie une autre fois
sin 2x —COSs 2x
Posons u = e* et dv = dx = du=ée*dxetv = YR
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e’ sin 2x —e e’ cos2x .
f dx = COoS 2x + f — d’ou
2 4 4
* * e* cos2x

/ e* cos2xdx = % sin 2x + % cos2x — / X,

X X 4
et f e cos2xdx = % (% sin 2x + ez cos Zx) +c.
Remarque 03:

En général on utilise la méthode d’intégration par partie pour calculer
les intégrales

/e“x cos Bxdx, ou (/ e™ sin,Bxdx) aveca, BER

en posant
u = e et dv = cosBxdx ou (sinpBxdx).

4)/‘\/1 — x2dx

(\/1 —x2) (\/1 —x2) 1 ¥2
(m) dx:fmdx—f —

f Vl—xzdx:/

2
V1 —x2

Calculons I’intégrale f X

X

V1 —x2

dx par la méthode de I’intégration par

dx

arcsinx — f dx = arcsinx — fx

1 —x2
partie en posant u = x et dv =

2dx= du=dxetv=-V1 —x2,
1-x
2

X
donc dx = —xV1 —x2+ [ V1 = x2dx,
7= — /
dott [ V1 —x2dx = arcsinx +xV1 —x2 — [ V1 - x2dx
1
/\/1 —x2dx = = (arcsinx +xV1 —x2) +c

2
Remarque 04:

On calcule toujours les intégrales de la forme

xn+l
( / dx, oin €N
V1 —x2
par la méthode de I’intégration par partie en posant

u=x""etdy=

dx = du=(n+1)x"dcetv=-VI1—x2

1 —x2
5) fxarcsinxdx
2
. X
Posons u = arcsinx et dv = xdx = du = dxety = —,
| —x? 2
donc [ xarcsinxdx = — arcsinx — [ 4
onc | xarcsinxdx = — arcsinx — [ ———dx =
2 2V1 — x2
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2 1
%arcsinx— 5 (—x\/l —x2+f\/1 —xzdx) +c

On calcule toujours les intégrales de la forme

(/ x" arcsinxdx, oun € N|,

par la méthode de I’intégration par partie en posant

n+l
u =arcsinx et dv = x"dx = du = dxety = ,
V1— 2 n+1
d’ou
f . ) p xn+1 ) f xn+1 1 p
x"arcsinxdx = arcsinx — X
n (n+1)] =42
xn+1 X" X

= arcsinx — f

d.
n+1 (n+1)\/1_x2x
On utilise la méme méthode pour le calcul de ( f x" arccos xdx, oun € N) .

6) f x arctan xdx
2

Posons u = arctanx et dv = xdx = du = dx etv:x—,
+Xx 2
donc / x arctan xdx = x—arctanx - / de
2 2 (1 +x2)
2
Calcul d
acuonsf +x2) X
x24+1- 1
= d =/d ———dx = x — arctanx,
f(1+x / (1+x2) T /x /(1+x2)x oAy

2
X 1
d’ou fx arctan xdx = > arctanx — > (x — arctanx)) +c.

On calcule toujours les intégrales de la forme

(/ x"arctan xdx, oun € N) ,

par la méthode de I’intégration par partie en posant

n+l1
u = arctanx et dv = x"dx = du = dxetv = ,
1 +x2 n+1
d’ou
xn+1 Xn+1
/ x"arctanxdx = arctanx — f dx
n+1 (n+1)(x2+1)
xn+1
et on calcule I’intégrale f dx en utilisant la méthode de calculs des intégrales des

(n+1)(x2+1)
fonctions rationnelles.
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7) / X cosxdx

Posons u = x et dv = cosxdx = du = dx etv = sinx,
donc /x cosxdx = xsinx — / sinxdx = x sinx + cosx + c.
On calcule toujours les intégrales

/x” sinxdx, ou /x” cosxdx, n € N*
par la méthode de I’intégration par partie en posant

u=x"etdv =sinxdx ou dv = cosxdx = du = nx""'dx etv = —cosx oll v = sinx

et on recommence par la méme méthode jusqu’on arrive a

/xsinxdx ou /xcosxdx.

Intégrale de fonctions rationnelles

Calcul des intégrales de la forme / R (x) dx, R (x) est une fonction
P (x)
0 |
et en supposant que ces polyndmes n’ont pas de racines communes, donc on
a deux cas:

1¢" Cas: degrés de P (x) < degrés de Q (x), alors

rationnelle qui s’écrit de la forme ou P (x) et Q (x) sont des polyndmes,

1) Si
Qx)=(x-a)", meN,
P
alors on peut écrire *x) de la forme:
Q (x)
P (x) Am -1 ai
= o — .,
0(x) (x-a)" (x-a) (x—a)
ou @, -1, ..., @1 sont des constantes réelles a déterminer.
P(X) (077 Amp—-1 aj
dx = ——dx+ [ ————dx+ ...+ dx
/Q(x) /(x—a) /(x—a)m_l f(X—a)
A Apy—
= — + — +..+tailn|x—al+c.
(1-m)(x-a)" 2-m)(x—-a)"
Exemple 01:
Calculer les intégrales suivantes
4 3 2+ 1
f dx, / 2dx, / ( ldx
(x—2) (x+1) (x-1)
4 A
/ dx:4ln|x—2|+c,alors/ dx=Aln|x —a|+c
(x-2) (x —a)
3 -3
f dx = +c,

Ix =
(x+1)° x+1
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alors on a en général

/ de: A +c
(x—a)” (1-m)(x—a)"™"

ou m est un nombre naturel > 2

La fraction peut étre décomposée de la maniere suivante:

(x-1°
2+l 3 a aq
= + + ... (E)
x-1 -1 -1 &-1
Pour trouver les constantes «aj, @, a3, on utilise une méthode simple qui

est la suivante:

On voit que Q (x) = (x — 1) s’annule au point x = 1.

Commencgant par a3 : On multiplie les deux cotés de I’équation (E) par
(x — 1)? et puis on remplace x par 1, on trouve a3 = 2.

Pour trouver a1, a; on remplace x dans I’équation (E) par n’importe
quel nombre réel différent de 1, par exemple on prend x = O et x = 2,
on trouve respectivement les équations —
l=-2+ar—ajet5=2+ar+ai,doua;=1letay =2

(x*+1) 2 2 1
xX=| ——dx+ | ——=dx+ | ——dx =
/ (x-1)° / (x-1)° / (x —1)? / (x=1)
1 1
- -2 +Injx - 1| +c.
2e-1? w-p
2) Si
Q(x) =(x—-a)f (x-b),
alors on peut écrire P (x) de la forme:
Q0 (x)
P (x) @p @p-1 @y By
— = + +...+ +
Q (x) (x-a)’  (x-a)yr! (x—a) (x-b)?
Bg-1 Bi
+ —+ ...+
(x — b)47! (x—D)
alors P )
X ap ap-1 aq
dx = dx + | —————dx+ ... + dx
/ Q (x) / (xlg a)” / (xﬂ— a)P™! / (x—a)
q q-1 Bi
dx + | —————dx+ ... + dx.
/ (x = b)? / (x — b)) / (x—b)
Exemple 02:
1
Calculer / x; dx
x=-1D"(x+2)
1
La fraction al -2'- peut étre décomposée de la maniere suivante:
(x=D"(x+2)
x+1 A B C

G-1P(+2) -2 -1 G+
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Pour trouver les constantes A, B et C on met les fractions au dénominateur
commun et égalons les numérateurs, ou on utilise la méthode suivante:

Pour trouver A on multiplie les deux cotés de 1’équation * par (x — 1)?, et puis
on remplace x par 1, alors A = 3

Pour trouver C on multiplie les deux cotés de 1’équation * par (x + 2), et puis
on remplace x par -2, alors C = —

Pour trouver B on remplace x dans les deux cotés de 1’équation * par n’importe
quel nombre réel différent de 1 et —2, par exemple prenant x = 0.

1 2 1
Ont I’équati ivante: — = ——-B - —,douB=-,d
n trouve 1equa ion suivante 2 3 1 5 1 19 onc1
X+
—f ——dx— = | ———dx =
/@—n%mu) /ux 9/u—n 9/w+m
-2
3(x ) 1n|x—1|—§1n|x+2|+c
P Ax+ B
3) Si (x) = al , ou les racines du dénominateur sont complexes.
O(x) ax2+Bx+y
Exemple 03:
-2
Calcul _—
edler | a2

On voit que les racines du dénominateur 3x? + 4x + 2 sont complexes, et la

. L. ) x=2
dérivée de 3x2 + 4x + 2 est 6x + 4,alors on peut écrire la fraction

3x2 +4x+2
de la forme:
x =2 1 6x +4 8
=— - , donc
3x2+4x+2 6 \3x2+4x+2) 3(3x2 +4x+2)
-2 1 6x +4 1
/—X dx:—/—x+ ——/ dx
3x2+4x +2 67 3x2+4x+2 7 \?2
(\/§x + —) +=
V3 3
1 ) 8 1
=—In3x?+4x+2|- = [ dx.
6 3 (\/_ o) )2 o)
x+—| +=
V3 3
Calculons maintenant cette derniere intégrale:
2
Posons g (x) = (\/gx + —) = dg (x) = V3dx,
V3
1 1 3
/ dx = — / V3 dx =
2\ 2 3 2\ 2
(\/§x+—) += (\/§x+—) +=
Vil 3 Y
1 2
— V3x + —)
3 ( V3 1 V3 2
—= arctan ————— + ¢ = — arctan — \/§x+— +c,
V2 V2 v
V3 V3
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donc

-2 1 8 1 3 2
/—x dx:—1n|3x2+4x+2|———arctan—\/_ Vax+ — | +c.
3x2+4x +2 6 3v2 V2 V3

P(x) _ P (x)

4) Si = , ou les racines du polyndme (ax? + Bx +) sont com-
) 0 (x) (x—a)" (ex? + Bx +7) poly ( Bx+7)
plexes.
Exemple 04:
344
Calculer [ ~ dx

(x +1)% (x2 +2x +2)
On voit que les racines du polyndme x? + 2x + 2 sont complexes,
) X +4 R 3 3 N

alors la fraction 3 peut étre décomposée de la maniere

(x+ 1) (x2+2x +2)

x> +4 A B Cx+D

2 - 2 T T3
(x+1)? (2+2x+2)  (x+1)* G+1D  (x2+2x+2)
Pour trouver les constantes A, B, C et D, on met les fractions au dénominateur

suivante:

commun et égalons les numérateurs.ou on utilise la méthode suivante:

Pour trouver A on multiplie les deux cotés de 1’équation * par (x + 1)?, et puis
on remplace x par —1, alors A =3

Pour trouver B, C et D on remplace x dans les deux cotés de 1’équation = par
trois nombres réels différents de —1

Si on pose par exemple x = 0,x = 1, x = —2 nous trouvons un

systeme d’équations

2=3+B+ %

1 3 B C+D

17172775

-2=3-B+ _2C—+D

Les solutions de ce systemeest: B=3, C=-2etD = -8.

x3+4 3 2x+8
D’ou —dx — | ————dx.
f(x+1) x2+2x+2 f(x+1) f(x"'l) f(x2+2x+2)
Puisque la derlvee de x2+2x+Zest 2x + 2, alors
2x + 8 2x +2 6
[ g = | v [ -
(x2+2x+2) (x2+2x+2) (x+1)"+1
In (x? + 2x +2) + 6arctan (x + 1) + c et
x*+4 -3 )
/ dx = +3In|x+ 1] —In|x? +2x + 2| - 6arctan (x + 1) + c .

(x+1)? (x2 +2x +2) (x+1)
2¢me Cas: degrés de P (x) > degrés de Q (x), alors
Alors en utilisant la division Euclidienne de P (x) par Q (x) suivant les

puissances décroissantes, on peut représenter la fraction comme

(
Q (x)

la somme d’un polynéme et d’une fraction
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P B
() _ 4 BW

Q (x) 0 (x)’

ou B (x) est un polyndme de degrés < degrés de Q (x) .

Exemple 05:

xt+1
Calcul —d
acuerfxz_m_2 X

On a d’aprés la division Euclidienne de x* + 1 par x> + x — 2 suivant
les puissances décroissantes:

trl —5x+7
(x2+x—2) x24+x-2
fﬁdx—/(x -x+3 dx+/ﬂdx
—Sx+7 -5 2x+1 19 .
x2+x-2  2x24x-2 2(x2+x-2)
—5x+7 -5 ) 19 1
f 2+x— :71n|x +X—2|+7/‘ngx
R
1y 3
5x+7 5 19 1 (”E)_i 5 19 |x
— - , - 2
/x—2+x_2dx—71n|x +x—2|+72—§1n T3 dx—71n|x +x—2|+gln
D) X+§ +§
xt+1 S -5 19 |x-1
d —————dx == - —+3x+—Ihp?+x -2+ —1In )
S e e L Tl T S s Ml vy | R
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