. Plans fractionnaires
6.1 Introduction
Lors de la réalisation d'un plan d'expérience à deux niveaux, le nombre d'expériences à réaliser augmente d'une manière significative avec le nombre de variables prises en compte. Pour k variables, le plan comporte 2k expériences à réaliser. Un plan 25 nécessite 32 expérimentations. Or dans de nombreux domaines les interactions d'ordre élevé sont souvent considérées comme négligeables. Trop d'expériences sont donc réalisées d'où l'idée de diminuer la taille des plans et donc d'utiliser pour l'étude de k facteurs des matrices d'expériences issues de plan 2k-1, 2k-2, [image: .][image: .][image: .], 2k-p. 
6.2 Loi de composition interne dans l'ensemble des colonnes des matrices d'expériences
Nous avons déjà vu au chapitre précédent que les colonnes des interactions de plusieurs variables se fabriquaient par produit ligne à ligne de ces colonnes. Nous allons développer cette notion en remarquant que la matrice des effets, pour un plan d'expériences, a des colonnes qui ne sont constituées que de +1 et de -1. Soit E le sous ensemble de IRn composé de vecteurs dont les composantes dans la base canonique ne sont que des +1 ou des -1. L'égalité des vecteurs de IRn induit l'égalité des vecteurs de E. On définit une multiplication dans E de la manière suivante. Le produit de deux vecteurs de E est un vecteur de E dont les composantes dans la base canonique sont les produit des composantes de même rang.
Exemple Dans IR4, s i A = [image: (      )   -1   +1   -1   +1]et   B = [image: (      )   -1   -1   +1   +1]alors AB = [image: (     )  +1   -1   -1  +1]
Cette multiplication est commutative, associative, elle possède un élément neutre, qui est le vecteur n'ayant que des +1 comme composantes et enfin, pour tout vecteur A de E on a : AA = I. 
6.3 Plan fractionnaire 23-1 pour étudier trois facteurs. Notion d'Aliase
Nous savons qu'un plan complet pour étudier trois facteurs est un plan 23 nécessitant 8 expériences. Nous désirons n'en réaliser que quatre et donc pour cela nous ne pouvons utiliser qu'une matrice d'expériences d'un plan 22. La matrice des effets d'un tel plan est : 
	Exp
	I = Moy
	A 
	B 
	AB

	1 
	+1 
	-1 
	-1 
	+1 

	2 
	+1 
	+1
	-1 
	-1 

	3 
	+1 
	-1 
	+1
	-1 

	4 
	+1 
	+1
	-1 
	+1 


Comme nous devons placer le troisième facteur C, nous le plaçons dans la colonne de l'interaction AB. Ainsi, la matrice d'expérience du plan fractionné sera : 
	Exp
	A 
	B 
	C 

	1 
	-1 
	-1 
	+1

	2 
	+1
	-1 
	-1 

	3 
	-1 
	+1
	-1 

	4 
	+1
	-1 
	+1


C'est cette matrice qui servira, une fois les quatre expériences réalisées, à calculer les effets de A, B, C et de leurs interactions éventuelles. Le plan réalisé avec la matrice précédente est appelé plan fractionnaire 23-1.
Du point de vue du vocabulaire, le fait de poser C = AB se traduit en disant que l'on a  aliasé le facteur C avec l'interaction AB. Il est naturel, à ce stade de notre étude de se demander si les effets de A, B et C calculés avec ce plan fractionnaires sont les mêmes que celles que l'on aurait obtenues avec un plan complet. Nous allons voir qu'il n'en est rien. 
Compte tenu des résultats du paragraphe précédent nous avons : 
C = AB donc CC = I = CAB
I = CAB donc  AI = ACAB = C(AA)B = CIB d'où A = CB
I = CAB donc BI = BCAB =CA(BB) = CAI d'où B = CA
Ainsi, non seulement le facteur C est aliasé avec l'interaction AB mais le facteur A est aliasé avec l'interaction CB et le facteur B est aliasé avec l'interaction CA. Autrement dit les effets obtenus avec le plan fractionnaire ne sont pas des effets purs. Avant de préciser cette notion, constatons que l'égalité I = CAB nous a fourni tous les aliases, on dit que I = CAB est un générateur d'aliase.
Précisons maintenant le fait que la notion d'aliase ne nous donne pas des effets purs. Supposons que nous ayons réalisé d'une part le plan fractionnaire 23-1 dont il vient d'être question mais aussi le plan complet 23 correspondant. Nous aurions successivement les matrices des effets suivantes. 
Plan fractionnaire 23-1. 
	Exp
	I 
	A 
	B 
	C 
	Yexp

	 
	ABC
	CB
	CA
	AB
	 

	1 
	+1 
	-1 
	-1 
	+1 
	y1 

	2 
	+1 
	+1 
	-1 
	-1 
	y2 

	3 
	+1 
	-1 
	+1
	-1 
	y3 

	4 
	+1 
	+1 
	-1 
	+1 
	y4 

	effets
	a0 
	a1 
	a2 
	a3 
	 


Plan complet 23. 
	Exp
	I 
	A 
	B 
	C 
	AB
	AC
	BC
	ABC
	Yexp

	1 
	+1
	-1 
	-1 
	-1 
	+1 
	+1 
	+1 
	-1 
	a 

	2 
	+1
	+1
	-1 
	-1 
	-1 
	-1 
	+1 
	+1 
	y2 

	3 
	+1
	-1 
	+1
	-1 
	-1 
	+1 
	-1 
	+1 
	y3 

	4 
	+1
	+1
	+1
	-1 
	+1 
	-1 
	-1 
	+1 
	b 

	5 
	+1
	-1 
	-1 
	+1
	+1 
	-1 
	-1 
	+1 
	y1 

	6 
	+1
	+1
	-1 
	+1
	-1 
	+1 
	-1 
	-1 
	c 

	7 
	+1
	-1 
	+1
	+1
	-1 
	-1 
	+1 
	-1 
	d 

	8 
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1 
	+1 
	+1 
	+1 
	y4 

	effets
	a'0
	a'1
	a'2
	a'3
	a'12
	a'13
	a'23
	a'123 
	 


Remarquons que les lignes de la matrice d'expériences du plan fractionné 23-1 sont, dans l'ordre, les lignes 5,2,3,8 de la matrice d'expériences du plan complet 23. Calculons le coefficient a1 du plan fractionné 23-1 (effet de A aliasé à l'interaction CB) : 
	a1 = 
	-y1+y2-y3+y4

	
	4


Calculons les effets de A (soit a'1), puis l'effet de l'interaction CB (soit a'23) pour le plan complet 23. 
	a'1 = 
	-a+y2-y3+b-y1+c-d+y4

	
	4



	a'23 = 
	a+y2-y3-b-y1-c+d+y4

	
	4


Nous constatons que : a1 = a' 1 + a' 23 ceci montre bien que l'effet a'1, obtenu avec le plan fractionnaire n'est pas un effet pur. On montrerait de la même manière que : 
a2 = a' 2 + a' 13 et a3 = a' 3 + a' 12
En l'absence de toute hypothèse supplémentaire sur les effets, un plan fractionnaire est inexploitable, puisque les effets obtenus ne sont pas purs. Pour une interprétation correcte, il faut avoir une connaissance approfondie du phénomène étudié. Nous allons voir dans le paragraphe suivant, que pour obtenir les effets principaux de 4 facteurs il est possible de ne faire que 8 expériences au lieu de 16 nécessaires pour un plan complet 24. 
6.4 Plan fractionnaire 24-1
La matrice d'expérience d'un plan 23 comporte 3 colonnes dans lesquelles nous plaçons les trois premières variables A, B, C. Pour placer la quatrième variable D, nous décidons de l'aliaser avec l'interaction d'ordre la plus élevé du plan 23, c'est à dire l'interaction ABC. Nous obtenons l'aliase 
D = ABC qui nous permet de déterminer le générateur d'aliase : I = DABC. En effet : 
D = ABC  [image: ===>]  I = DABC 
nous avons alors : I = DABC[image: ===>] [image:     A   =   DBC{   B   =   DAC    C   =   DAB   AB   =    DC   AC   =    DB   AD   =    BC]
Nous constatons que si, comme il est d'usage, on néglige les interactions d'ordre 3, on obtient bien les effets principaux.
Montrons sur un exemple, comment on peut, en outre, interpréter les interactions d'ordre 2. Exemple
On veut étudier l'influence de 4 facteurs sur la pureté d'un précipité. Les variables retenues et leurs niveaux sont donnés dans le tableau suivant : 
	Variable 
	Niveau -1
	Niveau +1

	A : quantité de base utilisé 
	normale 
	en excès 

	B : vitesse d'addition de la base
	lente 
	rapide 

	C : température de la filtration 
	à chaud 
	à froid 

	D : lavage du précipité 
	normal 
	prolongé 


La matrice des effets est la suivante, la réponse Y représentant la pureté diminuée de 90 : 
	Moy
	A 
	B 
	C 
	ABC
	AB
	AC
	BC
	Y 

	 
	DBC
	DAC
	DAB
	D 
	DC
	DB
	AD
	 

	+1 
	-1 
	-1 
	-1 
	-1 
	+1 
	+1 
	+1 
	3, 1 

	+1 
	+1 
	-1 
	-1 
	+1 
	-1 
	-1 
	+1 
	4, 1 

	+1 
	-1 
	+1 
	-1 
	+1 
	-1 
	+1 
	-1 
	2, 2 

	+1 
	+1 
	+1 
	-1 
	-1 
	+1 
	-1 
	-1 
	1, 3 

	+1 
	-1 
	-1 
	+1 
	+1 
	+1 
	+1 
	-1 
	4, 0 

	+1 
	+1 
	-1 
	+1 
	-1 
	-1 
	-1 
	-1 
	4, 1 

	+1 
	-1 
	+1 
	+1 
	-1 
	-1 
	-1 
	+1 
	-0, 1

	+1 
	+1 
	+1 
	+1 
	+1 
	+1 
	+1 
	+1 
	0, 6 


Les résultats sur les effets sont les suivants : 
	Cst
	A 
	B 
	C 
	ABC
	AB 
	AC 
	BC 

	 
	DBC
	DAC 
	DAB 
	D 
	DC 
	DB 
	AD 

	2, 41
	0, 11 
	-1, 41
	-0, 26
	0, 31 
	-0, 16
	0, 09
	-0, 49


En négligeant les interactions d'ordre 3, nous retiendrons : effet de A = 0, 11 ; effet de B = -1, 41 ; effet de C = -0, 26 et effet de D = 0, 31.
Pour pouvoir effectuer des tests statistiques, le plan d'expérience a été suivi de deux expériences au centre du domaine expérimental. Les résultats obtenus sont les suivants : 
y01 = 2, 2 et y02 = 2, 1
La moyenne des réponses au centre est donc 
	[image: y]0 = 
	2,2+2,1
	= 2,15

	
	2
	


La variance expérimentale est alors déterminée avec un degré de liberté par : 
	s02 = 
	(2,2-2,15)²+(2,1-2,15)²
	= 0,05

	
	2-1
	


ce qui conduit à l'écart-type expérimental s0 = 0, 07 .
L'écart-type de l'estimateur d'un coefficient du modèle est donné alors par :
	si = 
	s0
	0,007
	= 0,025

	
	[image: wpe3.gif (891 octets)]
	[image: wpe4.gif (891 octets)]
	


Nous savons qu'au risque [image: a],   un coefficient sera significatif si [image: |ai|]> ttable(n0 - 1, [image: a]) × si .
Au risque de 5 %, et avec n0 - 1 = 2 - 1 = 1 degré de liberté, on obtient ttable(1, 5%) = 12, 706. Ainsi, un coefficient sera significatif s'il est tel que [image: |ai|]> 0, 318 Nous constatons donc que, 
· l'effet de la variable B est hautement significatif. 
· l'effet de l'aliase (BC, AD) est significatif. 
· l'effet de D est non significatif de justesse. 
· les autres effets ne sont pas significatifs. 
Étudions l'aliase (BC, AD) en nous demandant laquelle des deux interactions à le plus de chance d'être réelle. Pour cela, examinons séparément l'influence sur la pureté de chacune de ces interactions. 
Étude de l'interaction AC 
	 
	C = -1 
	C = +1 

	A = -1
	P =(3,1+2,2)/2  = 2, 65
	P = (4-0,1)/2 = 1, 95 

	A = +1
	P = (4,1+1,3)/2 = 2, 70
	P = (4,1+0,6)/2 = 2, 35


L'examen de ce tableau montre que les conditions optimales seront obtenues avec : A au niveau +1 et C au niveau -1. 
Étude de l'interaction DB 
	 
	D = -1 
	D = +1 

	B = -1
	P =(4,1+4,1)/2  = 4, 1
	P =(4,1+4,0)/2  = 4, 05

	 
	 
	 

	B = +1
	P =(1,3-0,1)/2  = 0, 6
	P =(2,2+0,6)/2  = 1, 4 


L'examen de ce tableau montre que les conditions optimales seront obtenues avec : B au niveau -1 et D au niveau -1. En conclusion : L'effet principal de la variable B étant négatif, il faut effectivement se placer au niveau -1 pour cette variable. En résumé, nous obtiendrons la plus grande pureté avec : 
	Variable
	Niveau
	Réalité 

	A 
	+1 
	Base en excès 

	B 
	-1 
	Vitesse d'addition de la base lente

	C 
	-1 
	Filtration à chaud 

	D 
	-1 
	Lavage du précipité normal 
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