Chapitre 2 : Méthodes d'approximations Youcef BOUMEDJANE

2.1 Introduction

Les systemes physiques et chimiques pour lesquels on dispose des solutions exactes de I'équation de
Schrédinger sont peu nombreux (ex: I'atome et I'ion d’hydrogene).

Dans le cas général, I'équation de Schrodinger n'est pas intégrable facilement. En pareil cas, une
investigation des solutions approchées doit s'imposer. La garantie des résultats dépend presque complétement
du choix des méthodes d'approximation. Souvent, cette garantie se manifeste par la recherche d'une nouvelle
méthode qui doit s'adapter convenablement au systéme mis en place. Nous allons indiquer les deux méthodes
mathématiques les plus couramment utilisées ; la méthode des perturbations et celle des variations.

2.2 La méthode des perturbations
L'hamiltonien H du systéme se présente sous la forme :
H=H,+aW 2-1

Ou Hy est peu différent de Ho, on dit que aW est le potentiel perturbateur indépendant du temps, le
probleme est donc de déterminer I'énergie propre E; et I'état propre correspondant.

Deux cas sont possibles :

2.2.1 Ho n'est pas dégéneré : formalisme de Rayleigh-Schrodinger

L'hypothése fondamentale du procédé de Rayleigh-Schrodinger est I'existence, pour les états propres, de
I'Hamiltonien total H=Hy+aV avec a petit, d'un développement en série au voisinage de 0=0 , du type :

[P, ) = [ +a| W)+ | W)+ 2-2
E,=E)+aE; +a’E’ +..... 2-3
Dans ce développement,“}’:> est tres petit par rapport é‘ ‘Prf’> , de méme “Pnz> est trés petit par rapport a

“I’j> et ainsi de suite, il en est de méme pour E} et EZ.

Dans ces conditions reportant (11-2 et 11-3) dans I'équation (11-1), puis identifiant terme a terme les diverses
puissances de o on obtient :

Ordre zéro :

Ho|We)=Ey.

we) 2-4
Ce qui signifie que les solutions d'ordre zéro sont simplement les états propres “Prf’>de Ho.
Ordre un:

(Hy-ES)wi) = (W —E2)we) 2-5

Equation aux valeurs propres qui permet, en principe de déduire la correction d'ordre un
(“P:> Ei) de la solution d'ordre zéro.
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Ordre deux :

(Ho-ES)w?)+(w —Enp*l}\}f,i):ZplEnk.

Soit un calcul, de proche en proche, des diverses corrections.

v Correction d'ordre un
Multipliant (11-4) par le bras <‘P|° ‘ , bras propre de H, correspondant a la valeur propre E différente de E°
Er = (¥IW[¥y) 2-8
Et I’énergie du niveau E° perturbé s’écrit donc au premier ordre :

E, =EJ +a.E} =E7 +(PIW|¥y) 2-9

n

v" Convention de normalisation

Deux conventions sont possibles :

1/ Normalisation de “Pn > ; ceci conduit malheureusement a des équations lourdes & manipuler.

2/ Annulation de la composante en “Pr? > de chaque correction “{’n"> (p>0); ceci revient a orthogonaliser

chaque “Pr§’>é“1’,f’>, sous la forme <‘I’,°

|w?) =1soit (W7

‘I’np>:OVp>0

v" Correction d'ordre deux

On procede de maniere identique, multipliant (11-6) a gauche par le bras <‘P,? ‘ , on trouve :

EZ = (W

W) 2-10
Surle ket“{’r?> , et en remplacant “Prf> par son développement au premier ordre.

On obtient alors la correction au second ordre apportée a 1’énergie.
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L ewe) .
L e '

I#n

L’expression compléte de I’énergie est, au second ordre

2

2-12

E —E°+aE1+a2E2—E°+<‘P°[\N|‘P°>+Z‘<\PIO‘W‘1P£>
n "~ =n *=n *=n 7 ™n n n — E:'E|O

Exemple : Energie de I’état fondamental d’Hélium par la méthode de perturbation

L’énergie ¢lectronique de I’atome d’Hélium est décrite par 1’hamiltonien ou Z=2, r; désigne la distance de
1’¢ i au noyau et r12 la distance entre les é.

A~ —h? —h} 2e? 2e* ¢? A or et
H = Lid +—L+4,- -- +— = H=h,+h,+—
2.m; 2.m; r r, r, r,

ﬁlet ﬁz : Hamiltonien Hydrogénoide ; dont des solutions sont connues I:|0 = ﬁl +F12
eZ

— : Couplage (perturbation) / V = oW

12

e Ordre zéro :

: : , ~136.2%
L’¢énergie d’un ion Hydrogénoide estene.Vet E = ———
n

Ona: Z=2 et n=1(’état fondamental) / E, (He) =-54,4eV

Il y a deux électrons complétement indépendants a considérer dans deux orbitales 1S
=E’=2.E (He) =-1088eV = Energie d’ordre zéro de I’état fondamental (sans ’interaction
entre ces és)

W2 (r)="2(r,)P2(r,) : Etat d’ordre zéro = ces fonctions sont connues analytiquement

e Correction a ’ordre un en E :

2
Ei- <w (rﬂe—
:

en fonction de r1 et r2 puisque I, =1, — 1

‘{’12 (r)> : Cette intégrale se calcule analytiquement, en notant que ri2 peut s’exprimer

Ontrouve : Ef =34eV = E=E +E; =(-1088+34)=-748e.V

Etona E =—-79e.V

exp érimental

Remarque : La perturbation est trés forte, il faut aller a des ordres plus élevés pour converger le résultat
exact.

b) 2°™ cas: Existence de dégénérescence :  Ce cas nous ne le traitons pas.
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2.3 Méthode variationnelle

2.3.1 Principe de la méthode

Cette méthode d’approximation permet également de trouver une solution approchée des états stationnaires.
La méthode est sensiblement différente de la précédente : il s’agit grosso modo de construire un état
stationnaire d’un Hamiltonien H a partir d’une famille de solution (par exemple, une fonction a un ou
plusieurs parameétres ajustables, ou une combinaison linéaire de fonctions d’ondes), et de trouver la meilleure
combinaison par minimisation d’une fonction « cott », ici la valeur moyenne de 1’énergie. A noter : la
méthode variationnelle n’est pas spécifique a la mécanique quantique, on peut I’utiliser a chaque fois qu’on a
une idée (en général guidée par le sens physique) de I’allure de la solution, et qu’on dispose d’une fonction «
co(t » dont le minimum donnera la meilleure approximation.

La méthode est basée sur le théoréme de Ritz, qui en gros indique quelle est la fonction «co(t » permettant

de trouver la meilleure approximation : ¢’est la valeur moyenne de 1’énergie (<H > ), et le principe de la

méthode variationnelle consiste a trouver la solution la plus proche de la solution exacte par minimisation de

(H)

2.3.2 Théoréme de Ritz : De maniere plus générale, on a le théoréeme de Ritz :
La valeur moyenne <H > de I’hamiltonien H d’un systéme est stationnaire au voisinage de ses valeurs

propres discrétes.
La valeur moyenne (H ) est stationnaire si et seulement si le vecteur | W) est vecteur propre de I’hamiltonien

H et les valeurs stationnaires <H> sont les valeurs propres de H.
Ce théoréme permet la détermination approchée des valeurs propres de H en calculant les extrémums d’une
fonction (H(a)) obtenue a partir d’un ou plusieurs vecteurs| ¥(c)) . Ces extrémums donneront des valeurs

approchées de certaines valeurs propres En de ’hamiltonien.

2.3.3. Méthode du calcul

Enfin, on cherche la valeur de o qui minimise <H > , on résout 1’équation :
i< ) d(¥(a)H¥(a)) _

da da

On voit que cette méthode est particuliérement efficace lorsqu’on a une idée assez précise de 1’allure de la

solution : en général, on construit la solution par combinaison linéaire d’états stationnaires d’un Hamiltonien
« proche » du probléme posé, mais qui lui a I’avantage d’étre exactement soluble, puis on recherche les

coefficients dans la combinaison linéaire par minimisation de < H > . C’est le principe de la méthode L.C.A.O.

(Linear Combination of Atomic Orbitals) utilisée en chimie pour construire les états stationnaires des
molécules a partir des orbitales atomiques

Exemple : Energie de I’état fondamental d’Hélium par la méthode variationnelle

Prenons comme fonction d’essai le produit de deux orbitales 1S :

3
P (rl A ): i(EJ exp(—ai.rl }exp(—ai..r1 Jet a,: rayon de Bohr

a 0 0
4



Chapitre 2 : Méthodes d'approximations Youcef BOUMEDJANE

Prenons Z comme parametre variationnel

3
v (r1 N ,a): %(g] exp(—aﬁ.rl J.exp(—aﬁ..r1 }et a,:rayonde Bohr

0 0 0

SiI'on calcule I'énergie du systéeme pour des valeurs de a variantde 1 a 3.
On trouve un minimum pour ¢ =2 =2 —0,5 =1688=7 = Z" —o0,5 =1,688-0,31=27 =1,378

L’énergie obtenue pour I’état fondamental est :

Zeff 2 Zeff ? 27\
E,=E,|—+ =-136*2%| 7| =-77.456=-775eV

2 2
rll n2

Remarque :

Il est toujours possible de rajouter des paramétres pour donner plus de flexibilité a la forme fonctionnelle
1 3
(24 (94 (24
Polr . r,,a,B)==| = | exp| ——.r, |exp| ——..r, |(1+4r
WAy ”(aoj p( . 1j p{ . 1]( pr,)

Ici B permet de faire intervenir la distance inter-électronique dans la fonction, et I'on arrive a une énergie
de -78,7 e.V (on optimisant les deux parameétres simultanément).

Conclusion :
Les énergies obtenues par les deux méthodes pour 1’état fondamental de 1’atome d’Hélium sont :

E(e.V) «

-74.8 (pertb 1°" ordre) -77.5 (variation) -79



