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Corrigé de ’examen de remplacement (1h)
Exercice 1. (08pts)
Donner la région critique du:
1. test, unilatéral a droite, de la moyenne d’une population gaussienne de variance connue? (2pts)

2. test, bilatéral, de comparaison de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes de variances
connues? (2pts)

3. test, unilatéral & gauche, de comparaison de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes
de variances inconnues? (2pts)

4. test, unilatéral a droite, de comparaisons de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes
de variances inconnues supposées égales? (2pts)

Kok ok ok K K K K K K K K Rk Rk
Exercice 2. (12 pts)

Soit (X1, ..., X12) un échantillon d’une population X normale centrée de variance o2. On s’intéresse au test suivant:

Hy: 02<2
H: 02 >2
1. Quel test s’agit-il: unilatéral ou bilatéral? (1pt)
2. Donner la statistique de test a utiliser. (2pts)

Au niveau de signification o = 0.05, donner la région critique de ce test. (3pts)

= W

Donner la fonction puissance de ce test. (3pts)

5. Tracer soigneusement le graphe de la fonction puissance. (3pts)

)k ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ook ok ok ok ok ok X

1 Solution de I’exercice 1
1. Le test, unilatéral a droite, de la moyenne d’une population gaussienne de variance connue o, est

Ho : pp < o
H12,LL>‘LLO.

La région critique associeé est:

W= {(azh...,xn) eR" |Vt > zla}7

g

ol z1_q = 1 (1 — ) est le quantile d’ordre 1 — « de la loi normale centrée-réduite.
2. Test, bilatéral, de comparaison de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes de variances

connues, est:

Ho :p1 = po
Hy oy # p2



avec o1 est oo connues. La région critique associée est:

W = {(xgl), ...,xgm);xél), ...,mgnz)) € R™MHm2 | [71 — T > } ,

Z Z1—a/2
Vot + o3 /ny o/

ol 21_q /2 (la valeur critique) est le quantile d’ordre 1 — /2 de N'(0,1), c’est a dire z1_4/2 = o1 (1-a/2).

3. Test, unilatéral a gauche, de comparaison de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes de
variances inconnues, est (le test de Welch)

Hy:py > po
Hy:opn < po
La région critique associée est
T1 — T2
W = (x(l), ...,x(nl);x(l), ...,x(n2)> eR™Mt | = T2 <t,(v)o,
{ 1 1 2 2 | /:;%/nl +:§g/n2 @

ou t, (v) (la valeur critique) est le quantile d’ordre « de ¢ (v) (student), ou

U= (g’%/nl—’_g%/nQ)z
T8/ (nf (m - 1)) + 83/ (n3 (n2 — 1))

4. Test, unilatéral a droite, de comparaison de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes de
variances inconnues supposé égales, est

Ho :py < po
H12/1,1>p,2.

avec o1 est o9 in connues. La région critique associée est:

, T — T
W = (zgl),...,:rgnl);mél),...,xénz)) e R™M T2 | — 11 2 >tiay,

Sy + -+

ni n2

ol t1_, (la valeur critique) est le quantile d’ordre 1 — « de ¢ (ng +na — 2).

2 Solution de 'exercice 2

C’est un exercice résolut de TD.
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Exercice 1. (12pts)

La statistique de test & utiliser, sous I’hypothése nulle, pour:
1. tester la variance d’une population gaussienne de moyenne inconnue, est: (2pts)

nS? 9
2 ~ Xn—17
99

ou 52 :=pn! S (X = Y)2 et x2_, désigne la loi de qui-deux & (n — 1) degré de liberté (ddl).
2. comparer deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes de variances connues, est: (2pts)
X — X,

on X, =0t XY, j=1,2.

~+ N (0,1) (loi normale centrée-réduite),

3. comparer deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes de variances inconnues, est: (2pts)
X1 —Xo

ng/n1+§§/n2

~t(v),

ou t(v) est la loi de Student &

L. (33/m1 +33/n2)”

S/ (nd(m = 1) + 85/ (03 (ne = 1))
ddl, et 5? désigne la valeur observée de §3 .

4. comparer deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes de variances inconnues supposées
égales, est: (2pts)

wt(nl —|—n2—2)7

ou

§2 - TL1512 + TLQS%
n1+no—2 ’
est un estimateur sans biais de 02 = 03 et t (ny + ny — 2) est la loi de Student & nq + ng — 2 dll.

5. comparer deux variances de deux populations gaussiennes indépendantes, est: (2pts)

m S /o}

ni—1
mWF(nl_l,nQ—l), (2)

’I’Lgfl
ou F (ny —1,ny — 1) désigne la loi de Fisher a (n; — 1,ns — 1) dll.

6. comparer deux proportions de deux populations indépendantes, est: (2pts)

P1— P2 WJ\/(O,I),

Jra-m (% +)




ou N N
~ . NP1+ ngp2

ni + no

et I'estimateur commun de piet po, & condition que

ny +ng > 30, nyp; >5et n; (1 —p;) >5, pouri=12.

Exercice 2. (08pts)

Ici, la variable aléatoire X prend une valeur 1 (qui correspond & un article défectueux) avec une probabilité p et elle
prend la valeur 0 (qui correspond & un article non défectueux). Donc il s’agit d’une v.a qui suit la loi de Bernoulli
de parameétre p. La fonction masse de cette v.a discréte X et définie comme suit:

PX=1)=petP(X=0)=1-p.
Celle-ci peut étre reformuler comme suit:
P(X=xz)=p"(1-p)'", 2=0,1.
Nous allons appliquer la méthode du test de rapport de vraisemblance monotone. Soit p; > po et écrivons

16

) 1—a;
[Ipr t=p)
i=1

)16715 16
T6—» avec il := Z;.
=1

Lpl _

_ Ptl (1-p
L,, 18 .. ph(I—po
[Ips (1 —po)' ™
=1

Celle-ci peut étre réécrite comme suit:

Ly, _ <1P1>16 (Pl (1P2)>t
Ly, 1—po p2 (1 —p1)
16

1-— _
On pose b := (1 — I]j; >0,eta:= 2;8723 > 1 (car p; > pa), ainsi t — % (t) = ba® est une fonction croissante

en t (car a > 1). Nous allons alors appliquer la proposition 3 (voir le cours), pour avoir le test upp :
16
1 si le >c
i=1
16
d=4q v si Z:E’ =c
i=1

16
0 si E z; <c
i=1

ou ¢ et 0 <y <1 sont telles que

16 16
Pp:(]_g (Z)(2 > C) + ’pr:0_2 (ZXZ = C) =a = 0.02.

i=1 i=1
En d’autres termes
16 16
1-Py_os <in < c> +YPp=0.2 (in = c) =0.02,
i=1 i=1
ce qui implique que

16 16
Py (ZX < c) =Ppo2 (ZXi = c) +0.98 > 0.98.

i=1 i=1



16
On note que Y := ZXi ~~Binomial(16,0.2) (la loi binomiale de parameétre n = 16 et p = 0.2). De la table
i=1
statistique, de la loi binomiale, la plus petite c telle que P (Y < ¢) > 0.98 est ¢ = 7, pour la quelle P (Y < 7) = 0.993.
Par conséquent

_P(Y <7)-0.98
TTTT Py =7
0.993 — 0.98
P(Y<T7)-P(Y <6)
~0.993—0.98
0993 -P (Y <6)

De la table statistique, de la loi binomiale on trouve P (Y < 6) = 0.973, donc

0.993 — 0.98
7= 0.003 o973~ 00

Ainsi le test optimal upp est

16
1 si sz > 7
=1

16
§=06(X1,...,X16) = 0.65 si» x =7 (4pts)
=1

16
0 si Z:J: <7
=1

La fonction puissance du test est

m(p)=E,[6], 0<p<1
=1xP((6=1)4+065xP((6=065+0xP((§=0).
En d’autres termes
m(p)=P(T >7)+0.65P (T =7),
16
ouT := ZXi est une v.a binomiale de parametrer (16,p), avec 0 < p < 1. Il est claire que:
i=1
mp)=1-PT <7)+065(P(T <7) —P (T <6))
=1-0.35P (T <7)—0.65P (T < 6)
=1-0.35F, (7) — 0.65F}, (6),

ol F, (x) désigne la fonction de répartition de la loi binomiale de parametrer (16, p). Explicitement la fonction
puissance est

7 6
m(p)=1-035) Clep"(1—p)'* " = 065> Clp* (1—p)'° ", (4pts)
k=0 k=0

pour 0 < p < 1.
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Solution de l’exercice 1. (10pts)
1) Donner la statistique du test (1pt) est sa loi de probabilité (1pt), pour:
a. un test de la moyenne d’une population gaussienne de variance connue:
X —
T:= Ho D
o/v/n

b. un test de comparaison de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes de variances connues:

N(0,1) (sous i = o). (2pts)

X, — X,
Vo?/ny + 03 /ne

c. un test de comparaison de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes telles que les tailles
des deux échantillons égales & n; = 25 > 20 et ny = 27 > 0 respectivement:

2 N (0,1) (sous g = po). (2pts)

X, - X
L2 (25427 —2) (Student & 50 ddl). (2pts)
S\/3 + 2

Remarque: Dans le cours, j’ai dit que quand les deux variances sont les supérieures a 20, on peut supposer que
les variances sont égales.

d. un test de comparaisons de deux variances de deux populations gaussiennes indépendantes:

nlgf/af
ny—1 L2 2

"25173/”3 ~ F(ny —1,ny — 1), (sous Hy: o0} =03), (2pts)
no—1

loi de Fisher a (nq — 1,no — 1) ddl.

2. Donner la définition du rapport de vraisemblance maximale (1pt) et dans quel cas on utilise ce dernier (1pt):

SuPpeo, L (21, 2n;0)
R=R(z1,....a,) = 1 e
(1,0, ) SUPgeo, L (1, s Tn; 0) 2rts)

Ce test est utile surtout la ou les méthodes précédentes sont échoué. Il s’applique aussi le cas ou le paramétre 6 est
vectoriel: 6 = (64,...,0,) € © C RP.
K K K kK K K K K K K K K K K K K XK XK XXX

Solution de l’exercice 2. (10pts)
1) Il s’agit ici d’un test bilatéral. (1pt)
2) L’hypothese nulle Hy et 'hypptheése alternative H; sont
Hy: o0? =02
{ Hy: o?+#03 (2pts)
Nous avons a = 0.1, n; = 21, ng =9, 5?701)8 = 5.20, E;Obs = 2.30.
3) La statistique de test (variable de décision) a utiliser est:

2152 /o2

20 g2 2
0520t F(20,8), (sous Hy: 07 =03), (2pts)
8

ou F'(20,8) désigne la loi de Fisher & (20, 8) degrés de liberteé.



4) A un seuil de signification o = 10%, la région critique associée est

52 _9x%x20 52 9x%x20
W = {(xgl), ...,xgm);xél), ...,xgg)) eR¥ | 57X c1 ou 51 < x 02},
5

ol ¢ et cp sont deux constantes telles que P (F (20,8) > ¢1) = P (F(20,8) < ¢3) = 0.1/2 = 0.05. De la table
statistique de la loi Fisher on obtient ¢; = 3.15. Pour trouver la valeur de co, on utilise la formule suivante:

_
F(VQ,I/l) '

19

F (Vl, 1/2)

Donc P (F(20,8) < ¢p) = 0.05 <= P (F'(8,20) > 1/c2) = 0.025. De la table statistique on obtient 1/cy = 2.45 ce
qui donne ¢y = 0.408. La région critique est donc

52

W= {(x<11>, ) _..,mg9>) eR¥ | 2L > 3,375 ou ?1 < 0.437}. (4pts)
2

R

5) Nous avons 37 /33 ,ps = 5.20/2.30 = 2.2609. Cette valeur est ni > 3.375 ni < 0.437, donc on accepte I'égalité
des deux variances, c’est & dire 07 = o3. (1pt)
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Exercice 1. (12pts)

Soit X une variable aléatoire (v.a) qui suit une loi de probabilité de densité

1 10—
f9 (:C) = 5$1/9 1H{0<CE<1}5 0> 07

ou I4 désigne 'indicatrice de ’ensemble A.

1. Montrer que —log X est une v.a. exponentielle de parametre 6. (2pt)

2. Etant donné X7, ..., X,, un échantillon aléatoire de X, déterminer la loi de probabilité de T := — > log X;. (1pt)

3. Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6, noté gEMV, basé sur X, ..., X,,. (2pts)

4. Considérons le test suivant: Hy : 6 = 0.5 contre Hy : 8 # 0.5. Montrer que le rapport de vraisemblance
généralisé associé a ce test égal &

1 2 1
Ri=4{—= exp | = - = . (2pts)
20EMmv Oemv Oy

Aide: utiliser la relation a x b = exp (loga + logb), pour a,b > 0.

5. Au niveau de signification « = 0.05 et pour un échantillon de taille n = 10, déterminer la région critique
correspondante. (3pts)

6. Etant donné I’échantillon observé suivant:

0.845; 0.612; 0.771; 0.977; 0.926; 0.859; 0.558; 0.910; 0.822; 0.740.

7. Peut-on dire que X suit la loi de probabilité de densité fy 57 (2pt)
KOk KK K K K K kK

Exercice 2. (8pts)

Pour tester, au niveau o = 0.05, lefficacité d’un traitement destiné & augmenter le rythme cardiaque, on a mesuré
sur 5 individus ce rythme (en moyenne), avant et aprés administration du traitement:

avant | 80 | 90 | 70.3 | 85 | 63
apres | 84 | 95.5 | 73.5 | 86 | 62

Est-il efficace ?

On suppose que le rythme cardiaque se répartit de fagon quasi gaussienne pour la population considérée (avant
comme apres traitement) et que les variances des deux populations sont égales.

(Aide: test de comparaison de deux moyennes p; < o)
Solution

Solution de I’exercice 1. (12pts)

1) On montre facilement que la fonction de répartition de X est Fy (z) = 331/911{0<w<1}, 6 > 0. La v.a X est définie
sur |0, 1] donc —log X est définie sur |0, +o00[ et nulle ailleurs. Sa fonction de répartition de cette v.a est

P(—logX <t) =P (X >e ) =1— () Ijo0) = 1 — ¢ #lngy.



Cette fonction de répartition correspond, en effet, a celle de la loi exponentielle de parameétre 6.
2) T est la somme de n v.a. iid exponentielles de parameétre 6, donc elle suit la loi Gamma(n, 6) .

3) La fonction de vraisemblance est

n n 1/6
1 1
Lo ri8) = [ (ax;/e) - (Hx> |
=1

i=1
En appliquant le logarithme aux deux cotés on obtient

n

1 1
log L (z1,...,xn;0) = —nlog 6 + 7 log Hﬂ% = —nlogf + 7 Zlogaxi.

i=1 i=1

Le dérivée de celle-ci, par rapport a 6, est

d n 1 «
@logL (T1, 0203 0) = 7 2 ;log%,

. . -1 . .
qui s’annule au point 6* = (—% Sor log xz) . La dérivée seconde de cette derniére est

d? 1 =
WlogL (1,...,xpn;0) = 7 <n9 + 2;10gxi> .
La valeur de celle-ci au point 8* égale &
B (PR  [RS S (15 PSS
— | n gz | = —————5 | 1= og ; 0g T;
673 i=1 (=2 iy log i) i i=1

—n3

—_— <
(30, log a;)?

qui est strictement négative. Donc 6* présente un maximum local pour L (z1, ..., z,;0), ainsi

-1
—~ 1 &
GEMV . — <—Zlogxi>
n
i=1

est I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

4) Le rapport de vraisemblance généralisé associé a ce test est:

Sup9>0L(l‘1,...,$n;9) _ L (:L‘l, ...,IH;QEMV)
L(xl,...,xn;t%) L($1,...,$n;90) ’

R =
ol Oy est Uestimateur de maximum de vraisemblance de 8 et 6y = 0.5. Nous avons

n . n 1/§EMV
1 1/0pmv—1 1 H )
H (GEJWV T 0% pmv i
i=1

i=1
R, = =

_ /66
H 1 x1/9EMv—1 1 n
Opnmyv i o Hxi
1 0 .
=1

(2

n
Nous avons Hxl =exp (Y, logz;), alors
i=1

7 (exp (S, log ) /77"
R1 — EMV
)1/00

g (exp 327 log @




Observons que Y . logz; = —n/é\EMV, donc

L (exp () Yooy "
on eXp\ =5 ~—— exp — =
95 nmv [J55Va%e _ %mv 0%y

n 1/‘90 o 1 (_ n )
# (=0 (-527)) e
0o 1 1 "
=1 = exp — - = .
Ormv o0y Opny
1 P 1 !
R = = exp | = — = .
20y Oemv 0%y

5. La région critique de ce test est:
W ={(z1,....,zn) € (J0,1])" : Ry > ¢},

Ry =

Pour 0y = 0.5, on a

ot Pyp_o5 (Ry > c¢) = 0.05. 11 est claire que Ri/n = (u/2)exp (2u — u2) , ol u = 1/§EMV. On montre facilement
que la fonction u — ¢ (u) = exp (2u — u?) atteint son maximum en u = 4/3. Donc pour ¢ > 0 si p(u) > ¢
alors ils existent 0 < ¢1 < o < 00 ielle que ¢; < u < ¢o. Ceci implique que Ry > ¢ implique que qu’ils existent
0 < ki < ko < 00, telles que k1 < 1/0gpv < ko. En d’autres termes ko < nT < ky, ainsi k), < T < ki, ou k] = k1/n
et kb = ko/n. On sait déja que 27/6y suit la loi de khi-deux & 2n degré de liberté, par conséquent

W =: {(%17 ,il'n) S (]0, ].Dn i < 2T/90 < 7”2},

ou P (Xgn < rl) =P (X%n > 7”2) = a/2. Pour 6y = 0.5, o = 0.05 et n = 10,0n obtient
W= {(ml, 10) € (10,1010 £ 9.59 < 4T < 34.16} .
6) La somme de — log des observations est égale Tpps = 2.346 et 4T, = 9.385 qui est ni > 9.59 ni < 34.16, donc en
garde Hy, c’est & dire 8 = 0.5, en conclusion X suit la loi de probabilité de densité fo 5.
* K kok ok K K Kk Ook ok K K K ok

Solution de l’exercice 2 (8pts).

Soit 17 la moyenne théorique du rythme cardiaque avant traitement et po celle aprés traitement. On se pose la
question de savoir si 'on peut, a faible risque d’erreur o = 0.05, considérer que le traitement est efficace, c’est a
dire g1 < po. On testera donc Hy : p1 < pe contre Hy : 1 > po. D’aprés le cours, la région critique de ce test est
définie par

1 2 T — T3 )
W = (;vg ),...,x;ﬂ);xg ), ...,x%) e R, e > tYf;m ) , (2pts)
S\ T,

ol tﬁﬂjnrz) désigne le quantile d’ordre o de la loi de student & (nq + na — 2) degré de liberté et

- n1§%+n2§%
S = —_—
n1+n2—2’
2

avec 57 (resp. 53 ) est la variance empirique de la premiére (resp. la deuxiéme) population. Nous avons ny = ny = 5,
a =0.05, et £, ~ 1.86 (1pt), ainsi

W = (x§1)7...7xél);x§2), ...,m@) € R}ro i ——— >1.86 ;. (1pt)

Nous avons T ops = 77.66, Tz ops = 80.2, 37, = 96.14, 53 . = 131.66,

- 5% 96.14 + 5 x 131.66
obs — =11. 2,
ot \/ 5+5-2 93
et
fl,obs - EQ,obs 77.66 — 80.2

= = —0.336. (3pts)
Sobsifm- s 11932 (/i +1

Comme —0.336 < 1.86 alors on garde Hy, ce qui signifie que le rythme cardiaque apreés le traitement (uo) est
supérieur ou égal a celui avant le traitement (), en conclusion le traitement est efficace. (1pt)
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Solution du devoir

Le sujet:
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parameéter 6 > 0, c’est-a-dire de densité

1 1
fo(x) = ] exp (—0m> Iiz>0y, 0> 0,
ou I4 désigne 'indicatrice de ’ensemble A.
1. Etant donné Xj,..., X,, un échantillon aléatoire de X, montrer que T := Z?:l X, suit la loi gamma de

parametre (n,60), noté T ~ I' (n,0).
2. Montrer que 27/6 ~ x3,, (Khi-deux & 2n degrés de liberté).

3. Considérons le test suivant: Hy : 0§ = 1 contre Hy : 6 # 1. Donner la forme explicite du rapport de vraisem-
blance généralisé (maximal) associé a ce test.

4. Au niveau de signification o = 0.05, déterminer la région critique correspondante.

5. Etant donné I’échantillon observé suivant:
1.19; 2.33; 2.82; 1.04; 0.58; 0.77; 0.37; 3.28; 0.04; 0.22; 0.74; 2.11.
Peut-on dire que X suit la loi exponentielle de parameétre 8 = 17

kK ok ok ok ook sk ok kok

Solution:

1. On peut utiliser soit la méthode de convolution soit la méthode de la fonction caratéristique. Nous choisissons
ici la deuxiéme méthode. La fonction caractérisique d’une variable aléatoire Y qui suit la loi Gamma de parameéter
(k,0) est donnée par la formule ¢y (t) = E [¢'Y] = (1 —40t)"", ou i> = —1. Donc il suffit de montrer que
or (t) = @y (t) = (1 —i0t)"" . En effet, nous avons

py (1) = B[] = B[ 25| = T]E %]

Comme X suit la loi exponentielle de paramétre 6, alors sa fonction caratéristique est ¢x, (t) = (1 —it)"", ce

qui implique que
n

oy () =J[E[N]=][@—iot) =1 —it) " = oy (t).
j=1

j=1
Ainsi on a montrer que 7" suit la loi gamma de parameéter (k,0) .

2. La fonction caractéristique d’une v.a Y quit suit la loi khi-deux & v degré de liberté est donnée par
oy () = (1—2it)™"/2.
La fonction caractéristique de W = 27T'/6 est

¢y (t) = E [e"V] = E [exp (i(2T/0)] = E [exp (i (2¢/6) T)]
= (1—i0((2t/0)) ™™ = (1 —2it) " = (1 — 2it) /%, avec v = 2n,

donc 2T/0 ~~ x3,,.



3. Le rapport de vraisemblance généralisé associé a ce test est:

supgso L (21, ..., zn; 6)

R =
' L((El,...,.’ﬂn;go)
_ L(z1,...;zn;080mv) _ L(z1,...,2n;T)
L(x1,...,zp;00) L(z1,...;xpn;1)
ﬁl exp < 1x > 1
= T 7 exX =D
_ =1 _ (@ p( Zl)
n exp (— > ;)
H exp (—;) Iiz>0)

i=1

Nous avons Y ., x; = nZ, donc

4. La région critique de ce test est:

W= {(:cl,...,xn) € (Ry/{0})": (eliexp (w))n > c},

Py—y ((fl)l( exp (X))n > c) = 0.05.

W= {(zl, ) € (Ry/ {OD" : %expf > k} ,

ou
Ceci peut étre simplifiée en

Ofl
P = = eX[)X > k - 005
=1 (X >

Nous avons déja noté en cours que
1 _ _ _
?eXpX >k <= J(c1 < ¢g) telles que X > ¢ ou X < ¢o.
Ce qui implique (vue la continuité de la v.a.) que

W ={(z1,...,zn) € Ry /{0})": T>c1 0uT <o},

ou
P9:1 (y Z Cl) = P9:1 (Y < 02) = 005/2 = 0.025.

Comme T = Y"1 | X; =nX, alors
— 2T
Py—1 (X > ¢1) = Pp=1 (T = ney) = Py—y (1 > 2nc1>
= P (x3, > 2nc1) = 0.025
et
— 2T
P9:1 (X S 02) =1- Png (T Z 77,62) =1- P9:1 <1 Z 2n02>

=1-P(x3, > 2ncz) = 0.025.
5. L’échantillon observé est de taille n = 12, donc
P (x3, > 24c;) = 0.025 <= P (x3, > 24¢;) = 0.025.

De la table statistique de la loi de khi-deux en obtient: 24c¢; = 39.364 <= ¢; = 1.640. De méme, nous avons
P (X§4 > 2402) = 0.975, ce qui donne 24co = 12.40 <= ¢, = 0.516. Finalement, la région critique est

W= {(xl, n12) € (R /{012 : 7> 1.640 ou T < 0.516}.

La moyenne des données observées est égale a 1.290 qui est ni > 1.640 ni < 0.516, donc en garde Hy, c’est a dire
0=1.
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Examen (1h)

Exercice 1. (08pts)

Donner la région critique du:

1.

2.

test, unilatéral a droite, de la moyenne d’une population gaussienne de variance connue? (2pts)

test, bilatéral, de comparaison de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes de variances
connues? (2pts)

test, unilatéral a gauche, de comparaison de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes
de variances inconnues? (2pts)

test, unilatéral a droite, de comparaisons de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes
de variances inconnues supposées égales? (2pts)

)k ok k k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok okk

Exercice 2. (12 pts)

Soit (X1, ..., X12) un échantillon d’une population X normale centrée de variance o2. On s’intéresse au test suivant:

oro W

Quel test s’agit-il: unilatéral ou bilatéral? (1pt)

Donner la statistique de test a utiliser. (2pts)

Au niveau de signification aw = 0.05, donner la région critique de ce test. (3pts)
Donner la fonction puissance de ce test. (3pts)

Tracer soigneusement le graphe de la fonction puissance. (3pts)
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Examen (1h)

Exercice 1 (10pts)

1. Donner la statistique du test est sa loi de probabilité, pour:

a. un test de la moyenne d’une population gaussienne de variance connue? (2pts)

b. un test de comparaison de deur moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes de variances connues?
(2pts)

c. un test de comparaison de deur moyennes de deuzr populations gaussiennes indépendantes telles que les tailles
des deux échantillons égales 4 nq = 25 et ng = 27 respectivement? (2pts)

d. un test de comparaisons de deux variances de deux populations gaussiennes indépendantes? (2pts)

2. Donner la définition du rapport de vraisemblance mazimale et dans quel cas on utilise ce dernier? (2pts)

kK ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk

Exercice 2 (10 pts). Au niveau de signification o = 0.1, on veut tester l’égalité des variances de deux populations
gaussiennes X1 et Xo. Un échantillon de taille 21 de X, donne une variance empirique s3 = 5.20 et un échantillon
de taille 9 de Xo donne une variance empirique s3 = 2.30.

1. S’agit-il d’un test unilatéral ou bilatéral?(1pt)
Etablir U'hypothése nulle et ’hypothése alternative.(2pts)
Quelle est la statistique de test a utiliser et quelle est sa loi de probabilité?(2pts)

Déterminer la région critique de ce test.(4dpts)

SAEER N

Conclusion.(1pts)
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Examen de rattrapage (1h)
Exercice 1. (08pts)
Donner la région critique du:
1. test, unilatéral a droite, de la moyenne d’une population gaussienne de variance connue? (2pts)

2. test, bilatéral, de comparaison de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes de variances
connues? (2pts)

3. test, unilatéral & gauche, de comparaison de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes
de variances inconnues? (2pts)

4. test, unilatéral a droite, de comparaisons de deux moyennes de deux populations gaussiennes indépendantes
de variances inconnues supposées égales? (2pts)

koK sk ok ok kR sk ok ok sk ok sk ok ok sk kk

Exercice 2. (12 pts)

Soit (X1, ..., X12) un échantillon d’une population X normale centrée de variance o2. On s’intéresse au test suivant:

Hy: o2<1
Hy : o2 >1

1. Quel test s’agit-il: unilatéral ou bilatéral? (2pt)
2. Donner la statistique de test & utiliser. (3pts)
3. Au niveau de signification o = 0.05, donner la région critique de ce test. (4pts)

4. Donner la fonction puissance de ce test. (3pts)
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Exercice 1 (10pts)

Une étude de sociologie porte sur le temps passé par des enfants, dgés de 8 o 16 ans, sur des jeux électroniques.
La question est de savoir si le temps moyen par jour est de 7 heures. On a demandé & 15 enfants leurs nombres
d’heures de jeu par jour et les réponses sont les suivantes:

595 876 79 79 6 9 109 8

1. En supposant que ce temps est normalement distribué, avec une variance égale a 3, que conclut-on au niveau
de signification 5% ?

2. Répondre & la méme question si la variance était inconnue.

)k ok k k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok okk

Exercice 2 (10 pts). On veut tester l’égalité des variances de deuzx populations X1 ~ N (u1,0%) et Xo ~ N (p2,03)
au niveau de signification o = 0.01. Un échantillon de taille 16 de X1 donne une variance empirique s3 = 7.62 et
un échantillon de taille 12 de X5 donne une variance empirique s3 = 3.96. Conclure.
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Examen de remplacement (1h)

Exercice 1 (10pts)
1. Remplir le tableau suivant par les riques associés:(2pts)

Vérité
H, H,
Hy | x X
Décision
H, X X

2. Donner la définition d’un test sans biais et d’un test consistent. (2pts)

3. Répondre:(2pts).

a) La puissance du test égale P [accepter Hy | Hy est fausse]. Vrai ou faux?

b) Etant donné une région critigue W . On o P (W | Hy est fausse) = a. Vrai ou fauz?
4. Quelle est la relation entre le seuil de singnification et la fonction puisance?(02pt)
5. Que représente la variable de décision?

%k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Rk

Exercice 2 (10 pts). Dans une production il y a une proportion p d’articles non-défectueux. On préléve 15 articles

pour réaliser le test
Hy:p>0.9
H1 p < 09’

au niveau de signification 0.05.

1. Quelle est la loi de la v.a. qui représente les articles non-défectueuzr #(01pt)
2. Quelle est la statistique de test a utiliser et quelle est sa loi de probabilité?(2pts)
3. Déterminer la fonction test d. (4pts)

4. Déteminer la fonction puissance et tracer son graphe. (3pts)
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Corrigé-type de ’examen

Exercice 1. (12pts)

Soit X une variable aléatoire (v.a) qui suit une loi de probabilité de densité

1 10—
f9 (:C) = 5$1/9 1H{0<CE<1}5 0> 07

ou I4 désigne 'indicatrice de ’ensemble A.

1. Montrer que —log X est une v.a. exponentielle de parametre 6. (2pt)

2. Etant donné X7, ..., X,, un échantillon aléatoire de X, déterminer la loi de probabilité de T := — > log X;. (1pt)

3. Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6, noté gEMV, basé sur X, ..., X,,. (2pts)

4. Considérons le test suivant: Hy : 6 = 0.5 contre Hy : 8 # 0.5. Montrer que le rapport de vraisemblance
généralisé associé a ce test égal &

1 2 1
Ri=4{—= exp | = - = . (2pts)
20EMmv Oemv Oy

Aide: utiliser la relation a x b = exp (loga + logb), pour a,b > 0.

5. Au niveau de signification « = 0.05 et pour un échantillon de taille n = 10, déterminer la région critique
correspondante. (3pts)

6. Etant donné I’échantillon observé suivant:

0.845; 0.612; 0.771; 0.977; 0.926; 0.859; 0.558; 0.910; 0.822; 0.740.

7. Peut-on dire que X suit la loi de probabilité de densité fy 57 (2pt)
KOk KK K K K K kK

Exercice 2. (8pts)

Pour tester, au niveau o = 0.05, lefficacité d’un traitement destiné & augmenter le rythme cardiaque, on a mesuré
sur 5 individus ce rythme (en moyenne), avant et aprés administration du traitement:

avant | 80 | 90 | 70.3 | 85 | 63
apres | 84 | 95.5 | 73.5 | 86 | 62

Est-il efficace ?

On suppose que le rythme cardiaque se répartit de fagon quasi gaussienne pour la population considérée (avant
comme apres traitement) et que les variances des deux populations sont égales.

(Aide: test de comparaison de deux moyennes p; < o)
Solution

Solution de I’exercice 1. (12pts)

1) On montre facilement que la fonction de répartition de X est Fy (z) = 331/911{0<w<1}, 6 > 0. La v.a X est définie
sur |0, 1] donc —log X est définie sur |0, +o00[ et nulle ailleurs. Sa fonction de répartition de cette v.a est

P(—logX <t) =P (X >e ) =1— () Ijo0) = 1 — ¢ #lngy.



Cette fonction de répartition correspond, en effet, a celle de la loi exponentielle de parameétre 6.
2) T est la somme de n v.a. iid exponentielles de parameétre 6, donc elle suit la loi Gamma(n, 6) .

3) La fonction de vraisemblance est

n n 1/6
1 1
Lo ri8) = [ (ax;/e) - (Hx> |
=1

i=1
En appliquant le logarithme aux deux cotés on obtient

n

1 1
log L (z1,...,xn;0) = —nlog 6 + 7 log Hﬂ% = —nlogf + 7 Zlogaxi.

i=1 i=1

Le dérivée de celle-ci, par rapport a 6, est

d n 1 «
@logL (T1, 0203 0) = 7 2 ;log%,

. . -1 . .
qui s’annule au point 6* = (—% Sor log xz) . La dérivée seconde de cette derniére est

d? 1 =
WlogL (1,...,xpn;0) = 7 <n9 + 2;10gxi> .
La valeur de celle-ci au point 8* égale &
B (PR  [RS S (15 PSS
— | n gz | = —————5 | 1= og ; 0g T;
673 i=1 (=2 iy log i) i i=1

—n3

—_— <
(30, log a;)?

qui est strictement négative. Donc 6* présente un maximum local pour L (z1, ..., z,;0), ainsi

-1
—~ 1 &
GEMV . — <—Zlogxi>
n
i=1

est I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

4) Le rapport de vraisemblance généralisé associé a ce test est:

Sup9>0L(l‘1,...,$n;9) _ L (:L‘l, ...,IH;QEMV)
L(xl,...,xn;t%) L($1,...,$n;90) ’

R =
ol Oy est Uestimateur de maximum de vraisemblance de 8 et 6y = 0.5. Nous avons

n . n 1/§EMV
1 1/0pmv—1 1 H )
H (GEJWV T 0% pmv i
i=1

i=1
R, = =

_ /66
H 1 x1/9EMv—1 1 n
Opnmyv i o Hxi
1 0 .
=1

(2

n
Nous avons Hxl =exp (Y, logz;), alors
i=1

7 (exp (S, log ) /77"
R1 — EMV
)1/00

g (exp 327 log @




Observons que Y . logz; = —n/é\EMV, donc

L (exp () Yooy "
on eXp\ =5 ~—— exp — =
95 nmv [J55Va%e _ %mv 0%y

n 1/‘90 o 1 (_ n )
# (=0 (-527)) e
0o 1 1 "
=1 = exp — - = .
Ormv o0y Opny
1 P 1 !
R = = exp | = — = .
20y Oemv 0%y

5. La région critique de ce test est:
W ={(z1,....,zn) € (J0,1])" : Ry > ¢},

Ry =

Pour 0y = 0.5, on a

ot Pyp_o5 (Ry > c¢) = 0.05. 11 est claire que Ri/n = (u/2)exp (2u — u2) , ol u = 1/§EMV. On montre facilement
que la fonction u — ¢ (u) = exp (2u — u?) atteint son maximum en u = 4/3. Donc pour ¢ > 0 si p(u) > ¢
alors ils existent 0 < ¢1 < o < 00 ielle que ¢; < u < ¢o. Ceci implique que Ry > ¢ implique que qu’ils existent
0 < ki < ko < 00, telles que k1 < 1/0gpv < ko. En d’autres termes ko < nT < ky, ainsi k), < T < ki, ou k] = k1/n
et kb = ko/n. On sait déja que 27/6y suit la loi de khi-deux & 2n degré de liberté, par conséquent

W =: {(%17 ,il'n) S (]0, ].Dn i < 2T/90 < 7”2},

ou P (Xgn < rl) =P (X%n > 7”2) = a/2. Pour 6y = 0.5, o = 0.05 et n = 10,0n obtient
W= {(ml, 10) € (10,1010 £ 9.59 < 4T < 34.16} .
6) La somme de — log des observations est égale Tpps = 2.346 et 4T, = 9.385 qui est ni > 9.59 ni < 34.16, donc en
garde Hy, c’est & dire 8 = 0.5, en conclusion X suit la loi de probabilité de densité fo 5.
* K kok ok K K Kk Ook ok K K K ok

Solution de l’exercice 2 (8pts).

Soit 17 la moyenne théorique du rythme cardiaque avant traitement et po celle aprés traitement. On se pose la
question de savoir si 'on peut, a faible risque d’erreur o = 0.05, considérer que le traitement est efficace, c’est a
dire g1 < po. On testera donc Hy : p1 < pe contre Hy : 1 > po. D’aprés le cours, la région critique de ce test est
définie par

1 2 T — T3 )
W = (;vg ),...,x;ﬂ);xg ), ...,x%) e R, e > tYf;m ) , (2pts)
S\ T,

ol tﬁﬂjnrz) désigne le quantile d’ordre o de la loi de student & (nq + na — 2) degré de liberté et

- n1§%+n2§%
S = —_—
n1+n2—2’
2

avec 57 (resp. 53 ) est la variance empirique de la premiére (resp. la deuxiéme) population. Nous avons ny = ny = 5,
a =0.05, et £, ~ 1.86 (1pt), ainsi

W = (x§1)7...7xél);x§2), ...,m@) € R}ro i ——— >1.86 ;. (1pt)

Nous avons T ops = 77.66, Tz ops = 80.2, 37, = 96.14, 53 . = 131.66,

- 5% 96.14 + 5 x 131.66
obs — =11. 2,
ot \/ 5+5-2 93
et
fl,obs - EQ,obs 77.66 — 80.2

= = —0.336. (3pts)
Sobsifm- s 11932 (/i +1

Comme —0.336 < 1.86 alors on garde Hy, ce qui signifie que le rythme cardiaque apreés le traitement (uo) est
supérieur ou égal a celui avant le traitement (), en conclusion le traitement est efficace. (1pt)
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Module: tests statistiques

Examen de rattrapage

Exercice 1. (10pts)

Soit X une variable aléatoire de loi binomiale B (4, p) définie par sa fonction de masse:
P(X=x2)=Cip*(1-—p)"", 0<z <4

1. Etant donné un échantillon aléatoire X1, ..., X1g9 de X, déterminer ’estimateur du maximum de vraisemblance
Pemv de p associé au modele ci-dessus. (2pt)

2. Déterminer la loi de probabilité exacte de 10pgav. (1pt)
3. En utilisant le théoréme central limite, déterminer la loi de probabilité asymptotique de prasyv. (1pt)

4. Considérons le test suivant: Hy : p = 0.3 contre H; : p # 0.3. Déterminer le rapport de vraisemblance
généralisé associé a ce test. (2pts)

5. Au niveau de signification « = 0.05 et pour un échantillon de taille n = 10, déterminer la région critique
asymptotique, correspondante. (3pts)

6. Etant donné I’échantillon, observé de X, suivant:
{2,2,3,2 1,2, 1,2, 1, 4}.
Peut-on dire que X suit la loi binomiale B (4, 0.3)? (1pt)

k ok ok ok ok ook ook ok kok

Exercice 2. (10pts)

Le point de fusion de 16 échantillons d’une matiére grasse a été déterminé et on a obtenu T = 34.5 °C. On suppose
que la distribution de ce point de fusion suit la loi normale avec une espérance u et écart-type o = 1.2.

1. Tester p = 34.5 contre p < 34.5 avec un seuil a = 0.01. (5pts)

2. Si la vraie valeur de p = 34.5, qu’elle la puissance de ce test? (3pts)

3. Quelle est la taille de échantillon nécessaire pour assurer que le risque de deuxiéme espéce soit égale a 0.01.7
(2pts)
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Solution de I’examen de remplacement

Exercice 1. (10pts)

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de probabilité de densité
f9 (1’) = exp (—1’ + 9) H{m>9}7 0> 0,
ou [4 désigne 'indicatrice de ’ensemble A.

1. Etant donné X7y, ..., X,, un échantillon aléatoire de X. Déterminer la loi de probabilité du min (X, ..., X,,) .
(2pt)

2. Montrer que 67EMV := min (X7, ..., X,,) est Uestimateur du maximum de vraisemblance de 6 associé au modele
ci-dessus. (2pts)

3. Considérons le test suivant: Hy : & = 0.1 contre H; : 6 # 0.1. Déterminer le rapport de vraisemblance
généralisé associé a ce test. (2pts)

4. Au niveau de signification o = 0.05 et pour un échantillon de taille n = 8, déterminer la région critique
correspondante. (3pts)

5. Etant donné I’échantillon observé suivant:
0.61; 0.50; 1.34; 0.37; 1.39; 0.15; 1.30; 0.35
Peut-on dire que X suit la loi de probabilité de densité fy.17? (1pt)

k ok ok ok ok ook ook ok kok

Exercice 2. (10pts)

Un producteur de pneus envisage de changer la méthode de fabrication. La distribution de la durée de vie de ses
pneus traditionnels est connue: moyenne 64000 km, écart-type 8000 km; elle est pratiquement gaussienne. Dix
pneus sont fabriqués avec la nouvelle méthode et une moyenne de 67300 km est constatée.

1. En supposant que la nouvelle fabrication donnerait une distribution a peu prés gaussienne et de méme
variance, testez lefficacité de la nouvelle méthode au niveau o = 0.05. (5pts)

2. Déterminer la fonction puissance de ce test. (5pts)

(Aide: test de Hy : o < )
KOk K Kk Kk

Solution de 1’exercice 1.

1) On montre facilement que la fonction de répartition de X est Fp () = 1 — exp (—x + 0) [;~6y, € > 0. La loi de
min (X4, ..., X,,) est:

P (min (X1,....,X,) <z)=1—-P(min(Xy,...X,) >2)=1— (1 — F (2))"
=1 —exp (—nx +nb) [0 (noté G, (z;0)).
2) La fonction de vraisemblance est
L(z1,...,2n;0) = H exp (—; + 0) I, 501 = exp (—nx; +nb) I, S0y,
i=1

ol my, := min(1,..,2,). La fonction 6 — exp (—nx; +nb) L, ~g¢>0} atteint son maximum en 6 = m,,, donc

gEMV := min (X1, ..., X;;) est Pestimateur du maximum de vraisemblance de 6.



3) Le rapport de vraisemblance généralisé associé a ce test est:

. QEMV
Ry — supgso L (21, ..., zn; 0) _ L (5517 ey T3 0 )
L(xy1,...,xn;00) L(xy,...;wn;00)

ol gy est estimateur de maximum de vraisemblance de 0 et 0y = 0.1. Nous avons

H exp (_xi + é\EMV) H{$i>§EMV} H exp (_xi + é\E]VIV) H{zi>mn}
Rl _ i=1 _ i=1

H exp (—x; + 6o) ]I{.ri>90} H exp (—z; + 6o) H{mi>90}
i=1 i=1

On note que x; > m,, i =1,...,n, et que sous Hy : 0 = 0y, on a aussi x; > 0y, i = 1,...,n, alors
H{rl>mn} = I[{:Ei>00} = ]-7 i = 17 ey 10,

ainsi Ry = {exp (éEMV — 90> }n

4. La région critique de ce test est W = {(x1, ..., x,) € (J0p,00[)" : R1 > ¢}, ot Py—o.1 (R > ¢) = 0.05. 1l est claire
que

Ry > c—= {exp <§EMV —90)}n > <= gEMV >k,

par conséquent W = {(ml, vy Tp) € (69, 00))" : gEMV > k} ,ou Pog_g1 (é\EMV > k) = 0.05. Nous avons

Py—o1 (é\EMV > k) =Py—_o1 (mm (le Xn) > k)
=1—Py—p1 (min (Xy,...X,,) <k)

Il est évident que {exp (—k + 0.1)}" = 0.05 <= n (—k + 0.1) = 1log 0.05. Donc pour n = 8 on obtient
k~0.1+ g = 0.475.
Donc la forme finale de la région critique est
W= {(zl, xs) € (0.1, 00)% : GEMY > 0.475} .

5) Nous avons
OEMV — m,, = min {0.61; 0.50; 1.34; 0.37; 1.39; 0.15; 1.30; 0.35} = 0.15,

obs

qui est inferieur a 0.475, donc on garde Hy : 8y = 0.1, ce qui signifie que X suit la loi de probabilité de densité fj ;.
® kK Kk K Kk K K Ok K KOk %

Solution de 1’exercice 2.

1) Il ’agit de tester les deux hyptheses : Hp : u < 64000 contre p > 64000. Nous avons affaire & un échantillon de
taille n = 10 provenant d’une v.a. N (u, 80002) . D’apres le cours, la forme de la région critique est

T — 64000
W:{($17...7.’L‘10)€R10| SU },

> 005
8000/v10 — 7%
olt 21_g.05 = @71 (0.95) = 1.64. Nous avons Tops = 67300, ainsi

Tobs — 64000 67300 — 64000
8000/+/10 8000/+/10

donc en garde Hy : u < 64000, ce qui signifie que la nouvelle méthode n’est pas efficace.

=1.30 < 1.64,



2) La fonction puissance du test est définie par:
X — 64000
T =P, (————>164), pneR
) =P (8000/\/10 - ) K

X — 4
:Pu< w+p+6 00021.64)
8000/+/10

X — 4
_p, (u S 164 _ Ht 64000
8000/+/10 8000/+/10
=1-®(-3.95x 10" *u — 23.65) .

) ~P(Z>-3.95%x10""u — 23.65)

Le fait que 1 — ® (—z) = ®(2), implique que

() =®(3.95x 107"+ 23.65), peR.
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Interrogation: Tests Statistiques

Examen noté sur 10

Soit (X1, ..., X;,) un échantillon, de taille n > 1, d’une population normale X de moyenne p et d’écart-type 2. A
partir d’un échantillon de taille 12, on veut tester, au niveau de signification a = 0.02, les deux hypothéses suivantes:

Hy: p<1
Hy . M>1

1. Quelle est la statistique du test associée au test uniformément le plus puissant? (1.5pts)
2. Quelle est la région critique associée a ce test? (2pts)
3. Donner la forme du test uniformément le plus puissant, noté d. (1/2pt)

4. Déduire des questions précédentes, la valeur de E,—; [§] et quelle est, dans ce cas, la loi de probabilité de §7
(1pts)

5. Déterminer I’expression de E,, [d], pour p € R. Que représente cette quantité? (2pts)
6. Déterminer le risque de premiére espéce. (1/2pt)

7. Quelle est la relation entre le risque de premiére espéce et le seuil de signification «, en justifiant la réponse?
(1pt)

8. Tracer "soigneusement" le graphe de la fonction puissance. (1.5pts)

Remarque importante: Une copie bien soignée = Une copie bien considérée.
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Interrogation N°2 (sur 07 points)

1l s’agit de tester, au niveau de signification 5%, 1’égalité de deux moyennes:

{ Hy: p1=p2
Hy: o o # pe

qui correspondent aux deux populations gaussiennes indépendantes de méme variance. On a tiré un échantillon de
chacune de ces deux derniéres de tailles ny = 13 et no = 18 ayant les moyennes 0.96 et 1.13; et les variances 1.98 et
1.76 respectivement.

1. Donner la statistique de test. (1pt)
2. \\Déterminer la région critique. (3pts)
3. Que conclut-on? (1pt)

4. Déterminer la p-valeur du test. Que concluez-vous? (2pts)

Vous aurez besoin une des valeurs des probabilités suivantes:

P (F(13,18) < 0.217) = 0.003; P (F(3513) < 1.131) = 0.581; P (F(12,17) < 1.765) = 0.861,
P (T15 < 0.217) = 0.584; P (Ty < 0.331) = 0.628; P (Ty3 < 1.765) = 0.949,
P (x3s < 15) = 0.338; P (x3; <12.5) = 0.512; P (x3, < 11.66) = 0.001,

ot Fy, v,), 1y et X2 désignent, respectivement, les lois de Fisher, Student et Qui-deux.
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Interrogations de remplacement (bis) 1 et 2 (1h30)
Interrogation 1. (07pts)

Soit (X1, ..., X10) un échantillon d’une population X normale centrée de variance o2. Considérons le test de la

variance
Hy: o2=1
H,: o6%2<1

1. Au niveau de signification 5%, construire le test uniformément le plus puissant. (4pts)

2. Tracer le graphe de la fonction puissance de ce test. (3pts)

Kok ok ok kKKK K K K K K K Rk R
Interrogation 2. (10 pts)

Dans une production il y a une proportion p d’articles non-défectueux. On préléve 12 articles pour réaliser le test

Hy:p>0.9
Hi:p<09 °

au niveau de signification 5%.

1. Déterminer la région critique de ce test.(4pts)
2. Déterminer les risques de premieére et de deuxiéme espéces.(3pts)

3. Tracer le graphe de sa fonction puissance.(3pts)



Université Mohamed Khider, Biskra
Faculté des Sc. Exactes et Sc. de la Nature et la Vie
Département de Mathématiques
Master 1: 2020/2021
Interrogation 1

Exercice 1 (10pts)

Soit X une population normale d’espérance inconnue p et de variance 4. On préléve un échantillon de taille 16
pour réaliser le test

Hy:p=10
Hy : W > 10
1. Quel type de test s’agit-il: unilatéral ou blilatéral?. (1pts)
2. Construire le test uniformément le plus puissant, d, au niveau « = 0.05. (3pts)

Déterminer la fonction puissance de 4, notée 7 () . (2pts)

Tracerl e graphe de la fonction 7 (1) . (2pts)

orok W

Si p = 12, calculer le risque de deuxiéme espéce. (2pts)

Inerrogation 2
Exercice 1 (07 pts)

Soient X7 ~ N (u1,0%) et Xo ~ N (p2,03) deux v.a gaussiennes de deux populations indépendantes. On préléve
un échantillon de taille 16 de X; ayant une variance empirique fs“iobs = 7.62 et un échantillon de taille 12 de X5
ayant une variance empirique E%obs = 3.96. On veut tester 1’égalité des variances de deux populations au niveau de
signification o = 0.01.

1. Quelle est la statistique adéquate a se test?. (1pts)
2. Donner la région critique de ce test. (3pts)
. Doner la la forme de ce test noté ¢. (1pts)

. Quelle est la loi de probabilitée de §7 (1pts)

(S S O]

. Que conclut-on? (1pt)
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Interrogation: Tests Statistiques

Examen noté sur 10

Soit (X1, ..., X;,) un échantillon, de taille n > 1, d’une population normale X de moyenne p et d’écart-type 2. A
partir d’un échantillon de taille 12, on veut tester, au niveau de signification a = 0.02, les deux hypothéses suivantes:

Hy: p<1
Hy . M>1

1. Quelle est la statistique du test associée au test uniformément le plus puissant? (1.5pts)
2. Quelle est la région critique associée a ce test? (2pts)
3. Donner la forme du test uniformément le plus puissant, noté d. (1/2pt)

4. Déduire des questions précédentes, la valeur de E,—; [§] et quelle est, dans ce cas, la loi de probabilité de §7
(1pts)

5. Déterminer I’expression de E,, [d], pour p € R. Que représente cette quantité? (2pts)
6. Déterminer le risque de premiére espéce. (1/2pt)

7. Quelle est la relation entre le risque de premiére espéce et le seuil de signification «, en justifiant la réponse?
(1pt)

8. Tracer "soigneusement" le graphe de la fonction puissance. (1.5pts)
Skookoskoskoskock Sk sk Sk Sk Sk Sk Sk sk Sk sk Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk
Solution
1) Nous allons appliquer le principe du rapport de vraisemblance monotone. Soient o > 1 on a

12
1 1 (zi—p2 2
[tz ew {5 (=5=)7}
27 x 22 2 2
o ($17~~-73612) _ =1 i

11 (1317..-75612) L 1 1 (@i— 2 .
H\/2wx22 exp { —3 (“5)
i1

Lﬂz
L

L
M1 L

Apres la simplification on trouve

Ly, 1 3.9 o
HH2 - _ t+ 2 _
L., exp{4 (p2 —p1)t + 5 (M1 M2) )

out=t(xy,..x02)= leil x;. Il est clair que, puisque po — 1 > 0, la fonction

1
Hexp{4<u2 ) (t— 6 —6u2)}

est croissante. Donc I'hypothése du rapport de vraisemblance monotone est vérifiée. On en déduit que, la statistique
associée au test uniformément le plus puissant est

12
T=t(Xy,..,X12) = in.
i=1



2) La région critique associée a ce test est

12
W = {(£C17...71'12) € R12 | le > k} s
i=1
ou k est une constante telle que

12
P (Z X; > k) =0.02.

i=1

Cette probabilité peut étre réécrite sous la forme

X -1
Py ( < c> —1-10.02=0.98,

V22/12

> c=+V3(k/12-1). (1)

Comme Z := —=L ~~ N (0,1), donc
22/12

3

c=®"1(0.98) = 2.05. (2)
Ce qui implique de I’équation (1) que k = 26. 20, et par conséquent

12
W = {(ml, ...,$12) € Rw | Zl‘l > 26. 20} .

i=1
3) Le test uniformément le plus puissant associé & W est

1si Y202, @ > 26.20

5:(5(.731,...,.13n) = 12
0si 3,2, @ < 26.20

4) Nous avons E,,—1 [0] = P =1 (W) = 0.02. Il est clair que la v.a ¢ suit la loi de Bernoulli de parameétre 0.02. En
effet la v.a. 6 =0 (X1,...X,,) prend deux valeurs {0,1}, tel que

P,1(0=1)=P,—1 (W) =0.02
P,_1(6=0)=P,— (W)=1-0.02=0.98

5) Pour u € R, nous avons

12
E,[0] =P, (W)=P, (Z X; > 26. 20) ,

i=1

ce qui égale &

p X —pu >26.20/12—u
"\ V2re T 2212 )

Comme Z* := ~ N (0,1), alors cette derniére est équivalente a

P,(Z*>3.78—-1.73u) =1—-P, (2" <3.78 - 1.73),

par conséquent
E,0]=1-®(3.78—-1.73n), p€R,

elle n’est autre que la fonction puissance du test J, notée 7 (u;9) .
6) Le risque de premiére espéce est définit par « () = 7 (u59), pour p < 1, c’est a dire
a(p)=1—®(3.78 —1.73u), pour pu < 1.

7) La relation entre le risque de premiére espéce a (1) est le seuil de signification o = 0.02, est telle que

a=supa(y).
n<l1



En effet, comme la fonction y — 1 — & (3.78 — 1. 73u) est croissante alors le supremum de « (p) atteint la borne la
valeur p = 1 dans l'intervalle 4 < 1,en 1 —®(3.78 — 1.73) = 1 — ® (2.05) . D’apres I’équation (2), on sait déja que
® (2.05) = 0.98, donc 1 — 0.98 = 0.02 ce qui correspond exactement & la valeur du seuil de signification a.

8) Graphe de la fonction puissance du

Fonction puissance du test

o
-
—— ‘D ]
E S
= _
(\! —
o
N mE 1 m>1
) | | | |
0 1 2 3 4 5
m
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Solution de l’interrogation de remplacement 1 (1h30)
Interrogation 1. (10pts)

Soit X une variable aléatoire uniformément distribuée sur lintervalle [0,60], ¢ > 0. Etant donné un échantillon
(z1,...,25) de X, on souhaite tester les deux hypotheses

H()Z 021,
H : 6<1,

au niveau de signification o = 0.10.

1. Montrer que la fonction de vraisemblance, associée a ’echantillon (z1, ..., z,), est

L 0<maxz; <6,

Ly (x17~-~7$n) = { 96 (2pt8)

sinon.
2. On définit le rapport
L, (x1,..., )

R .=
Ly, (1, ...y )

, pour 61 > 05 > 0.

Montrer que R est une fonction croissante par rapport a une fonction t = t (1, ..., ) . (2pts)

3. En se basant sur la statistique T =t (X1, ..., X,;) , déterminer la région critique associée au test statistique basé
sur R. (2pts)

4. Déterminer la fonction puissance de ce test.(2pts)

5. Quelle est la puissance du test associée a la valeur 8 = 0.3. (1pt)

6. Etant donné un échantillon {0.976,0.932,0.602,0.331,0.394,0.882,0.183,0.408,0.751,0.585} de la variable X.

Que peut-on conclure?(1pt)
ook KRk K R KRR K

Solution. La densité¢ de la loi uniforme sur [0, 0] est définie par

qui peut étre réécrtie sous la forme fy (z) = 9_11{0§z§9}, ou 14 désigne la fonction indicatrice associée a ’ensemble
A. Ainsi

1 n
Lo (x1,...,zn) = o H Lio<z, <6}
i=1

n
Rappelons que 14 x 13 = 1403, donc H lio<a; <0y = Lar {0<z:<6} = 1{0<max; <6}, PAr conséquent,

i=1

1
Lo (x1,...,xn) = ejl{ogmaxzige}a

Soient 61 > 05 >0
R— L91 (x17"'7$71,) _ <92>n 1{O§maxa:i§91}

a L‘92 (.’L‘l,...,(En) 971 1{0§maxzi§02}

Observons que si 0 < maxxz; < 2 alors 0 < maxw; < 61 car 01 > 02, ce qui implique 1fo<maxe;<0,} =

n
1io<maxa;<0,} = 1. Donc R = (g%) pour 0 < maxz; < 2. Maintenant, si 6 < maxx; < 01, alors 1{o<maxw;<0,} =

n
1 et 1jo<maxa;<6,} = 0, ce qui signifie que R = (g—f) % = 00. En conclusion

sl

n
R— (—f) si 0 < maxz; < 65
o) 0y < maxz; < 6



Il est claire que la fonction

0 n B
R= (ﬁ> si0<t<f , avec 01 > 65 >0
0 O, <t <6y

est croissante en ¢t = max ;. La région critique est W = {(z1,...,x,,) € R" : maxxz; < k}, ou
Py—1 (max X; < k) =0.1.

Rappelons que la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0, 6] est définie par

0 <0
F@(%)ZPQ(ng): % sio<zx<¥6
1 x>0
On sait que Py (max X; < z) = [Fy (z)]", alors
0 k<0
Py(max X; <k)=1¢ (5)" si0<k<0
1 k>0
Au point § =1, on a
0 k<0
Py (max X; <k)=< k" si0<k<1
1 k>1.

Donc Py—; (max X; < k) = 0.1, implique que k™ = 0.1, ainsi k = (0.1)1/n, ainsi
W= {(ml, ey @p) € R™ i maxaz; < (0.1)1/"} .
La fonction puissance du test est

(maxX <( Ol)l/n), 6>0
0.1

oY \" o1
( J =5 0>0.

La puissance du test au point § = 0.3 est 1 — 3(0.3) = 7 (0.3) = 0.1/ (0.3)" . La taille de ’échantillon observé égale
an = 10, donc

W = {(ml, yT10) € R maxx; < (0.1)1/10 = 0.79433} .
Nous avons aussi
max {0.976, 0.932,0.602,0.331, 0.394,0.882,0.183, 0.408,0.751,0.585} = 0.976.

Cette valeur est supperieur a 0.794 33, donc on garde Hy, c’est & dire 6 > 1.

( )”ﬁ 0<maxxl<9

i=1
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Module: Tests Statistiques

Corrigé-type de l'interrogation N°1

Exercice 1 (07pts)

Soit X une population normale d’espérance inconnue p et de variance 2. On préléve un échantillon de taille 18
pour réaliser le test
{ H() U= 5

Hy:p<b
1. Quel type de test s’agit-il: unilatéral ou bilatéral? (0.5pt)
Construire le test uniformément le plus puissant, ¢, au niveau o = 0.05. (3pts)
Déterminer la fonction puissance de 4, notée 7 () . (2pts)

Tracer le graphe de la fonction 7 (i) . (1pt)

DA S A

Si p =7, calculer le risque de deuxiéme espece. (0.5pt)

kK ok ok ok sk ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok skk

Solution.

1) Il s’agit d’un test unilatéral a gauche.

2) Nous allons appliquer la méthode du test de rapport de vraisemblance croissant (monotone). Soit p1 > ug et
écrivons

18
= exp (9 (13 — p7)) x exp {(m ) Zx} :
i=1

18
On pose t := in, b= py — po et d = exp (9 (ﬂ% — ,u%)) > 0, ainsi on a une fonction t — é’” (t) = dexpbt,
K2
i=1
croissante en t, car pu; > p2 implique b > 0. Alors la loi de X posséde un rapport de vraisemblance croissant en
18
t= Zml Donc en appliquant la proposition 3 et la remarque 3 du cours, on obtient le test upp:
i=1
18
1 si sz <c
_ i=1
0= 18
0 si in >c
i=1
18
avec P s (ZX,- < c) = a = 0.05. Celle-ci peut étre réecrite comme suit:
i=1

18
D> X —18x5
i=1 c—18 x5

. — o= 0.05.
H= JI8x2 -~ Ji8x2 @




En d’autres terms P (Z < ¢/6 — 15) = 0.05, ce qui implique que
c/6—15=o"1(0.05) = —®~' (1 — 0.05) = —®~1 (0.95).

Daprés la table statistique des quantiles de la loi de Gauss on a ®~1(0.95) = 1.64, donc ¢/6 — 15 = —1.64, ainsi
c = 80.16. La forme explicite de la fonction test upp est

18
1 si ) a; <80.16
5((171,...,1718) = i1=81
0 si» x;>80.16
i=1
18
Ceci peux étre réécrit, en termes de la moyenne T = sz“ comme suit:
i=1
1 siz <816 _ 445
_ T
6(x17~'~7$18) { 0 sinon
18
Remarque: utiliser Zmi ou T donne le méme résultat.
i=1
3) La fonction puissance du test est
18
m () =P, (ZX < 80.16) =P, (X <4.45), p<5,
i=1

En d’autres termes

X —p _ 4.45—p
T =P <
w) ”<\/2/18 ,/2/18)
445 —
P, ZSW =®(13.35—3u) =1 —® (3u—13.35), p < 5.

En utlisant le fait que ® (—z) =1 — ® (x), on ecrit
() =1—®3Bu—13.35), u<5.
On peut vérifier que 7 (5) = 0.049 ~ 0.05 = a.

4) Le graphe de la fonction puissance est donné par la figure suivante:

1.0

p (m)

b 1-b(m

0.5

0.0

5) La valeur p = 7 n’appartient pas au domaine p < 5 du test, donc celle-ci ne peut étre considéree.
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Département de Mathématiques
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Module: tests statistiques
Interrogation 2 (01h30)

Exercice 1 (10pts)

Dans une production il y a une proportion p d’articles défectueux. On préléve 25 articles pour réaliser le test

H0p204
Hy:p<04 "’

au niveau de signification 0.05.

1. Construire le test uniformément le plus puissant, noté § = § (x1, ..., T25) . (2pts)

2. Quelle est la loi de probabilité de la v.a. ¢ (Xy, ..., X25)7 (1/2pt)

3. Calculer E,—g.4 [0 (X1, ..., X25)] . (1/2pt)
4. Déterminer la fonction puissance de 0, notée 7 (p) . (2pts)
5. Déduire les expressions des risques de premicre espéce « (p) et deuxieme espéce 8 (p) . (1pt)
6. Déduire: sup,,~q 4 a (p) et sup,.q.4 B (p) - (1pt)
7. Calculer le puissance du test au valeur p = 0.3. (1pt)
8. Tracer le graphe de la fonction 7 (p) . (1.5pt)
9. Le test 0 est-il uniformément sans bias? justifier vore réponce.(1/2pt)
Kk ok ok kK K KOk K K K K Ok K Kok
Solution.

2) Ici, la variable aléatoire X prend une valeur 1 (qui correspond & un article défectueux) avec une probabilité p
et elle prend la valeur 0 (qui correspond & un article non défectueux). Donc il s’agit d’une v.a qui suit la loi de
Bernoulli de paramétre p. La fonction masse de cette v.a discréte X et définie comme suit:

PX=1)=petP(X=0)=1-p.
Celle-ci peut étre reformuler comme suit:
P(X=x)=p"(1-p)' ", 2=0,1.

Nous allons appliquer la méthode du test de rapport de vraisemblance monotone. Soit p; > ps et écrivons

Hp (1=p1) 1 " 25—t 25
Lpl _ pi(]-*pl) t:
7= . 557> avect:= g T;.
2(1 p) i=1

P2 ] 1—z; P
HP‘S‘ (1-p2)°

Celle peut étre réécrite comme suit:

Ly

2= (E2) (e




25
1-— — - . .
= i; >0,eta:= % > 1 (car p; > pa), ainsi t — % (t) = ba' est une fonction croissante

en t (car a > 1). Nous allons alors appliquer la proposition 3, pour avoir le test upp :
25
1 si le <c
i=1
25
0=49 v si sz =c
i=1

20
0 si g T;>cC
i=1

On pose b := (

ou c et 0 <y <1 sont telles que

25 25
P,o.4 (ZX,- < c> +9Pp—0.4 (ZXZ- = c> = a = 0.05. (1)

=1 =1

En d’autres termes

=1

25 25
Pp:0‘4 (ZXZ < C) + (’}/ — 1) Pp:0,4 <ZX1 = C) = 0.05,
i=1

ce qui implique que

25

25
Py—o.4 (ZX < c> =(1—7)Ppoa <ZXi = c> +0.05 > 0.05.
=1

i=1

25
On note que T := ZXi ~»Binomial(25,0.4) (la loi binomiale de paramétre n = 25 et p = 0.4). De la table
i=1
statistique, de la loi binomiale, la plus petite ¢ telle que P (T < ¢) > 0.05 est ¢ = 6, pour la quelle P (T' < 7) = 0.074.
Par conséquent
_P(I'<6)—-0.05 0.074 — 0.05 0.074 — 0.05

P (T =6) P(T<6)—P(T'<5) 00M4—P(T<5)
De la table statistique, de la loi binomiale on trouve P (T' < 5) = 0.029, donc

0.074 — 0.05
7= 0072 —0.029 = 093

Ainsi le test optimal upp est
20

1 si Zmi > 7
i=1

20
§=0(X1,., Xo0) =4 053 siy @i =7
=1

20
0 si Zmi <7
i=1

3) Nous avons

20 20 20
Ep—02[6 (X1,..., X20)] =1 x P <ZXZ» > 7) +0.327P <ZXi = 7) +0xP (ZXi < 7)

=1 =1 =1
20 20
=P (ZX > 7) +0.327P (ZX = 7) .
=1 =1

D’apres la relation (1) cette derniére quantité égale o = 0.05, ainsi

EP:0~2 [(5 (Xl, vy XQQ)] = 0.05.



4) La fonction puissance du test est

m(p)=E,[d], 0<p<1
=1xP(0=1)+032TxP(06=0327)+0x P (6§ =0).
20
En d’autres termes 7 (p) = P (T > 7)+0.327TP (T’ =7),0ou T := ZXi est une v.a binomiale de parametrer (20, p),
i=1
avec 0 < p < 1. Il est clair que
T(p)=1-P(T<7)+0327(P (T <T7)-P (T <6))
=1-0.673P (T <7) — 0.327P (T < 6)
= 1—0.673F, (7) — 0.327F, (6) ,

ol F, (x) désigne la fonction de répartition de la loi binomiale de parametrer (20,p). Explicitement la fonction
puissance est

7 (p )_1—06732020]9 —p)* 0327202019 -p)*7",
k=0 k=0

pour 0 < p < 1. Le graphe de la fonction puissance est donné par la figure Fig.1.

1.0

p (p)

a(p) 1-b(p)

f<-function(x){1-0.673*pbinom(7,20,x)-0.327*pbinom(6,20,x)}

x<-seq(0,1,length=100)
plot(x,f(x),type="1",col="red",ylim=c(0,1.5),xlab=expression(p),ylab=expression(pi~ (p)))
abline(h=1,col="blue")

abline(v=0.2)

points(0.2,0.05,col="green2")

text(0.16,0.1,expression(alpha==0.05),col="green2")

text(0.6,0.3,expression(1-beta(p)))

text(0.02,0.3,expression(alpha(p)))
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Corrigé-type de l'interrogation N°2

Exercice 1 (10pts)

Dans une production il y a une proportion p d’articles défectueux. On préléve 20 articles pour réaliser le test

H0!p§0.2
H11p>0.2 ’

au niveau de signification 0.05.

1. Quel type de test s’agit-il: unilatéral ou blilatéral? (1pt)

2. Construire le test uniformément le plus puissant, noté 6 = ¢ (1, ..., x20) . (3pts)
3. Calculer Ep—g2 [0 (X1, ..., X20)] . (2pts)
4. Déterminer la fonction puissance de §, notée 7 (p). (2pts)
5. Tracer le graphe de la fonction 7 (p) . (2pts)
Kk ok K ok ok K K KOk ok K K K kK ok
Solution.

1) Il s’agit d’un test unilatéral a droite.

2) Ici, la variable aléatoire X prend une valeur 1 (qui correspond & un article défectueux) avec une probabilité p
et elle prend la valeur 0 (qui correspond a un article non défectueux). Donc il s’agit d’une v.a qui suit la loi de
Bernoulli de paramétre p. La fonction masse de cette v.a discréete X et définie comme suit:

PX=1)=petP(X=0)=1-p.
Celle-ci peut étre reformuler comme suit:
P(X=z)=p"(1-p) ", 2=0,L

Nous allons appliquer la méthode du test de rapport de vraisemblance monotone. Soit p; > po et écrivons

T; 1—z;
le (L=p1) " )20t

" — 20
1
= = avec t 1= x;.
20 + 20—t Z L
Ly, 5(1—pa2) i=1

i=1

Celle peut étre réécrite comme suit:

L (1—p1>2° <p1 (1—p2>)t
Ly, 1 —ps p2 (1 —p1)
20

1-— _ .. . .
On pose b := (1 — Z; >0,eta:= Ziﬁ_% > 1 (car p; > ps), ainsi t — % (t) = ba® est une fonction croissante

en ¢ (car @ > 1). Nous allons alors appliquer la proposition 3, pour avoir le test upp :
20
1 si th >c
i=1
20
d=4¢ v si Zml =c
i=1

20
0 si E T, <cC
i=1




ou ¢ et 0 <y <1 sont telles que

20 20
P02 (ZX > c> +9Pp—0.2 (ZX = c> = a = 0.05. (1)
=1 =1

En d’autres termes

20
1—=Ppoo2 <ZX1 < C) +YPp=0.2 (

i=1

ce qui implique que

=1

i=1

ZXZ':C

20
> = 0.05,

i=1

20 20
Pp:().2 <ZX7, < C) = ’YPp:(].Q (ZXZ = C) + 0.95 > 0.95.

20
On note que T := ZXi ~»Binomial(20,0.2) (la loi binomiale de paramétre n = 20 et p = 0.2). De la table
i=1
statistique, de la loi binomiale, la plus petite ¢ telle que P (T < ¢) > 0.95 est ¢ = 7, pour la quelle P (T' < 7) = 0.968.
Par conséquent

_P(T<7)-09 0.968 — 0.95 0.968 — 0.95

TTTPT=7 T PT<7)-P(T<6) 0968-P(T<6)

De la table statistique, de la loi binomiale on trouve P (T' < 6) = 0.913, donc

0.968 — 0.95
= 20T 397,
7= 0068 o013 032

Ainsi le test optimal upp est
20

1 si sz > 7
i=1

20
§=0(X1,., X20) =1 0327 iy @i =7
i=1

20
0 si sz <7
i=1

3) Nous avons

20 20 20
Ep—02[6 (X1,..., Xo0)] =1 x P <ZXZ» > 7) +0.327P <ZXi = 7) +0xP (ZXi < 7)

=1 =1 =1
20 20
=P (ZX > 7) +0.327P (ZX = 7) .
=1 =1

D’apres la relation (1) cette derniére quantité égale o = 0.05, ainsi
E)—o.2 [0 (X1, ..., X20)] = 0.05.
4) La fonction puissance du test est

m(p)=E,[0], 0<p<1
—1xP(=1)+0327TxP(§=0327) +0x P (§ =0).
20
En d’autres termes 7 (p) =P (T > 7)+0.327TP (T’ =7),ou T := ZXi est une v.a binomiale de parametrer (20, p),
i=1
avec 0 < p < 1. Il est clair que
7(p)=1-P(T'<7)+0327(P (I <7)—P(T<6))
—1-0.673P (T <7) — 0.327P (T < 6)
=1 - 0.673F, (7) — 0.327F, (6),



ol F, (x) désigne la fonction de répartition de la loi binomiale de parametrer (20,p). Explicitement la fonction
puissance est

7 6
" 20—k 20—k
T(p) =1-0.673)  Cyop® (1 —p)* 7" = 0327 Chp* (1-p)™ ",
k=0 k=0
pour 0 < p < 1. Le graphe de la fonction puissance est donné par la figure Fig.1.

1.0

p (p)

a(p) 1-b(p)

f<-function(x){1-0.673*pbinom(7,20,x)-0.327*pbinom(6,20,x) }

x<-seq(0,1,length=100)

plot(x,f(x),type="1",col="red",ylim=c(0,1.5) ,xlab=expression(p),ylab=expression(pi~ (p)))
abline(h=1,col="blue")

abline(v=0.2)

points(0.2,0.05,col="green2")

text(0.16,0.1,expression(alpha==0.05),col="green2")

text(0.6,0.3,expression(1-beta(p)))

text(0.02,0.3,expression(alpha(p)))



