Ex01 :Montrer que ’ensemble A := {(:E, y) € Ri tay < 1} est non convexe
Solution : Pour montrer qu’un ensemble est non convexe, il faut vérifier

I(z1,91), (x2,y2) € A: Tt € (0,1) s t(z1,y1) + (1 —t)(z2,y2) ¢ A
C-a-d
Az1,y1), (x2,y2) € A: Tt € (0,1) : (tx1 + (1 —t)ze) (tyr + (1 — t)y2) > 1

et on voit que (%, 2), (2, %) avec t = % répond & la question

1 1 1 1 1 1 5\ 2
X o o x(=x24+-x ) =2 1.
(2><2+2><)(2>< +2><2) <4)>

Donc A est non convexe.

Ex02 : Montrer que ’ensemble B = {(m,y;z) eR33(z—1)" + \% <z+ 1}
Solution : Soit (x1,y1,21), (z2, Y2, 22) € B, soit t € (0,1) on a
2 Yt
3(x1— 1)+ = < z1+1,
( 1 ) \/i = 1
2, Y3
3(xa—1)"+ = < 29+ 1.
( 2 ) \/§ = 2

On va vérifier maintenant que (tzy + (1 — ¢) x2,ty1 + (1 — t) y2,t21 + (1 — ) 22) €
B,

On a
(tys + (1 — 1) y2)°
3(ter + (1 —t)ae — 1) +
( 1 ( ) 2 ) \/5
_ 3(t2x§+(1—t)Q:cg+2t(1—t)x1x2+1—2tm1—2(1—t)x2)
(to% (1=t Y3 +2t(1—1) y1y2>
_|_
V2
par suite
2 2 y% 2 2 y% Y1Y2
t 3]+ —= |+ (11—t 35+ == ) +2t(1 —1t) | 3x120 + —=
) R G R RE TN R

+3 =6tz —6(1 —¢) zo
2 2
= t? <3(:1c1—1)2+yl> +(1-1)7 (3(w2—1)2+w)+2t(1—t) <3x1x2+y1yg>

V2 V2 V2
+12 (621 — 3) + (1 — )% (622 — 3) + 3 — 6tz — 6 (1 — t) z,
2 2 Y1Y2
< 4+ D)4+ 0=t (2+1)+2t(1—12) <3x1x2+\/§>
+6 (z1 + z2) (t* — t) — 6t> + 61 (1)



On peut voir que
3212 +y1y2) +6(2 — 1) (21 +22) — 6 (2 — 1)

t(l—1t) (
= ].—t (3$1$2+y1y2—3(.’E1+$2))—6(t2—t)

= 2t(1—1t) (V3 (z1—1) 3(z21)+yl\/y§23>6(t2t)
= Y12
= 2t(1—1t) <\/§(x1—1)\/§(x2—1)+ ﬁ)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Shwarz on obtient

(1) = L+ + 00" (2+1)+2(1~1) (ﬁ(mnx/ﬁ(xzmm)

t2(z1+1)+(1—t)2(32+1)—|—2t(1—t)<\/3($1—1 \/ 112—1 2)

< P+ +0 -0 (o +D+26(1—8)Var + Wz + 1
<tz (1—t)z+1

IN

Le dernier passage est une conséquence de

(£ =t) [(z1+1)+ (224 1) —2vz1 + Iz + 1] <0.

Donc B convexe

Ex03 : Montrer que
conv(A + B) = conv(A) + conv(B).

Solution : On a A C conv(A), B C conv(B), alors A+ B C conv(A) + conv(B).
Comme conv(A) + conv(B) convexe contient A + B et conv(A + B) est le plus
petit convexe contenant A+B. On deduit que conv(A+B) C conv(A)+conv(B).

k
Soit maintenant x € conv(A), y € conv(B), alors z = Z a0 > 0,3 a; =15

avec a; € Aet x = Z B;bj,B; = 0, Z B; = 1 pour certains nombres entiers
=
kil > 1.
ko1
Il est claire que z+y = > > a;f; (a; + bj) € conv(A+B). Donc conv(A)+

i=1j=1
conv(B) C conv(A + B)



