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Exercice I. (1+1+1+1+1+1+1+1+1) = 09 pts

Soit E = C ([0; 1] ;R) l�espace vectoriel normé réel des fonctions continues
de [0; 1] dans R, muni de la norme kfk1 =

R 1
0
jf(t)j dt.

Soit l�application 	 dé�nie par

	 : (E; k�k1) �! (E; k�k1)
f 7�! 	(f)

où
	(f) : [0; 1] �! (R; j�j)

x 7�! (	 (f)) (x) =
xR
0

f(t)dt

1) Donner la dé�nition d�une application linéaire continue.
2) Donner la dé�nition de la norme d�une application linéaire continue.
3) Montrer que l�application 	 est linéaire.
4) Montrer que l�application 	 est continue de (E; k�k1) dans (E; k�k1) :
5) En déduire que k	kLc(E) = sup

kfk1�1
(k	(f)k1) � 1:

Soit la fonction hn 2 E dé�nie pour tout n 2 N par

hn : [0; 1] �! (R; j�j)
x 7�! hn (x) = ne

�nx

6) Calculer khnk1 et montrer que khnk1 � 1:
7) Calculer k	(hn)k1 :
8) Montrer que k	kLc(E) � 1:
9) En déduire la valeur de k	kLc(E) :
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Exercice II. (1.5+1.5+2+1+2+1) = 09 pts

Soit E = C ([0; 1] ;R) l�espace vectoriel normé réel des fonctions continues

de [0; 1] dans R, muni du produit scalaire (f = g) =
1Z
0

f (x) g (x) dx

et de la norme kfk2 =

0@ 1Z
0

f2 (x) dx

1A1=2

:

1) Rappeler l�inégalité de Cauchy-Schwarz et le cas d�égalité.

2) Calculer
����pef = pe�f���� ; 


pef




2
et



pe�f




2
:

3) Trouver � � 0 tel que

1Z
0

ef(x)dx

1Z
0

e�f(x)dx � �, 8f 2 E:

4) Montrer que si
p
ef = �

p
e�f ; 8� 2 R alors f est constante.

5) Trouver f 2 E tel que

1Z
0

ef(x)dx

1Z
0

e�f(x)dx = �:

6) En déduire la valeur de

inf
f2E

0@ 1Z
0

ef(x)dx

1Z
0

e�f(x)dx

1A :

Remarque: 02 points sont réservés pour la bonne tenue de votre copie.
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Soit E = C ([0; 1] ;R) l�espace vectoriel normé réel des fonctions continues
de [0; 1] dans R, muni de la norme kfk1 =

R 1
0
jf(t)j dt

Soit l�application 	 dé�nie par

	 : (E; k�k1) �! (E; k�k1)
f 7�! 	(f)

où
	(f) : [0; 1] �! (R; j�j)

x 7�! (	 (f)) (x) =
xR
0

f(t)dt

1) Voir cours.
2) Voir cours.
3) Montrons que l�application 	 est linéaire. On a

8f; g 2 E; 8�; � 2 R; 8x 2 [0; 1] ; 	(�f + �g)(x) =
xZ
0

(�f + �g)(t)dt = �

xZ
0

f(t)dt+ �

xZ
0

g(t)dt

= �	(f)(x) + �	(g)(x)

d�où

8f; g 2 E; 8�; � 2 R;	(�f + �g) = �	(f) + �	(g)

et donc 	 est linéaire.
4) Montrons que l�application 	 est continue: On a

8f 2 E;8x 2 [0; 1] ; j(	 (f)) (x)j =

������
xZ
0

f(t)dt

������ �
xZ
0

jf(t)j dt �
1Z
0

jf(t)j dt = kfk1

puis par intégration,

8f 2 E; k	(f)k1 =
1Z
0

j(	 (f)) (x)j dx �
1Z
0

kfk1 dx = kfk1

d�où 	 est continue de (E; k�k1) dans (E; k�k1) :
5) On en déduit de (4) que

k	kLc(E) sup
kfk1�1

(k	(f)k1) � 1:
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Soit la fonction hn 2 E dé�nie pour tout n 2 N par

hn : [0; 1] �! (R; j�j)
x 7�! hn (x) = ne

�nx

6) Calculons khnk1 et montrons que khnk1 � 1: On a

8n 2 N; khnk1 =
1Z
0

ne�ntdt = 1� e�n � 1:

7) Calculons k	(hn)k1 : On a

k	(hn)k1 =
1Z
0

j(	 (hn)) (x)j dx =
1Z
0

0@ xZ
0

jhn(t)j dt

1A dx = 1Z
0

(1�e�nx)dx = 1�1� e
�n

n
:

8) Montrons que k	kLc(E) � 1:
Comme k	(hn)k1 � k	kLc(E) ; en passant à la limite
quand n tend vers +1; on obtient

lim
n!+1

k	(hn)k1 = 1 � k	kLc(E) :

9) On en déduit par double inégalité de (5) et (8) que

k	kLc(E) = 1:

Corrigé: Exercice II. (1.5+1.5+2+1+2+1) = 09 pts

1) Rappel de l�inégalité de Cauchy-Schwarz et le cas d�égalité.
Soit H un espace préhilbertien réel ou complexe. Alors, on a
l�inégalité de Cauchy-Schwarz

8 (x; y) 2 H �H; j(x = y)j � kxk kyk

et le cas d�égalité si 9� 2 R; x = �y:
2) Calcul de

����pef = pe�f���� ; 


pef



2
et



pe�f




2
:

����pef = pe�f���� =

1Z
0

p
ef(x)

p
e�f(x)dx =

1Z
0

dx = 1




pef



2
=

0@ 1Z
0

ef(x)dx

1A1=2




pe�f



2
=

0@ 1Z
0

e�f(x)dx

1A1=2
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3) On a, d�après l�inégalité de Cauchy-Schwarz

8f 2 E; 1 =

1Z
0

dx =

1Z
0

p
ef(x)

p
e�f(x)dx =

����pef = pe�f���� � 


pef



2




pe�f



2

=

0@ 1Z
0

�p
ef(x)

�2
dx

1A1=20@ 1Z
0

�p
e�f(x)

�2
dx

1A1=2

=

0@ 1Z
0

ef(x)dx

1A1=20@ 1Z
0

e�f(x)dx

1A1=2

d�où
1Z
0

ef(x)dx

1Z
0

e�f(x)dx � 1, 8f 2 E

et donc � = 1:
4) On a

8� 2 R;
p
ef = �

p
e�f =) 8� 2 R; e2f = �2 =) f est constante.

5) D�après le cas d�égalité de l�inégalité de Cauchy-Schwarz et d�après (4),
il su¢ t donc de prendre toute fonction f 2 E constante.

6) D�après (2) et (3), on en déduit que

inf
f2E

0@ 1Z
0

ef(x)dx

1Z
0

e�f(x)dx

1A = 1:
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