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Examen : Espaces Vectoriels Normés

Exercice I.  (14+2+14+141+14+2+41) = 10 pts

Soit E = C ([-1,1],R) lespace vectoriel réel des fonctions continues

de [—1,1] dans R muni de la norme |-||, définie par

Vi€E, |fle= suw (If()])

z€[—1,1]
Soit ¥ I’application définie sur F par

v: F — R
fo— V() =r1) = f(=1)
1- Montrer que ¥ est une forme linéaire sur F.
2- Trouver > 0 tel que |V (f)| < B fllo, Vf € E.
3- En déduire que ¥ est continue sur (E, ||-|| ).
Soit la fonction g définie par

4- Est-ce que g € E?
5- Calculer ||g]|,, -
6- Calculer |¥ (g)].
7- Montrer que

|| = i (1w (D = 1w (9l

oo

8- En déduire la valeur de || ).



Exercice I.  (14+2+142+2) = 08 pts

Soit H = 12 (N) l'espace de Hilbert des suites réelles () ., de carré

n>

sommable, muni du produit scalaire ((acn)n>0 / (yn)n>0) = > Tpyn.
- - n>0
Soit E le sous-espace vectoriel de I (N) des suites réelles (z,,) _ nulles

a partir d’'un certain rang,

E={(z,) €RY IMeN, z,=0, Vn>M};.
n>0

Soit f la forme linéaire définie par

f: E — R
—+oo

v, @)= 5

+oo 2 2
Rappel: Zo (%ﬂ) =%
1- Donne?r I’énoncé du théoréeme de représentation de Riesz-Fréchet.

2- Trouver y € I3 (N) tel que Vz € E, f(z) = (z / y).

3- En déduire que f est continue.

4- Est-ce qu'il existe un élément z € F tel que Va € E, f(z) = (z / 2)?
5- Que peut-on déduire sur E?

REMAQUE: la bonne tenue de votre copie vaut 02 points.
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1- ¥ forme linéaire sur E.

On a,

Va,8 € R,\Vf,ge E ¥ (af+Bg) = (af +Bg) (1) — (af + Bg) (—1)
= a(f()=f(=1)+B(g(1)—g(=1) =a¥ (f)+ ¥ (g).

D’ou ¥ est linéaire de E sur R. Donc, c’est une forme linéaire sur F.
2- On a,

W ()l =

f) = fED < FDIHFED <2

d’on g = 2.

sup

(f @) =2lfll ,Vf€E,
ze[—1,1]

3- De (2) on déduit que ¥ est continue sur (E, ||-||.) -

4- Comme g est une fonction polynome définie de [—1, 1] dans R,
alors g est continue et donc g € E.
5- On a,

l9llc = sup (lg(2)]) = sup (|z[)=1.
z€[—1,1] z€[—1,1]
6- On a,

W (g)] =19(1) —g(-1)| =1 - (-1)[=2

7- Comme

V(g e {¥AN 1fllee =1}

alors

1] = ”fS”up:l(I‘If(f)l) =sup{|V ()], [fllc =1} =[¥(9)]

8- De (2) et (7), on déduit que

2=[¥(g) <[¥] =

sup ([P (f)]) <2
1fllo=1
et donc

|| = 2.



Corrigé: Exercice II.  (1+2+1+4242) = 08 pts

1- Voir cours
2- On a,

+oo
Ve €E, f(z)=(z/y) =Yz €E, Y — =Y zyn
n=0"T + 1 n>0

d’ou 1
= —V N
Yn ntl n e
et donc
1
= €2 (N

y (n+1)nx) 2 ()

car

+oo 1 2 2
Z( > :%<+oo.

n=0 \1 +1
3- Comme le produit scalaire est continue, on déduit de (2) que f est con-
tinue.

4- Supposons qu'il existe un élément z € E tel que Vz € E, f(z) = (z / 2),
alors

VeeFE, flx)=(x/z2)<=VeecE (z/y=@x/2)<=VeeE (z/y—2=0<=y==z

d’ou contradiction, car y ¢ E.
5- On peut en déduire que E n’est pas un espace de Hilbert.



