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Examen : Espaces Vectoriels Normés

Exercice I. (1+2+1+1+1+1+2+1) = 10 pts

Soit E = C ([�1; 1] ;R) l�espace vectoriel réel des fonctions continues

de [�1; 1] dans R muni de la norme k�k1 dé�nie par

8f 2 E; kfk1 = sup
x2[�1;1]

(jf (x)j)

Soit 	 l�application dé�nie sur E par

	 : E �! R
f 7�! 	(f) = f(1)� f(�1)

1- Montrer que 	 est une forme linéaire sur E.
2- Trouver � � 0 tel que j	(f)j � � kfk1, 8f 2 E:
3- En déduire que 	 est continue sur (E; k�k1) :
Soit la fonction g dé�nie par

g : [�1; 1] ! R
x 7�! g(x) = x

4- Est-ce que g 2 E?
5- Calculer kgk1 :
6- Calculer j	(g)j :
7- Montrer que

k	k = sup
kfk1=1

(j	(f)j) � j	(g)j :

8- En déduire la valeur de k	k.
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Exercice II. (1+2+1+2+2) = 08 pts

Soit H = l2R (N) l�espace de Hilbert des suites réelles (xn)n�0 de carré

sommable, muni du produit scalaire
�
(xn)

n�0
= (yn)

n�0

�
=
P
n�0

xnyn:

Soit E le sous-espace vectoriel de l2R (N) des suites réelles (xn)n�0 nulles
à partir d�un certain rang,

E =
n
(xn)

n�0
2 RN; 9M 2 N; xn = 0; 8n �M

o
:

Soit f la forme linéaire dé�nie par

f : E ! R

x = (xn)
n�0

7�! f(x) =
+1P
n=0

xn
n+1

Rappel:
+1P
n=0

�
1

n+1

�2
= �2

6 :

1- Donner l�énoncé du théorème de représentation de Riesz-Fréchet.
2- Trouver y 2 l2R (N) tel que 8x 2 E; f(x) = (x = y) :
3- En déduire que f est continue.
4- Est-ce qu�il existe un élément z 2 E tel que 8x 2 E; f(x) = (x = z)?
5- Que peut-on déduire sur E?

REMAQUE: la bonne tenue de votre copie vaut 02 points.
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Corrigé Type de l�Examen: Espaces Vectoriels Normés
Corrigé: Exercice I. (1+2+1+1+1+1+2+1) = 10 pts

1- 	 forme linéaire sur E:
On a,

8�; � 2 R;8f; g 2 E;	(�f + �g) = (�f + �g) (1)� (�f + �g) (�1)
= � (f (1)� f (�1)) + � (g (1)� g (�1)) = �	(f) + �	(g) :

D�où 	 est linéaire de E sur R. Donc, c�est une forme linéaire sur E.
2- On a,

j	(f)j = jf(1)� f(�1)j � jf(1)j+jf(�1)j � 2 sup
x2[�1;1]

(jf (x)j) = 2 kfk1 ;8f 2 E;

d�où � = 2:
3- De (2) on déduit que 	 est continue sur (E; k�k1) :
4- Comme g est une fonction polynôme dé�nie de [�1; 1] dans R,
alors g est continue et donc g 2 E:

5- On a,
kgk1 = sup

x2[�1;1]
(jg (x)j) = sup

x2[�1;1]
(jxj) = 1:

6- On a,
j	(g)j = jg(1)� g(�1)j = j1� (�1)j = 2

7- Comme
j	(g)j 2 fj	(f)j ; kfk1 = 1g

alors

k	k = sup
kfk1=1

(j	(f)j) = sup fj	(f)j ; kfk1 = 1g � j	(g)j

8- De (2) et (7), on déduit que

2 = j	(g)j � k	k = sup
kfk1=1

(j	(f)j) � 2:

et donc
k	k = 2:
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Corrigé: Exercice II. (1+2+1+2+2) = 08 pts

1- Voir cours
2- On a,

8x 2 E; f(x) = (x = y)() 8x 2 E;
+1P
n=0

xn
n+ 1

=
P
n�0

xnyn

d�où
yn =

1

n+ 1
;8n 2 N

et donc

y =

�
1

n+ 1

�
n�0

2 l2R (N)

car
+1P
n=0

�
1

n+ 1

�2
=
�2

6
< +1:

3- Comme le produit scalaire est continue, on déduit de (2) que f est con-

tinue.
4- Supposons qu�il existe un élément z 2 E tel que 8x 2 E; f(x) = (x = z) ;

alors

8x 2 E; f(x) = (x = z)() 8x 2 E; (x = y) = (x = z)() 8x 2 E; (x = y � z) = 0() y = z

d�où contradiction, car y =2 E:
5- On peut en déduire que E n�est pas un espace de Hilbert.
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