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Examen : Espaces Vectoriels Normés

Exercice I.  (1424+14+1+1+1+1) = 08 pts

Soit H = (2 (N) I'espace de Hilbert des suites réelles de carré sommable,

muni du produit scalaire

+oo
Vo = (mn)n€N7 Y= (yn)neN € H, (JJ / y) = anyn
n=0

et de la norme

too 1/2
Ve = (Tn),en € H, 2]y = <Z l’i) -

n=0
Soit T' la forme linéaire définie sur H par

T: H — R
= (Tn)peny +— T (x)= 2023
1) Donner ’énoncé du théoreme de représentation de Riesz-Fréchet.
2) Montrer qu'il existe un réel ¢ > 0 tel que

Vo e H, |T(z)| <clle],.

3) En déduire que T est continue.
4) Montrer qu’il existe un unique y € H tel que

Vee H, T(z)=(z/y).

5) Trouver cet unique y.
6) Calculer |y||, -
7) En déduire la valeur de ||T||.



Exercice IT.  (1+1+1+1.5+2+1.5+1+1) = 10 pts

Soit (E,|le]|;) = (It (N),||e||,) I'espace de Banach des suites réelles
sommables,

n=0

“+oo
muni de la norme

+oo
Ve = (2n)ney € B lzlly =) lzal.
n=0

On définit sur E une deuxiéme norme ||-||, par
Ve = (Zn)pen € B, |2l = llzll; + 2/l

ot [|z]| o = sup (Jznl) -
neN
1- Rappeler l'identité du parallélogramme.

2- Donner la définition de deux normes équivalentes.
3- Donner la définition d’un espace de Banach.
4- Montrer qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que

Ve = (Zn)pen € B 2]l < el -

5- Prouver que les deux normes ||-|| et ||-||; sont équivalentes.

6- Est-ce que I'espace (I} (N), ||-||) est un espace de Banach?

7- L’identité du parallélogramme est-elle vérifiée pour la norme ||-||?
( Prendre: v = (1,0,0,...) et v=(0,1,0,0,...))

8- L'espace (I} (N), [|-||) est-il un espace de Hilbert?

Remarque: 1) Justifier vos réponses.
2) La tenue de votre copie vaut 02 pts.
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Corrigé:Exercice I (142+141+1+1+41) = 08 pts

1) Voir cours.
2) On a,

+o0 1/2
1/2
Vo = (zn),en € H, |T(@)] = |w2023] = (23005) 7~ < (Z fﬂi) = [l
n=0

d’ot c=1.

3) D’aprés (2) T est continue.

4) Comme H est un espace de Hilbert et T' une forme linéaire continue
sur H, alors d’apres le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet,
il existe un unique y € H tel que

Vee H, T(x)=(z/y).
5) On a, Vo = (2,),cy € H,
+oo
T(z) = (z / y) < w2023 = Zmnyn

n=0

d'ott y = (Yo, -, Y2022, Y2023, Y2024, ---) = (0,...,0,1,0,...) € H.
(y2023 = 1 et VYn #2023, y, = 0).

oo 1/2
lylly = (Z yi) =1
n=0

7) D’apres le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet,

6) On a,

171 = llyll, = 1.



Corrigé:Exercice II.  (14+141+1.5424+1.5+1+41) = 10 pts

1- Voir cours.
2- Voir cours.
3- Voir cours.

4- On a,
—+o00
vneN, |oa| < |zl = |2,
k=0
d’ou,

V= (Tn),en € B, |12l = sup (lza]) < ||z,
neN

et donc ¢ = 1.
5- On a par hypothése

Ve e E, |zl <=
et comme
Ve e B, |z| =zl + Izl < 2l + Izl =2l
alors

Ja=1, =2 Veek, alz <l <bll,

et par suite les deux normes |-|| et ||-||; sont équivalentes.

6- Comme lespace (I} (N),[-||;) est complet et les deux normes ||-|| et ||-||;
sont équivalentes, alors I'espace (I} (N),|[|-||) est complet et donc c’est
un espace de Banach.

7-On a

2 2 2 2
ot ol + lu = o) =18 # 16 = 2 (Jluf* + o]*) -

8- Comme l’identité du parallélogramme n’est pas vérifiée pour la norme |||
alors I'espace (I (N), ||-|) n’est pas un espace de Hilbert.



