UMK BISKRA
DPT MATHEMATIQUES
3¢me A LMD
12/11/2020
09.40-11.10
INTERROGATION

Exercise 1 Soit H = L% ([—m, «]) Uespace de Hilbert réel des fonctions
réelles de carré sommable muni du produit scalaire

1 s
Vgt (f) o=y [f@) g@)ds

et de la norme associée

. 1/2
— 1 2
vt =4 [Fe) i
Soit f la fonction définie par
f: [-m7] — R
x —  f(z) ==.

1- Montrer que f € H.
2- Caculer les coefficients de la série de Fourier de f

ag = %/f(a:) dx

1
Vn > 1, ap= f/f(x)cos(nac) dx
i
1l
Yn > 1, b, = f/f(:c)sm(nw) dx
™
3- Caculer || f|°.
4- En déduire que
too 1 w2
Hw T

Solution 2 1- Comme f est continue, elle est dans H.



2- Comme f est impaire, on a

™

nm
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<27r cos (n) — EL sin (nm)] :)

apg = 0
Yn > 1, =0
1l 1l 1
Yn > 1, bn:f/f(x)sm(nx) daczf/xsm(nx) dx = —— [ zd (cos (nz))
™ ™
= — 1 <n”—] (o) dr | =~
= —— | lecos(na)]Z; cos (nz) dz | = ——
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3- On a
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117 = 5 [ (@) do= o [a do= 5 |2

4- L’égalité de Parseval nous donne
+o0 }2
2 n
17 = >0 =
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d’ou
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Exercise 3 Soit H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (. / .)
et de la norme associée |.||.
1) Développer, pour A € R et x,y € H, 'expression

Iz + y*
2) Soit x,y € H, montrer I’équivalence
zly<—=VieR, |yl <y+rfl.
Solution 4 1) On a

VAER, Voye H, ly+Xz|® = (y+Xz /y+Aa) =yl +2A (y / )+A* 2]

2) !/:> ”
2 2 2 2
2 Ly=VYAER, |y+rx|?®=|yl*+ 2|zl > ||y
d’ot
VAER, |yl < ly+ Az .
H<: b2

VAER, [yl <lly+ el =VAER, [y|*<lly+ Az = lyl*+2A (y / 2)+2* |’
d’ou
(y/z)=0<=2a Ly.
y /@)

ll(I*

(

Sinon, prendre A = — pour tomber sur une contradiction.



Exercise 5 Soit H un espace de Hilbert réel. Soit x et y deux éléments de H
tel que

(z/y) = 0
V2 et |yl =v3

[l
1- Caleuler ||z + y|| .
2- En déduire ||z — y|| .
3- Donner un exemple.
Solution 6 1- Le théoréme de Pythagore nous donne

2 2 2
lz+yll” = llzlI” + llyl" =2+3=5

d’ou
|z + yll = V5.

2- Lidentité du parallélogramme nous donne
2 2 2 2
o+ gl + llz = gl = 2 (Il2)* + l1y]?)

d’on

2 2 2
e = yll = ¢2(||x +lyl*) = llz + ylI* = V5.

H = R?
(v2.0), y=(0,v3).
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Exercise 7 Soit H = C? Uespace de Hilbert compleze muni du produit scalaire

3
VZ':(I'l,ZL‘Q,.Tg), y:(y17y2ay3)€H? (l‘/y)zzxnyn
n=1

et de la norme associée |.||.

3 1/2
Vo = (x1,22,23) € H, ||z|| = (Z |:cn|2> .
n=1

Soit B = {al = (—i,0,0), az =(0,2¢,0), a3 = (O,O7 %z)} une base de H.
1) En utilisant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt,
trouver une base orthonormée de H, a partir de la base B.

Solution 8 On sait que B = {a; = (—i,0,0), az = (0,24,0), a3 = (0,0,3%)}
est une base de l’espace H. Cherchons une base orthonormale
pour l’espace H,{b1 =G by = 2o, by = e—3}

el lleall” 72 7 leall

€1 = a1 = (_i,0,0)

a e
€2 = Qo — ((ef ; 6361 = az = (0,24,0)

(ag / e1) (a3 / ea ( 1 )
e3 = az — e1 — ea =a3=10,0,=1
TR T e Je) (2 fen) P 2

avec
3 1/2
lexll = (Z Ixnl2> =1
n=1
3 1/2
2
le2]l = (Z |20 ) =2
n=1
3 1/2 .
el = (Z |a:n|2> =
n=1
d’on
€1
" G =00
€2 .
b2 = m = (O,Z,O)
€3 .
3 = w = (anﬂ)



