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Exercise 1 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé.
1) Montrer que Vz,y € E, ||lz|| < & (lz 4+ yl| + |z — y]]) .
2) En déduire que Vx,y € E, ||| + |lyl| < |lz+ vyl + |z — ] -

Exercise 2 Soit H = (12 (N), ||.l,) Uespace vectoriel normé des suites réelles
—+o0
de carrés sommables (Z |z, < —l—oo) , muni de la norme
n=0

+oo 1/2
Vo = (@n)pen € B (N), lzll, = (Z Ifcnl2> :
n=0

Soit Uapplication linéaire L définie par

L: H — H
x = (xo,21,%2,...) +— L(x)=(x9,x3,24,...)

1) Calculer ||L (z)]|, -
2) Montrer qu’il existe un nombre réel C > 0 tel que

Ve € H,[|L(z)l, < Cllzl, -

3) En déduire que L est continue.
Soit la suite y = (0,0,1,0,0,...).
4) Calculer ||yl -

5) Est-ce quey € H?

6) Calculer ||L (y)]|5 -

7) Montrer que

Ll = sup (IL(2)lly) = 1L (Y)ll; -

”;CHQZI

8) En déduire la valeur de || L]|.



Solution 3 1. Il suffit de remarquer que © = ¥ + =Y

2 2
et appliquer l'inégalité triangulaire.
ou bien par l’inégalité triangulaire, on a

1
Va,y € E, (Hfﬂ+y\| +lz—yl) =3 ||x+y+x—y|| = 5 l[2zfl =]

2. D’apres 1. on a ||z]| < 3 2 (lz +yl + e =yl
en remplagant @ par y on a |ly|l < 4 5 (lz +yll + [l —yll),
en sommant ces deux inégalités on obtzem‘ le résultat demandé.

Solution 4 1) On q,

1L (@), = <Z|wn|>1/z-

2) On a,
1/2 too 1/2
2
n=0
d’ou C =1.
3) D’e (2) on en déduit que L est continue.
4) Ona,

lyll, = 1(0,0,1,0,0,.)], = (0+0+1+0+0+..)"* = 1.

5) Comme ||y|l, =1 < +o0 alors y € H.
6) On a,

1/2
L ()]l = 1(1,0,0,. )], = (1 +0+0+..)"* =1.
7) Comme ||ly|l, =1 alors

ILl = sup ([IL(2)lly) = L (y)ll, = 1.

|z]l;=1
8) De (2) et (7) on en déduit que

L] = 1.



