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INTERROGATION II : Espaces Vectoriels Normés

Exercise 1 (1.5+1.5+1+1.5+1+1.5)=08 pts

Soit H = 1% (N) l’espace de Hilbert des suites complexes v = (x,,)
muni du produit scalaire

neN

—+o0
Vo = (xn)neN €EH, Vy= (yn)neN € H, (a;‘ /y) = Z_:O TnYnp,

et de la morme associée
too , 1/2
Vo = (o) € H, ol = (£ [on )
n—=

et soit F' le sous-espace vectoriel de H

F={z=(xn),en €H / 2n =0, VYneN}.

1 - Montrer que la forme linéaire

Gn : H — C
= (Tn)peny  In(T) = 229

est continue sur H.
2 - Montrer que pour tout n € N, le sous-espace vectoriel de H

Fo={z=(%),en € H / 2, =0}

est fermé dans H.
3 - En déduire que F' est fermé dans H.
4 - Trowver F+, l'orthogonal & F.
5 - Montrer que
H=F®F~*.

6 - Trouver Ppi (a) la projection orthogonale
de a = (1,-i,0,23,0,...) € H sur F*.
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[CORRIGE DE I'INTERROGATTON 1T

Solution 2 (1.5+1.5+1+1.5+1+1.5)=08 pts
1-0Ona

N
Vo= e € By @) = ol < (£ 0?) =l

et donc g, est continue.
2 - On a pour tout n € N
Fn = {.’L’ = (x")neN €H / Lon = 0} = {l‘ = (xn)neN €H / gn(iC) = Ton = O}
= Ker(gn).
Comme la fonction
gn : H — C
L= (xn)nGN = gn(x) = T2n

est une forme linéaire continue, le s-e-v Ker (g,) est fermé.
Le s-e-v F,, est donc fermé dans H pour tout n € N.
3 - On en déduit de (2) que le sous-espace F

F = {z=(@n),en€H / 220 =0, Vn €N} = {z = (2n),,en € H / gn(z) = T2 =0, Vn € N}
= () F
neN

est fermé dans H comme intersection de fermés.
4-0na

Ft = {JEZ(xn)neNEH/Vyz(yn)neNEF, (x/y):()}

—+oo
— {:1: =(Tn)pen €H / Yy = Yn)pen € F, Zo Tnl, = 0}

400

{1’ = (mn)neN €H / Vy= (yn)neN € F, Zo Ton+1Y2n+1 = 0}
n=

= {a: = (Tn)yen €H / @opy1 =0, Vn € N}.

5 - Comme H est un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel

fermé de H, alors, H=F @ F+.

6 - Comme a = (1,—1,0,24,0,...) € H, s’écrit d’une maniére unique
a=(1,-i,0,2,0,..) = (0,—i,0,2i,0,...) + (1,0,0,0,0, ...)

avec (0,—i,0,24,0,...) € F et (1,0,0,0,0,...) € F*.

Alors la projection orthogonale de a = (1,—i,0,2i,0,...) € H sur F* est

Ppi (a) = (1,0,0,0,0,...).



